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Дослiджено використання послiдовностей детермiнованого хаосу в фiнансово-економiчному моде-

люваннi. Запропоновано модель класу ARIMA з замiною її стохастичної складової на хаотичну у виглядi

однiєї iз послiдовностей динамiчного хаосу. Застосовано запропоновану модель до моделювання руху
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Вступ

Останнiм часом вiдбулись суттєвi змiни в па-
радигмi математичного моделювання фiнансово-
економiчних процесiв. Цi змiни пов’язанi з вiдмо-
вою вiд так званої лiнiйної парадигми i переходу
до нелiнiйних моделей. В основi лiнiйної паради-
гми ринку капiталу лежать три ключовi концепцiї:
рацiональнi iнвестори, ефективний ринок та як на-
слiдок випадковi блукання. Виходячи з концепцiї
ефективного ринку, ймовiрнiсний розподiл часово-
го ряду руху цiн є нормальним або логнормальним,
що, як мiнiмум, гарантує скiнченнiсть середнього
та дисперсiї. Для пiдтвердження цього факту бу-
ло проведено ряд емпiричних дослiджень, але ча-
стiше за все були отриманi протилежнi результати
[1, c. 42]. На початку 1970-х рокiв з’явилась низка
робiт, що поставила пiд сумнiв гiпотезу нормаль-
ностi розподiлу та пiдiрвала лiнiйну парадигму фi-
нансового ринку. До таких робiт можна вiднести
роботи М. Осборна, П. Кутнера, Б. Мандельброта,
Ю. Фама та iнших. В наведених працях був про-
ведений аналiз реальних фiнансових часових ря-
дiв та отриманi результати, що свiдчили про на-
явнiсть у певних рядах дохiдностей вiд’ємної аси-
метрiї, «тяжких хвостiв», ексцесу та нескiнченної
дисперсiї (див. [1; 2]). Внаслiдок чого останнi роки
ХХ столiття вiдзначились пiдвищеним iнтересом
до створення та пошуку нелiнiйних моделей рин-
кiв капiталу, як наслiдок створення концепцiї фра-
ктального ринку. Використання фрактальної гео-
метрiї в аналiзi фондових ринкiв зобов’язано своїм
виникненням Б. Мандельброту, який застосував ре-
зультати Г. Херста у фiнансовiй сферi. Теорiя хаосу
визначає той факт, що системи мають внутрiшню
залежнiсть мiж даними, вiдношення мiж величина-
ми можуть мати показник степеня, що є вiдмiнним
вiд одиницi. Отже, з кiлькiсних дослiджень реаль-
них фiнансових показникiв випливає, що ринки ка-
пiталу є нелiнiйними системами. Проте бiльшiсть
традицiйних концепцiй i теорiй нехтують цими до-

слiдженнями. На сучасний момент не iснує повної
iнвестицiйної нелiнiйної моделi, що могла б замi-
нити традицiйну, тому побудова, дослiдження та
аналiз нелiнiйних моделей має як наукове, так i
практичне значення для економiки ринку капiталу
та роботи iнвесторiв.

Предметом дослiдження у статтi є математичне
моделювання фiнансово-економiчних процесiв за
допомогою послiдовностей класу ARIMA з хаоти-
чною складовою, а об’єктом дослiдження є аналiз
та порiвняння з моделями класу ARIMA зi сто-
хастичною складовою, тобто з моделями Бокса —
Дженкiнса.

Метою статтi є побудова та дослiдження нових
нелiнiйних моделей, що базуються на стохасти-
чних моделях класу ARIMA з замiною її стоха-
стичної складової на хаотичну у виглядi однiєї
iз хаотичних послiдовностей (а саме логiстичної).
Основною особливiстю таких моделей є те, що
незважаючи на свою детермiновану природу, вони
здатнi породжувати послiдовностi, якi складно вiд-
рiзнити вiд стохастичних. Основними завданнями
статтi є створення альтернативної моделi до мо-
делей класу ARIMA з використанням хаотичної
складової, у виглядi хаотичних послiдовностей
замiсть стохастичної складової; застосування за-
пропонованої моделi до моделювання руху ризико-
ваних активiв та до процесу надходження валових
iнвестицiй.

Моделi класу АRIМА iз хаотичною складовою

Для запропонованої моделi класу ARIMA з хао-
тичною складовою почнемо з поняття динамiчного
хаосу. Динамiчнi системи, що можуть генерувати
випадковiсть та демонструють сильну залежнiсть
вiд початкових умов i значень параметрiв, i є пре-
дметом теорiї хаосу. У повсякденному сенсi хаос
розумiють як безлад чи плутанину, i хоча загально-
прийнятого унiверсального математичного означе-
ння хаосу немає, є загальнi властивостi, за якими
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його визначають. Отже, кажучи, що деяка вибiрка
даних має хаотичну природу чи набуває хаотичних
властивостей, ми маємо на увазi, що функцiя, що її
породжує, є чутлива до початкових умов, виконує
топологiчне перемiшування та має щiльнi перiо-
дичнi точки. Питання прояву властивостей хаоти-
чностi та стохастичностi часового ряду руху цiн є
нарiжним каменем цiєї областi дослiдження.

До типових представникiв хаотичних функцiй
можна вiднести логiстичне вiдображення, вiдобра-
ження Бернуллi, «наметове» вiдображення та вiдо-
браження кореня. Розглянемо одне iз найбiльш вi-
домих та вживаних вiдображень динамiчного ха-
осу, а саме логiстичне вiдображення. Логiстичне
вiдображення популяризував бiолог Р. Мей, хоча
варто зауважити, що М. Фейгенбаум встановив зна-
чення сталої та рекурентну формулу, якiй пiдпо-
рядковуються критичнi значення параметра, дещо
ранiше. Вiн опублiкував статтю [3], в якiй показав,
що схожi подвоєння перiоду з вiдповiдною унiвер-
сальною константою вiдбуваються при переходi до
хаосу у широкому класi задач. Логiстичне вiдобра-
ження тут задається такою iтерацiйною формулою:

{
xn+1 = αxn(1− xn);

x0 ∈ (0, 1);

де n — крок, а α — параметр логiстичного вiдобра-
ження. Залежно вiд значення параметра α вiдобра-
ження має рiзну кiлькiсть нерухомих точок. При
α < 1 єдиною нерухомою точкою, що визначається
iз рiвняння та належить iнтервалу є точка x = 0.
Ця точка є стiйкою, тому послiдовнiсть вiдобра-
жень збiгається до нуля xn → 0 при будь-якому
значеннi початкової точки x0. При 1 < α < 3
вiдображення має вже двi нерухомi точки x = 0
та x = (α − 1)/α. Точка x = 0 є нестiйкою, а
iнша — стiйкою, тому x → (α − 1)/α. При умовi,
що α > 3 число нерухомих точок не змiниться, але
обидвi точки є не нестiйкими. Оскiльки вiдобра-
ження обмежене, то вiдсутнiсть точкового атракто-
ру означає утворення складнiшого атрактору типу
граничного циклу. При значеннях параметру α >
> 3,57 жоден iз критичних циклiв не має стiйкостi.
З цього моменту починається хаотична поведiнка
системи. Цей хаос називається детермiнованим, бо
iснує чiтко визначений закон, за яким можна пiд-
рахувати значення змiнної на будь-якiй iтерацiї, по-
чинаючи вiд обраного початкового значення. Якщо
в областi стiйкостi та граничних циклiв поведiнка
вiдображень слабо залежала вiд початкової точки,
то в областi хаосу невелика змiна початкового
значення призводить до значної змiни значення
n-ї iтерацiї. Описану вище залежнiсть кiлькостi
нерухомих точок вiд параметра вiдображення, мо-
жна прослiдкувати, якщо розглянути бiфуркацiй-
ну дiаграму, що є класичним засобом вiзуалiзацiї

хаотичної послiдовностi. У цiй роботi ми вивчаємо
поведiнку логiстичного вiдображення лише при
значеннi параметра α = 4, тобто коли система
втрачає стiйкiсть та набуває детермiнованого хаосу.
При цьому повнiстю зникає перiодичний характер
змiни стану та система починає виконувати блу-
кання по нескiнченному числу станiв. Якщо взяти
x0 = 0,1 i пiдрахувати рекурентно наступнi iте-
рацiйнi вiдображення [4], та пiдрахувати середнє
значення та стандартне вiдхилення, то отримаємо,
що одержане логiстичне вiдображення практично
можна вважати некорельованим, i в цьому сенсi
послiдовнiсть значень може бути названа «хаоти-
чним бiлим шумом».

Рис. 1. Вiзуалiзацiя значень вибiрки бiлого шуму (вгорi)
та логiстичної послiдовностi (внизу)

У пакетi StatSoft Statistica v.10 було знайдено
основнi статистичнi показники для вибiрок бiлого
шуму та логiстичної послiдовностi. Виявилось, що
середнє, мiнiмум, максимум, коефiцiєнти ексцесу
та симетрiї дуже близькi за значеннями. Якщо
звернути увагу на показник середнього для вибi-
рок логiстичного вiдображення i бiлого шуму та
вибiрки їхнiх дохiдностей, то у обох випадках воно
є близьким до нуля, а у випадку розгляду логари-
фмiв дохiдностей бачимо, що середнє є однаковим
з точнiстю до другого знаку пiсля коми. Пока-
зники дисперсiї для логарифмiчних дохiдностей
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Рис. 2. Гiстограми для вибiрок бiлого шуму (злiва)
та логiстичного вiдображення (справа)

початкових вибiрок також є однаковими з точнiстю
до другого знака пiсля коми. Коефiцiєнт асиметрiї
та його похибка у випадку розгляду початкових
вибiрок є однаковими. Похибки для вибiрок до-
хiдностей та їхнiх логарифмiв також є однаковими.
Тобто, порiвнюючи результати проведеного аналiзу
для усiх трьох випадкiв, можна зробити висновок,
що розглянутi послiдовностi мають схожi основнi
статистичнi показники.

Проаналiзуємо використанi данi щодо їхньої
нормальної розподiленостi. Для цього розглянемо
їхнi гiстограми, графiк нормальної розподiленостi
та «коробку з вусами». Результати дослiдження по-
дамо вiдповiдними малюнками.

З наведених рисункiв легко побачити, що оби-
двi вибiрки мають однакову поведiнку. Гiстограми
та графiки розподiлiв для вибiрок бiлого шуму та
логiстичного вiдображення є майже iдентичними.
Аналiзуючи «коробку з вусами», бачимо, що лога-
рифмiчнi дохiдностi дослiджуваних даних є одна-
ковими. Розглянемо також поведiнку автокореля-
цiйної функцiї для наших вибiрок. Результати по-
дамо у виглядi рисункiв.

Рис. 3. «Коробка з вусами» для вибiрок бiлого шуму
та логiстичного вiдображення

i їх логарифмiчних дохiдностей

Отриманi графiки автокореляцiйних функцiй
для вибiрок бiлого шуму та логiстичного вiдобра-
ження також є дуже подiбними, вони не мають пе-
рiодичної залежностi та є стацiонарними.

Отже, пiсля проведених дослiджень можемо
зробити висновок, що незважаючи на випадкову

Рис. 4. Графiки нормального розподiлу для вибiрок бiлого шуму (злiва)
та логiстичного вiдображення (справа)
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Рис. 5. Автокореляцiйна функцiя для вибiрок бiлого шуму (злiва)
та логiстичного вiдображення (справа)

природу бiлого шуму та хаотичну природу логiсти-
чного вiдображення вони мають схожу структуру
та статистичнi властивостi. Це дає пiдстави для за-
мiни бiлого шуму в ARIMA моделях на логiстичне
вiдображення i отримати ARIMA моделi iз хаоти-
чною складовою.

Позначимо значення процесу в рiвновiддале-
нi моменти часу t, t − 1, t − 2, . . . через Xt,
Xt−1, Xt−3, . . . Тодi процес авторегресiї поряд-
ку p iз початковим значенням x0 з хаотичною скла-
довою, або скорочено chAR(p, x0) можна записа-
ти так:

Xt = c+ φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + · · ·+ φpXt−p + γt;

γt = 4γt−1(1− γt−1);

γ0 = const, γ0 ∈ (0, 1),

де γ1, γ2, . . . , γp — коефiцiєнти авторегресiї, c —
стала, а γt — логiстичне вiдображення, γ0 — поча-
ткове значення вiдображення.

Модель рухомого середнього порядку q з по-
чатковим значенням x0 i з хаотичною складовою
chAR(q, x0) записуємо так:

Xt = c+ γt − θ1γt−1 − θ2γt−2 − · · · − θqγt−q;

γt = 4γt−1(1− γt−1);

γ0 = const, γ0 ∈ (0, 1),

де θ1, θ2, . . . , θq — коефiцiєнти рухомого середньо-
го, c — константа, а γt — логiстичне вiдображення,
γ0 — початкове значення вiдображення.

Модель авторегресiї та рухомого середнього з
хаотичною складовою, chARMA(p, q, x0), буде уза-
гальнювати двi бiльш простi моделi часових ря-
дiв (модель авторегресiї) та модель рухомого се-
реднього з хаотичними складовими. Модель запи-
суємо так:

Xt = c+ γt +

p∑

i=1

φiXt−i +

q∑

i=1

θiγt−i;

γt = 4γt−1(1− γt−1);

γ0 = const, γ0 ∈ (0, 1).

Застосування запропонованої моделi до опису
та прогнозувавння цiн акцiй

Вiдповiдно до визначень моделей класу ARIMA
з хаотичною складовою, якi запропонованi у по-
передньому пiдроздiлi, написане програмне забез-
печення мовою Java у середовищi IntelliJ Idea
12.1.1. Програма виконує прогноз майбутнiх зна-
чень деякої вибiрки фiнансових даних моделями
ARIMA з бiлим шумом та моделями ARIMA з
логiстичним вiдображенням та обчислює похибку
прогнозу для кожного прогнозованого значення i
середню похибку для кожної iз моделей. Розгляне-
мо результати роботи програми до прогнозування
на п’яти кроках денних котувань для вибiрок да-
них десяти компанiй, а саме Apple Inc., Microsoft
Corporation, ASUSTeK Computer Inc., Google Inc.,
Samsung Group, HTC Corporation, Nokia Corporati-
on, Mercedes-Benz, Toyota Motor Corporation та
Honda Motor Co. довжиною 100, i порiвняємо по-
хибки прогнозу покроково для кожного значення та
середню похибку прогнозу для кожнiй моделi. По-
дамо результати роботи програмного забезпечення
у виглядi таблицi для однiєї з компанiй.

Зауважимо, що у табл. 1 X1, X2, . . . , X5 —
прогноз значення котування на 1, 2, . . . , 5 день
вiдповiдно. Прогноз денних котувань для компанiї
Apple Inc. був проведений з допомогою моделей
ARMA(2, 2) та chARMA(2, 2, 0.9). Як бачимо, у
результатi роботи програми отримали, що похибка
використання моделi з стохастичною складовою
становить 3,61 %, а з хаотичною складовою —
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Таблиця 1. Результати прогнозу денних котувань компанiї Apple Inc.
на трьох кроках моделями класу ARIMA та моделями класу chARIMA

X1 X2 X3 X4 X5

Котування 622,55 615,7 607,79 606,81 610,76
Прогноз ARIMA 619,567 620,951 620,068 621,983 620,602
Прогноз chARIMA 618,839 620,216 617,898 619,648 617,243
Похибка прогнозу ARIMA 0,005 0,009 0,02 0,023 0,016
Похибка прогнозу chARIMA 0,006 0,007 0,017 0,021 0,011
Середня похибка прогнозу ARIMA 0,0361799 3,61 %
Середня похибка прогнозу chARIMA 0,0304330 3,04 %

3,04 %. Цiкаво, що попередньо було проведено ана-
лiз вибiрки котувань для цiєї компанiї та отримано
результат, що ця вибiрка має хаотичну природу.
Як бачимо, використання моделей класу ARIMA з
логiстичним вiдображенням дало кращi результати
для цiєї хаотичної вибiрки.

Застосування запропонованої моделi до процесу
знаходження валових iнвестицiй

Одним iз прикладiв використання послiдовно-
стей детермiнованого хаосу в економiцi є моделю-
вання процесу надходження iнвестицiй.

Детермiнована модель, що описує процес змiни
валових iнвестицiй It, записується так (див. [5]):

It = λt(K
∗
t −Kt) + δKt−1, (1)

де Kt−1 — чистi основнi фонди станом на кiнець
часового перiоду t−1,K∗

t — бажаний (очiкуваний)
обсяг основних фондiв на кiнець поточного часо-
вого перiоду, δKt−1 — амортизацiйнi вiдрахування,
λt — «швидкiсть настройки» Kt−1 на K∗

t . Якщо λt
дорiвнює нулю, то K є фiксованою величиною i
тодi не буде чистих iнвестицiй, якi скорочують роз-
рив мiж K∗ i K; в той же час, якщо λt дорiвнює
одиницi, то цей розрив є повнiстю подоланий про-
тягом одного перiоду часу, тобто настройка буде
здiйснена негайно.

В економiчнiй лiтературi [5] для того, щоб оцi-
нити параметри економетричної моделi типу (1), в
його праву частину вводять випадковий член збу-
рення i специфiкують природу його розподiлу. На
жаль, порiвняно мала увага придiлялася джерелам
цих збурень. Звичайно, можна стверджувати, що
iнвестицiї випадковi за своєю природою, оскiльки
заснованi на очiкуваннях окремих людей, а цi очi-
кування в свою чергу можуть бути гетерогенними
i випадковими.

Деякi аналiтики вважають, що випадковий
член — це збурення, яке є наслiдком помилки у ви-
мiрюваннях. Зауважимо, що якщо залежна змiнна в
рiвняннi (1) (тобто валовi iнвестицiї It) вимiряна з
випадковою помилкою, то тодi те саме можна ска-
зати i про лаговi значення основних фондiв Kt−1,

оскiльки вони є зваженими сумами попереднiх
валових iнвестицiйних витрат. Звiдси випливає,
що якщо джерело випадкового члена збурення в
правiй частинi рiвняння (1) специфiковане саме
так (тобто з допомогою помилок у вимiрi It), то
для того, щоб отримати оцiнки параметрiв цього
рiвняння, слiд застосовувати методи, вiдмiннi вiд
звичайного МНК, а саме: методи, що враховують
наявнiсть помилок у вимiрах регресорiв. Результат
сукупного впливу цих параметрiв на загальний об-
сяг iнвестицiй описуємо випадковою величиною,
що є нормально розподiленою з середнiм значен-
ням a й дисперсiєю σ2 (що реалiзується дода-
ванням у праву частину рiвняння (1) нормально
розподiленого випадкового залишку iз середнiм
значенням a = 0 i дисперсiєю σ2, тобто «бiлого
шуму»).

Оскiльки рiшення з приводу iнвестицiйних ви-
трат є складним i комплексним, то досить ймовiр-
но, що важливi змiннi в простих рiвняннях типу (1)
можуть бути помилково опущенi i не включенi в
правiй частинi. Якщо цi опущенi змiннi не коре-
люють зi включеними в рiвняння регресорами, але
володiють деякою систематичною поведiнкою в ча-
сi, то їхнiй вплив може бути частково врахований
введенням у праву частину випадкового збурення
(«залишку») з авторегресiйними властивостями.

Зазвичай при проведеннi емпiричного аналiзу
сукупних iнвестицiй у рiвняння (1) додається ви-
падкове збурення, що описується у формi авторе-
гресiї першого порядку:

ut = ρut−1 + εt; t = 2, . . . , T,

де |ρ| < 1, i передбачається, що випадковi залишки
εt (t = 2, . . . , T ) незалежнi i однаково нормально
розподiленi iз середнiм 0 i дисперсiєю σ2. У деяких
випадках, залежно вiд перiодичностi надходження
даних (щорiчно, щоквартально, щомiсячно i т. д.),
замiсть авторегресiї першого порядку може вико-
ристовуватись авторегресiя вищого порядку.

Отже, за класичним пiдходом основним «бу-
дiвним блоком» при моделюваннi економетрич-
них моделей є так званий «бiлий шум», тобто
випадкова послiдовнiсть (процес) εn з нульовим
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математичним сподiванням та дисперсiєю, рiвною
одиницi, члени якого є некорельованими.

Ми пропонуємо джерело збурення подати у ви-
глядi одного iз загальновiдомих представникiв ха-
отичних функцiй, а саме логiстичного вiдображен-
ня, яке задається так (див. [1; 4–7]):

{
εn+1 = αεn(1− εn), α ≥ 4, n ≥ 0;

ε0 ∈ (0, 1).

Тодi модель процесу змiни валових iнвестицiй
набуде вигляду:





It = λt(K
∗
t −Kt) + δKt−1 + ut;

ut = ρut−1 + εt;

εn+1 = αεn(1− εn), α ≥ 4, n ≥ 0;

ε0 ∈ (0, 1).

Висновки

У роботi було запропоновано до розгляду не-
лiнiйнi моделi, що побудованi на основi стохасти-
чних моделей класу ARIMA з замiною її стоха-
стичної складової на хаотичну у виглядi однiєї
iз послiдовностей динамiчного хаосу. Логiстичне
вiдображення та бiлий шум, як показано у статтi,
мають схожу стохастичну структуру i властивостi,
та є пiдстави говорити про можливiсть замiни
однiєї послiдовностi iншою при моделюваннi ча-
сових рядiв. Запропоновану модель застосовано до
моделювання руху ризикованих активiв та до про-
цесу надходження валових iнвестицiй. Як свiдчать
дослiдження, ARIMA моделi з хаотичною складо-
вою в переважнiй бiльшостi випадкiв дають кращi
результати прогнозування реальних часових рядiв,
нiж ARIMA моделi iз стохастичною складовою.
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S. Drin, V. Ischuk, N. Shchestyuk

MATHEMATICAL MODELING OF FINANCIAL AND ECONOMIC
PROCESSES BASED ON LOGISTICAL SEQUENCE OF

DETERMINED CHAOS

A mathematical concept of determined chaos or “non-linear dynamics” that explains that it is possible to

get random results from normal equations is considered. The main precept behind this theory is the underlying

notion of small occurrences significantly affecting the outcomes of seemingly unrelated events. Simply put,

chaos theory is an attempt to see and understand the underlying order of complex systems that may appear to

be without order at first glance. Related to financial markets, proponents of chaos theory believe that price is

the very last thing to change for a stock, bond, or some other risky asset and price changes can be determined

through stringent mathematical equations.

Usage of sequences of determinated chaos in financial and economic modeling is studied. Class ARIMA

model with change of it’s stochastic part to chaotic as one of dynamic chaos sequences is proposed. Proposed

models is applied to the modeling of risky assets movement and to the process of receiving gross investments

income.

Keywords: ARIMA class models, determinated chaos sequences, logic sequence.
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