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ДО МЕТОДУ АПРОКСИМАЦIЇ НЕЧIТКОЇ
СТАТИСТИЧНОЇ ЗАКОНОМIРНОСТI

Розроблено один iз пiдходiв до «статистичного означення» статистичної закономiрностi та мето-

ду апроксимацiї статистичної закономiрностi. Запропоновано поняття нечiткої статистичної зако-

номiрностi, що узагальнює введене ранiше поняття статистичної закономiрностi [1]. Запропоновано

програмну реалiзацiю знаходження статистичної закономiрностi послiдовностi елементiв скiнченно-

го алфавiту. Апарат статистичних закономiрностей використовується при побудовi загальної теорiї

рiшень, що дає змогу розглядати задачi, якi виходять за межi класичної теорiї статистичних рiшень.
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Вступ

До останнього часу, окрiм абстрактного озна-
чення статистичної закономiрностi (в теорiї ймо-
вiрностей — аналог аксiоматики Колмогорова),
було вiдсутнє емпiричне визначення статистичної
закономiрностi (в теорiї ймовiрностей — статистич-
не означення теорiї ймовiрностi на пiдставi Закону
великих чисел, як границi вiдносної частоти вiдпо-
вiдної подiї) i програмна реалiзацiя методiв стати-
стичного оцiнювання.

Сукупностi, якi дослiджуються статистикою,
охоплюють факти, яким притаманнi iндивiдуальнi
випадковi особливостi. У величезнiй кiлькостi спо-
стережень i зiставлень такi особливостi, якi вiдно-
сяться тiльки до окремих фактiв i не характернi для
сутностi всiєї дослiджуваної маси, взаємно пога-
шаються i таким чином проявляється статистична
закономiрнiсть у всiй її якiсно-кiлькiснiй визначе-
ностi як результат основних i iстотних причин.

Необхiднiсть i випадковiсть не тiльки нерозрив-
но пов’язанi мiж собою, вони є єднiстю проти-
лежностей, якi переходять одна в одну, причо-
му випадковiсть — це форма прояву необхiдностi.
Основну закономiрнiсть у кожному окремому фактi
можуть спотворити або затушувати дiї випадко-
вих обставин, але в досить великiй кiлькостi по-
дiй (масовiсть) необхiднiсть буде виявлена повною
мiрою.

Далеко не завжди, як i в стохастичному випадку,
вдається точно обрахувати статистичну закономiр-
нiсть. Тому при стохастичнiй невизначеностi пе-
реходять до статистичного оцiнювання характери-
стик розподiлу, тобто до наближеного (залежно вiд
розмiрностi вибiрки) аналiзу масового явища. I це
предмет математичної статистики. А при невизна-
ченостi в широкому сенсi (тобто в масових явищах,
у яких ми цiкавимося лише їх статистичними
закономiрностями) для оцiнки статистичної зако-
номiрностi послiдовностi елементiв скiнченного
алфавiту (простiр елементарних подiй) необхiдно

було запропонувати алгоритм, що, по заданiй цi-
єю послiдовнiстю вибiрцi певного обсягу, формує
наближення цiєї статистичної закономiрностi iз
заданою точнiстю.

При цьому послiдовнiсть можна задавати або
формально (аналiтично), або маючи процедуру об-
числення її загального елемента, або конкретно
здiйснюючи потенцiйну можливiсть послiдовного
(iз довiльною кiлькiстю повторiв) експерименту з
невизначенiстю результатiв у широкому сенсi.

Запропонований алгоритм наближення стати-
стичної закономiрностi заданої послiдовностi по-
лягає в тому, що по отриманiй послiдовнiй вибiрцi
елементiв скiнченного алфавiту цiєї послiдовно-
стi, якi для спрощення вважатимемо нулем або
одиницею, розмiрностi 2n знаходимо послiдовно-
стi вiдносних частот появ нуля (вiдповiдно оди-
ницi). Аналiзуємо цю послiдовнiсть, починаючи
з n+ 1 елемента, на предмет знаходження гранич-
них точок.

Тематика цiєї роботи нова та орiєнтована на
розвиток та практичне застосування математичної
статистики статистичних закономiрностей у зада-
чах прийняття рiшень, зокрема на основi принципу
гарантованого результату [2; 3].

Модель з фрактальним активним часом:
оцiнка справедливої цiни опцiонiв

та управлiння ризиком

Нагадаємо означення статистичної законо-
мiрностi [1]. Нехай X — довiльна множина,
f : X → R — обмежена дiйснозначна функцiя,
x̄ ∈ XN — довiльна послiдовнiсть. Постави-
мо у вiдповiднiсть будь-якому натуральному n
та будь-якiй пiдмножинi A ∈ 2X частоту по-
трапляння в A перших n членiв послiдовностi
x̄ = (x̄1, x̄2, . . . , x̄n, . . .)

p
(n)
x̄ (A) =

1

n

n∑

i=1

Ia(x̄i). (1)

c© Михалевич В. М., Янiвський О. М., 2017



Михалевич В. М., Янiвський О. М. До методу апроксимацiї нечiткої статистичної закономiрностi 9

Отримаємо послiдовнiсть {p(n)x̄ ;n ∈ N} iмовiрнiс-
них розподiлiв на 2X , яка завжди має непорожню
множину граничних точок — скiнчено-адитивних
iмовiрнiсних розподiлiв на A, що представляє ста-
тистичну закономiрнiсть послiдовностi x̄.

Очевидно, будь-якiй послiдовностi x̄ ∈ XN

можна спiвставити вибiркову спрямованiсть
(ϕ|N,≥) в X , де (≥) — природний напрям не-
зростання в N . А саме ϕ(n) = (x̄1, x̄2, . . . , x̄n).

При цьому pϕ(n) = p
(n)
x̄ , n ∈ N , де

p
(n)
x̄ (A) =

1

n

n∑

i=1

Ia(x̄i), ∀A ∈ A. (2)

Отже, Pϕ = Px̄.
При цьому клас усiх статистичних закономiрно-

стей на множинi X значно ширший вiд класу всiх
статистичних закономiрностей послiдовностей
елементiв множини X , бо закономiрнiстю послi-
довностi елементiв множини X може бути тiльки
закономiрнiсть, зосереджена на злiченнiй пiдмно-
жинi множини X , тобто для кожного p ∈ Px̄ спра-
ведливе спiввiдношення p(X0) = 1, де X0 ⊆ X
становить множину значень послiдовностi x̄.

Алгоритм приймає на входi список вiдносних
частот та точнiсть, з якою потрiбно провести об-
числення, а на виходi повертає список пар, що
складаються з промiжного значення частоти та чи-
сла, що характеризує кiлькiсть частот, що лежали
в одних межах точностi.

Роботу алгоритму можна уявити таким чином:
1. Потрiбно вiдкинути першу половину значень
вiдносних частот, отриманих на входi.
2. Потрiбно створити промiжок [0, 1], який роз-
дiлено на пiдпромiжки, довжина яких дорiвнює
точностi, яку було передано, як аргумент. Припу-
стимо, що точнiсть дорiвнює a, тодi вiдбудеться
таке розбиття: [0, a], [a, 2a], . . . , [ak, 1].
3. У кожного пiдпромiжку є свiй лiчильник, який
вказує на те, скiльки частот було в заданих межах
точностi.
4. У кожного пiдпромiжку є змiнна для зберiгання
значення вiдносної частоти.
5. Кожне нове значення вiдносної частоти потрiб-
но вiднести до конкретного промiжку зi списку
промiжкiв, який було описано вище.
6. Кожного разу перезаписується значення вiд-
носної частоти, тобто на виходi промiжок мi-
ститиме iнформацiю лише про останнє значення
вiдносної частоти, що зберiгалося в заданому
промiжку.

Вiдомостi щодо реалiзацiї:
1. Данi зберiгатимуться в списку пар (значення,
кiлькiсть). Цей список — спрощене представлення
набору пiдпромiжкiв, який можна отримати пiсля
розбиття згiдно iз заданою точнiстю. За допо-
могою позицiї в списку можна визначити точнi

межi заданого промiжку. Довжина списку рiвна
кiлькостi промiжкiв, на який розбивається про-
мiжок [0, 1].
2. Далi слiд виконати iтерацiю по списку значень
вiдносних частот. Для кожного елемента списку
слiд обрахувати номер промiжку, до якого вiн вiд-
носиться. Наступний крок — оновлення даних у
списку: збiльшення кiлькостi та перезапис зна-
чення.

Вiдповiдно для програмної реалiзацiї алго-
ритму потрiбно реалiзувати виконання таких
завдань:
1. визначити кiлькiсть промiжкiв, на якi слiд роз-
бити промiжок [0, 1]: потрiбно подiлити одиницю
на задану точнiсть та повернути найменше цi-
ле число, що є бiльшим або рiвним результату
дiлення;
2. визначити номер промiжку, до якого слiд вiдне-
сти певне значення вiдносної частоти: слiд подiли-
ти задане значення ймовiрностi на задану точнiсть
та вiдкинути дробову частину.

Кроки алгоритму:
1. Вiдкинути половину значень вiдносних частот,
отриманих на входi.
2. Обрахувати довжину списку на основi заданої
точностi.
3. Виконати для кожного елемента списку значень
вiдносних частот такi кроки:
a) обрахувати номер промiжку, до якого вiдно-
ситься значення вiдносної частоти;
b) збiльшити значення кiлькостi елементiв, що по-
трапляють у заданий промiжок;
c) оновити значення вiдносної частоти для задано-
го промiжку.
4. Створити новий список на основi попереднього
списку, в якому не буде промiжкiв, що не мiстять
елементiв.

public static List<PointHolder>

getPoints(List<Double> sequence, double epselon) {

int numberOfBuckets = (int) Math.ceil(1 / epselon);

Double[] values = new Double[numberOfBuckets];

int[] counts = new int[numberOfBuckets];

List<PointHolder> result = new ArrayList<>();

for (int i = sequence.size() / 2; i < sequence.size(); i++) {

int index = (int) (sequence.get(i) / epselon);

values[index] = sequence.get(i);

++counts[index];

}

for (int i = 0; i < values.length; i++)

if (values[i] != null)

result.add(new PointHolder(counts[i], values[i]));

return result;

}

Рис. 1. Приклад реалiзацiї описаного алгоритму

Як приклад розглянемо послiдовнiсть, стати-
стична закономiрнiсть якої була отримана в робо-
тi [1]. Дано таку послiдовнiсть елементiв множини
Ω = {0, 1}:

θ̄0 := 01010011000011110000 . . . (3)
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Принцип побудови послiдовностi (3) такий: ця
послiдовнiсть складається iз серiї нулiв та одиниць,
причому серiї одиниць слiдують за серiями нулiв i
кожна серiя одиниць має довжину серiї нулiв, що
стоїть перед нею; перша серiя нулiв складається
з одного члена, а кожна наступна серiя нулiв мi-
стить стiльки нулiв, скiльки всi попереднi серiї ра-
зом узятi.

Статистична закономiрнiсть P (θ̄0) даної послi-
довностi має такий вигляд:

{
p : p

(
{0}

)
= α, α ∈

[1
2
,
2

3

]}
. (4)

Аналiтичне представлення цiєї послiдовностi
можна задати в такому виглядi:

greater
(
{i}−2floor(

ln({i})
ln(2) ), 2floor(

ln({i})
ln(2) )div 2

)
, (5)

де i — номер елемента в послiдовностi, floor —
функцiя, що повертає цiлу частину вiд заданого
числа, ln — функцiя, що обраховує натуральний ло-
гарифм, greater — функцiя, що повертає одиницю,
якщо перший аргумент бiльший за другий, в iншо-
му випадку — нуль, div — цiлочисельне дiлення.

Використовуючи аналiтичне представлення (5),
можна згенерувати послiдовнiсть (3). Наступний
крок — створення послiдовностi частот, яку можна
передати на вхiд запропонованому алгоритму. Для
цього потрiбно зберiгати iнформацiю на кожному
кроцi про загальну кiлькiсть елементiв у послiдов-
ностi i кiлькiсть елементiв, що рiвнi заданому на
входi, подiлити друге значення на перше та записа-
ти в результуючий список. Надалi для обрахункiв
буде використано точнiсть 0,01.

public static List<Double>

generateProbabilitySequence(List<Double> sequence, double value) {

List<Double> result = new ArrayList<>();

int quantity = 0;

int total = 0;

for (double i : sequence) {

if (i == value)

++quantity;

++total;

result.add((double) quantity / total);

}

return result;

}

Рис. 2. Приклад програмної реалiзацiї створення
послiдовностi частот (на мовi програмування Java)

Таблиця 1. Приклад результату роботи алгоритму

0,5099892331618615
0,5199812492675495
0,5299518016984164
0,5399820305480683
0,5499890134036476
0,5599957030830379
0,5699737532808399
0,5799835931091059
0,58998998998999
0,5904
0,6000585994726048
0,6100685135537682
0,6200423857099606
0,6300569143208737
0,64
0,6500555467386129
0,6600064453754432

Рис. 3. Вiдображення результатiв роботи алгоритму

Застосовуючи алгоритм до послiдовностi ча-
стот, отриманої за допомогою формули (5), отри-
мано такий результат, який зображено в таблицi 1.
Порiвнюючи результат роботи алгоритму з реаль-
ною статистичною закономiрнiстю, ми бачимо пов-
ний збiг при збiльшеннi точностi i обсягу вибiрки.
На рис. 3 подано графiчне вiдображення резуль-
татiв роботи алгоритму, де вiсь абсцис — це зна-
чення вiдносної частоти, а вiсь ординат — це кiль-
кiсть елементiв, що перебувають в одних межах.
Цю кiлькiсть елементiв можна застосувати як зна-
чення функцiї достовiрностi при означеннi нечiткої
статистичної закономiрностi.
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V. Mykhalevych, O. Yanivskyy

TO THE METHOD OF THE FUZZY STATISTICAL
CONFORMITY APPROXIMATION

One of the approaches to the “statistical definition” of the statistical conformity and the method of the

statistical conformity approximation is developed. The notion of fuzzy statistical conformity that generalizes

the stated above notion of statistical conformity is proposed. The program implementation finding of the finite

alphabet elements sequence statistical conformity is proposed as well. The statistical conformity instrument is

used for general decision-making theory construction that provides the opportunity to consider problems that

go beyond the limits of the classic statistical decisions theory.

Keywords: probability, statistical uncertainty, mass phenomenon, statistical conformity.
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