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У статтi побудовано безризиковий портфель для моделей Стьюдент-типу з активним фрактальним

часом. Розглянутi моделi описують рух цiн ризикових активiв. Активний фрактальний час описується

випадковим процесом, прирости якого є не обов’язково незалежними i мають обернений гамма-розподiл

або суму обернених гамма-розподiлiв. Для побудови безризикового портфелю було запропоновано в ди-

ференцiальнiй формi аналог диференцiювання складних функцiй для процесiв з активним часом та

дослiджено коефiцiєнти чутливостi «греки».
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Вступ

На початку 70-х рокiв минулого столiття Блек,
Шоулз та Мертон зробили фундаментальне вiд-
криття в теорiї цiноутворення опцiонiв. Наразi цей
результат є добре вiдомим як модель Блека —
Шоулза — Мертона [1]. Ця модель, з одного боку,
слугувала потужним поштовхом до розвитку фi-
нансової математики, а з iншого — стала базовою
формулою для практичного розрахунку трейдера-
ми цiни європейських опцiонiв. Ключовим момен-
том запропонованої теорiї для побудови цiєї моделi
було обґрунтування можливостi побудови стратегiї
(портфелю), що позбавляє iнвестора ризику. Дiй-
сно, Блек, Шоулз та Мертон, використовуючи лему
Iто, показали, що можна побудувати безризиковий
портфель, що складається з позицiй по опцiону на
деякий вид акцiй i самих акцiй. Висловлюючись у
термiнах «дельта», портфель Блека — Шоулза —
це дельта-хедж портфель. Власник такого порт-
фелю займає коротку позицiю по одному дери-
вативу на якiсь акцiї (тобто продає дериватив у
кiлькостi 1 шт.) i довгу позицiю по кiлькостi акцiй,
що вiдповiдає значенню «дельта». Використовую-
чи термiнологiю дельта [2], ми можемо сказати,
що оцiнка опцiонiв Блека — Шоулза встановлює
дельта-нейтральну позицiю i доводить, що дохiд-
нiсть портфелю в цiй позицiї повинна бути рiвною
безризиковiй вiдсотковiй ставцi.

У цiй статтi ми побудуємо безризиковий порт-
фель для iншої моделi, альтернативної до моделi
Блека — Шоулза — Мертона. Окремi проблеми та
властивостi цiєї моделi було дослiджено в [3–5]
i повнiстю цю модель було представлено в [6].
Головна вiдмiннiсть запропонованої конструкцiї
полягає в тому, що як модель руху цiн базового
активу використовується не геометричний броу-
нiвський рух, що описується стохастичним рiв-
нянням дифузiї, а деякий випадковий процес, що

описується СДР, яке мiстить, крiм членiв з дифе-
ренцiалами по часу dt, член по новому активному
часу dTt та по броунiвському руху вiд нового
часу dWTt

. Активний фрактальний час (Fractal
Activity Time — FAT) являє собою випадковий
процес, прирости якого є не обов’язково незалеж-
ними i мають обернений гамма-розподiл або суму
обернених гамма-розподiлiв. Отже, ця модель має
такi особливостi: 1) базовий актив описується за
допомогою неспадного стохастичного процесу зi
стацiонарними, але не обов’язково незалежними
приростами; 2) лог-дохiдностi є некорельовани-
ми; 3) залежнiсть представлена через квадрати
лог-дохiдностей; 4) лог-дохiдностi мають розподiл
Стьюдент-типу i бiльш точно описують реальнi
фiнансовi данi; 5) фрактальний активний час має
властивiсть самоподiбностi. Оцiнку справедливої
цiни опцiонiв для запропонованої моделi теж було
дослiджено в [5; 6]. Для вирiшення основної проб-
леми, а саме побудови безризикового портфелю,
нам необхiдно вивести аналог леми Iто у диферен-
цiальнiй формi для процесiв з активним часом та
порахувати коефiцiєнти «греки».

У роздiлi 1 пiсля короткої презентацiї моделi ми
дослiдимо чутливiсть цiни опцiонiв до рiзних пара-
метрiв FAT моделi. Для цього ми порахуємо п’ять
коефiцiєнтiв грекiв. Кожен «грек» вимiрює чутли-
вiсть значення портфелю до незначних коливань
рiзних параметрiв моделi.

У роздiлi 2 буде виведено аналог леми Iто в
диференцiальнiй формi для стохастичних процесiв
з активним часом. Зауважимо, що формула Iто для
f = f(X), де Xt — це семiмартингал, визначений
як (9), була розроблена в iнтегральнiй формi у
статтi Кобаяшi [7]. Але неможливо суто формаль-
но переписати цей результат у диференцiальнiй
формi. Тому нам треба вивести диференцiальний
аналог формули Iто для FAT процесiв iншим шля-
хом. При цьому цiкавим побiчним результатом буде
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iнтерпретацiя функцiй, що стоять перед dt, перед
dTt i перед dWTt

. Крiм того, у запропонованiй
формулi f = f(X, t) залежить не тiльки вiд X ,
як у Кобояшi, але й вiд t.

Роздiл 3 присвячений побудовi безризикового
портфелю та виведенню рiвняння з частковими
похiдними, аналога рiвняння Блека — Шоулза —
Мертона [1]. Ключове фiнансове розумiння рiвнян-
ня в тому, що можна хеджувати опцiон, купуючи
та продаючи базовий актив у правильнiй кiлькостi
таким чином, щоб усунути ризик. Отримане ди-
ференцiальне рiвняння у часткових похiдних ми
перевiрили, використовуючи коефiцiєнти «греки».

Модель iз фрактальним активним часом:
оцiнка справедливої цiни опцiонiв

та управлiння ризиком

Позначимо Tt, t ≥ 0, фрактальний активний час
(FAT), що являє собою додатний неспадний процес
T0 = 0, i нехай Wt, t ≥ 0, стандартний броунiв-
ський рух, незалежний вiд процесу Tt. Ми розгля-
даємо модель iз фрактальним активним часом

Pt = P0e
µt+θTt+σWTt , t ≥ 0, (1)

де параметри µ ∈ R, σ > 0 i θ ∈ R. Вiдомо, що
за деяких умов, Pt, t ≥ 0, є розв’язком такого
стохастичного диференцiального рiвняння (SDE)
(див. Кобаяшi [7]):

dPt = µPtdt+ (θ + σ2/2)PtdTt +

+ σPtdWTt
, t ≥ 0. (2)

Прирости нового часу τt = Tt − Tt−1, t =
= 1, 2, . . . i дохiдностi подаються як

Xt = log

(
Pt

Pt−1

)
d
= µ+ θτt + στ

1
2
t W1,

де
d
= означає еквiвалентнiсть за розподiлами.
Для нашої конструкцiї фрактальний активний

час Tt визначається таким чином (див. Керса та
iн. [8]):

T0 = 0, Tt =

[t]∑

i=1

τi + τ[t]+1(t− [t]), (3)

де {τs, s ≥ 0} є стацiонарним процесом iз
маргiнальним розподiлом iз «важкими хвостами».
Для моделювання приростiв τt зi стацiонарними
процесами Орнштейна — Уленбека, процесами
з оберненим розподiлом Гауса, дивись роботи
М. М. Леоненка та iн. [8; 9]. Цi конструкцiї
моделюють дохiдностi як стохастичнi процеси зi
Стьюдента чи нормальним розподiлом. У статтi [6]
було представлено двi новi конструкцiї для стацiо-
нарних приростiв {τs, s ≥ 0}:

Модель 1. Позначимо τi = τ
(1)
i = Yi, i =

= 0, 1, 2, . . . , де {Yt, t ≥ 0} є ергодичним мар-
ковським процесом, таким, що

dYt = −ω
(
Yt −

α

β − 1

)
dt+

+

√
2ω

β − 1
Y 2
t dWt, t ≥ 0,

де ω > 0, α > 0, β > 1 i W = {Wt, t ≥ 0} є
стандартним броунiвським рухом. Для нашої пер-
шої конструкцiї прирости процесу активного часу
Tt (3) мають обернений гамма RΓ(β, α) стацiонар-
ний розподiл.

Модель 2. Для збiльшення кореляцiї дохiдно-
стей ми вводимо другу модель. Позначимо

τi = τ
(2)
i = Y

(1)
i + Y

(2)
i , i = 0, 1, 2, . . . ,

де {Y (1)
t , t ≥ 0} i {Y (2)

t , t ≥ 0} є незалежними
процесами, такими, що

dY
(j)
t = −ω(j)

(
Y

(j)
t − α(j)

β(j) − 1

)
dt+

+

√
2ω(j)

β(j) − 1
(Y

(j)
t )2 dW

(j)
t , j = 1, 2, t ≥ 0,

де W (j)
t , j = 1, 2 є незалежними копiями стандарт-

ного броунiвського руху.
Для цiєї конструкцiї прирости τt є сумою

двох незалежних стохастичних процесiв з оберне-
ним гамма маргiнальним розподiлом. Стохастич-
ний процес Y (1)

t +Y
(2)
t , t ≥ 0 є стацiонарним i його

маргiнальна щiльнiсть — це згортка двох обернених
гамма щiльностей [10].

Для цих моделей можна порахувати справедли-
ву цiну. НехайC(Y,K) — цiна європейського опцiо-
ну купiвлi зi страйковою цiною K i часом до ви-
конання опцiону Y . Нехай ринок розвивається з
такою динамiкою для ризикової та неризикової вар-
тостi активiв iз процентною ставкою r:

Pt = P0e
µt+θTt+σWTt , Bt = B0e

rt, t ≥ 0,

де Tt є додатним неспадним стохастичним проце-
сом. Тодi цiна C(Y,K) визначається як:

C(Y,K) = E[P0Φ(d1)−Ke−rYΦ(d2)], (4)

або

C(Y,K) =

∫ ∞

0

(P0Φ(d1)−Ke−rYΦ(d2))fTY
(t) dt,

(5)
де

d1 =
log P0

K
+ rY + 1

2σ
2t

σ
√
t

,

d2 =
log P0

K
+ rY − 1

2σ
2t

σ
√
t
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обидвi функцiї t, i Φ(·) є стандартною нормальною
кумулятивною функцiєю розподiлу. Щiльнiсть fTY

для моделей може бути обчислена чисельно зав-
дяки самоподiбностi процесу нового часу (бiльш
детально у [6]).
Зауваження 1. Якщо TY = t, тодi (5) зводиться до
класичної формули Блека — Шоулза — Мертона.

Для FAT моделi (1) ми введемо деякi коефiцiєн-
ти чутливостi, вперше представленi Роджером Гаєм
у статтi «Fractals and Contingent Claims», яка не є
бiльше доступною. Коефiцiєнт дельта («delta») по-
казує змiну цiни опцiону при мiнiмальному русi
базового активу. Значення цього «грека» залежить
вiд типу опцiону: «call» чи «put». Хеджується ри-
зик при бажаннi купiвлi чи продажу базового акти-
ву. Дельту називають нормою хеджування ризику.
Наприклад, якщо є n проданих «call» опцiонiв, то,
помноживши n на дельту, ми отримаємо кiлькiсть
акцiй, що потрiбнi для створення безризикової по-
зицiї — вартiсть такого портфелю залишатиметься
стабiльною при незначному збiльшеннi чи змен-
шеннi цiни акцiй. Коефiцiєнт дельта можна обчи-
слити за такою формулою:

∆ =
∂C(Y,K)

∂P
= E[Φ(d1)]. (6)

Наступним корисним коефiцiєнтом чутливостi
є тета («theta»). Вiн вимiрює змiну цiни опцiону
з часом. Час заважає власнику опцiонiв та допо-
магає продавцю опцiонiв. При продажу коефiцiєнт
набуває додатних значень. При купiвлi — вiд’єм-
них, тобто показуватиме, на яку суму знижувати-
меться цiна опцiону. Для знаходження коефiцiєнта
тета використовуємо таку формулу:

Θ =
∂Ccall

∂Y
=

= E

[
−PΦ′(d1)

σ ∂TY

∂Y

2
√
TY

− rKe−rY Φ(d2)

]
. (7)

Оскiльки коефiцiєнт дельта змiнюється разом
iз цiною акцiй та часом, то кiлькiсть акцiй, не-
обхiдних для хеджування портфелю, теж постiй-
но змiнюється. Коефiцiєнт гамма («gamma») визна-
чає, наскiльки швидко змiнюється дельта. Це похiд-
на цiни опцiону вiд дельти, тобто друга похiдна,
що показує динамiку дельти. Позицiї з вiд’ємною
гаммою будуть у середньому приносити невеликi
збитки, з додатною — незначний прибуток. Цей ко-
ефiцiєнт другого порядку обчислюється за такою
формулою:

γ =
∂2Ccall

∂P 2
= E

[
1

σP
√
TY

Φ′(d1)

]
. (8)

Коефiцiєнт вега («vega») — це мiра змiни цi-
ни опцiону залежно вiд змiни волатильностi. Вiн

вимiрює чутливiсть до незначних змiн ступеня цi-
нової нестiйкостi. Обчислюється за такою фор-
мулою:

vega =
∂Ccall

∂σ
= E

[
P
√
TY Φ

′(d1)
]
.

Наступний важливий коефiцiєнт ро («rho») є мi-
рою чутливостi цiни опцiону до змiн вiдсоткових
ставок: якщо вiдсоткова ставка зростає, то премiя
«call» опцiонiв зростає, а «put» опцiонiв зменшу-
ється. Для знаходження коефiцiєнта можна викори-
стати таку формулу:

ρ =
∂Ccall

∂r
= E

[
KY e−rY Φ(d2)

]
.

Цi коефiцiєнти «греки» буде використано в
роздiлi 3.

Виведення аналога леми Iто в диференцiальнiй
формi для процесiв з активним часом

Вiдомо, що лема Iто для процесу дифузiї:

dXt = µ(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt

це тотожнiсть, що використовується в стохастич-
ному аналiзi для визначення диференцiалу за-
лежної вiд часу функцiї стохастичного процесу
f = f(Xt, t). Вона описує стохастичний процес
f = f(Xt, t) через рiвняння дифузiї Iто:

df = A(t,Xt)dt+B(t,Xt)dWt,

де

A(t,Xt) = E
(f − f0

∆t

)
=

= µ(t,Xt)
∂f

∂X
+
∂f

∂t
+

1

2

∂2f

∂x2
σ2(t,Xt)

це математичне сподiвання (середнє) змiни f за час
∆t → 0, що називається функцiєю дрейфу,

B(t,Xt) = E

(
(f − f0)

2

∆t

)
= σ(t,Xt)

∂f

∂X
,

дисперсiя змiни f за час ∆t → 0, що називається
функцiєю волатильностi. Моменти вищого порядку
для змiни f дорiвнюють нулю. Лема Iто може бу-
ти виведена [2; 11] шляхом формування ряду Тей-
лора. Лема широко використовується у фiнансовiй
математицi, i її найвiдомiше застосування полягає
у виведеннi формули Блека — Шоулза — Мертона
для оцiнки справедливої цiни опцiону.

Тепер наша мета — вивести стохастичний ана-
лог леми для стохастичних процесiв, якi визнача-
ються за допомогою СДР з активним часом. Нехай
процес X(t) пiдкоряється СДР у формi:

dXt = A(t,Xt)dt+

+ F (t,Xt)dTt +G(t,Xt)dWTt
. (9)
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Розглянемо детермiновану скалярну функцiю
f(x, t). Якщо ми замiнимо X(t) для x, тодi f(t) =
= f(X(t), t) буде випадковим процесом. Нам по-
трiбно не тiльки вивести аналог для стохастичних
процесiв з активним часом, але й показати, що
f(t) = f(X(t), t) вiдповiдає дифузiйному рiвнян-
ню з активним часом у такому виглядi:

df = a0(t,Xt)dt+

+ a1(t,Xt)dTt + b1(t,Xt)dWTt
.

Нашою метою є з’ясувати, що означають функцiї
a0(t,Xt), a1(t,Xt), b1(t,Xt).
Доведення. Припустимо, f(t, x) є двiчi диференцi-
йовною скалярною функцiєю, тодi її розклад у ряд
Тейлора по ∆x i ∆t в околi початкового фiксова-
ного значення x0 є

f(x, t) = f(x0, t0) +
∂f

∂x
∆x+

+
∂f

∂t
∆t+

1

2!

∂2f

∂x2
(∆x)2 +

+
1

2!

∂f

∂x

∂f

∂t
∆x∆t+

1

2!

∂2f

∂t2
(∆t)2 + · · ·

Нагадаємо, що будь-який диференцiал першого
порядку у звичайному аналiзi — це головна лiнiйна
частина приросту функцiї, тобто члени степеня ви-
ще 1 прямують до нуля. Iнакше кажучи, ∆tk → 0,
∆xk → 0, для k > 1. У стохастичному аналiзi ∆t2

теж прямує до нуля, тому що час не є стохастич-
ним. Проте ми зберiгаємо член другого порядку
∆x2, бо

(∆Xt)
2 = (A(t,Xt)∆t+ F (t,Xt)∆Tt +

+G(t,Xt)ǫ
√
∆Tt + · · · )2. (10)

Тодi, якщо домовитись, що нас цiкавить наближен-
ня (∆Xt)

2 з точнiстю до перших порядкiв ∆Tt, ∆t,
ми отримаємо

(∆Xt)
2 = G2(t,Xt)ǫ

2∆Tt + · · · ,

i якщо функцiя f дорiвнює деякому визначеному
числу f0 = f(x0, t0) у початковий момент часу t0,
то за короткий промiжок часу лiнiйна частина роз-
кладу в ряд Тейлора буде випадковою величиною
такого вигляду, що залежить вiд ǫ:

df =
∂f

∂x
∆x+

∂f

∂t
∆t+

1

2!

∂2f

∂x2
G2(t,Xt)ǫ

2∆Tt. (11)

Але якщо припустимо, що у (10) нас цiкавить лiнiй-
на частина вiдносно ∆t, тодi df буде випадковою
величиною вигляду:

df =
∂f

∂x
∆x+

∂f

∂t
∆t. (12)

За визначенням [11], для ∆t → 0 коефiцiєнт
дрейфу дорiвнює:

a0(x0, t0) = E
(f − f0

∆t

)
= A(t,Xt)

∂f

∂x
+
∂f

∂t
.

Тепер ми отримаємо за ∆T → 0 коефiцiєнт, що
ми називаємо активним (ринковим) коефiцiєнтом
дрейфу:

a1(x0, t0) = E
(f − f0

∆T

)
=

= F (t,Xt)
∂f

∂x
+

1

2

∂2f

∂x2
G2, (13)

де вирази (11) i (12) пiдставляються замiсть f i
береться до уваги, що E(ǫ) = 0 i E(ǫ2) = 1. За
визначенням [11], для ∆t → 0 коефiцiєнт дифузiї
(волатильностi) дорiвнює:

b0(x0, t0) = E

(
(f − f0)

2

∆t

)
= 0, (14)

i для ∆T → 0 отримаємо активний (ринковий) ко-
ефiцiєнт дифузiї:

b21(x0, t0) = E

(
(f − f0)

2

∆T

)
=

(∂f
∂x

)2

G2. (15)

Легко показати, що ∆T → 0 моменти вищого
порядку

E
( (f − f0)

k

∆T

)

для k > 2 дорiвнюють нулю.
Таким чином, ми маємо такi твердження:

Твердження 1. Якщо X(t) стохастичний процес

з активним часом визначений як (9) i f(t, x) є

двiчi диференцiйовною скалярною функцiєю, тодi

f(t,X(t)) є стохастичним процесом iз активним

часом також i ми можемо визначити стохастич-

ний процес для f(t,X(t)) як диференцiал

df =
(∂f
∂t

+A(t,Xt)
∂f

∂X

)
dt+

+
(
F (t,Xt)

∂f

∂X
+

1

2
G2(t,Xt)

∂2f

∂x2

)
dTt +

+
∂f

∂X
G(t,Xt)dWTt

,

де математичне сподiвання локальної змiни про-

цесу f за календарний час ∆t → 0 називається

функцiєю дрейфу, визначеною як (13), математич-

не сподiвання локальної змiни процесу f за ринко-

вий (активний) час∆T → 0 називається активним

(ринковим) дрейфом, визначеним як (14), дисперсiя

за ∆T → 0 є функцiєю волатильностi i визнача-

ється як (15). Моменти вищих порядкiв дорiвню-

ють нулю.
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Зауваження 2. Зауважимо, що формула Iто для
f = f(X), де Xt є семiмартингалом, визначеним
як (9), була отримана в iнтегральнiй формi у стат-
тi [7]. Але неможливо було формально переписати
цей результат у диференцiальнiй формi. Отже, нам
потрiбно було вивести формулу Iто iншим шляхом
i, як наслiдок, дати iнтерпретацiю функцiям, що
стоять перед dt, dTt, dWTt

. Крiм того, в нашому
твердженнi f = f(X, t) залежить не тiльки вiд X ,
але й вiд t.
Приклад 1. Наприклад, давайте розглянемо FAT
процес, який задовольняє СДР (2). Це рiвняння
можна переписати у формi

dPt

Pt

= µdt+ (θ + σ2/2)dTt + σdWTt
, t ≥ 0.

Застосовуючи твердження 1 для функцiї f =
= log(Pt), отримуємо

d(log(Pt)) = µdt+ θTtdT + σdWTt
, t ≥ 0.

Отже, ми отримали Pt у формi (1).
Твердження, доведене в цьому роздiлi, може бу-

ти використано для побудови безризикового порт-
фелю.

Побудова безризикового портфелю
для FAT моделi

Ми розглядаємо модель цiни акцiй Pt, де Pt є
розв’язком СДР (2). Припустимо, що f — це цiна
опцiону купiвлi акцiй чи iнших деривативiв Pt, тодi
f повинна бути деякою функцiєю вiд Pt i t, отже,
застосуємо твердження 1:

df =
(∂f
∂t

+ µPt

∂f

∂P

)
dt+

+
(
(θ + σ2/2)Pt

∂f

∂P
+

1

2
(σPt)

2 ∂
2f

∂P 2

)
dTt +

+ σPt

∂f

∂P
dWTt

. (16)

Дискретнi версiї рiвнянь (2) i (16):

∆Pt = µPt∆t+ (θ + σ2/2)Pt∆Tt +

+ σPt∆WTt
, t ≥ 0, (17)

∆f =
(∂f
∂t

+ µPt

∂f

∂P

)
∆t+

+
(
(θ + σ2/2)Pt

∂f

∂P
+

1

2
(σPt)

2 ∂
2f

∂P 2

)
∆Tt +

+ σPt

∂f

∂P
∆WTt

, (18)

де ∆Pt i ∆ft є змiнами Pt i ft на невеликому часо-
вому iнтервалi ∆t. Нагадаємо, що вiнерiвськi про-
цеси, якi лежать в основi Pt i ft, є однаковими.

Iнакше кажучи, ∆WTt
= ǫ

√
∆t = ǫ

√
τt в рiвнян-

нях (17) i (18) є однаковими. Звiдси випливає, що
портфель з акцiй та опцiонiв (або iнших дерива-
тивiв) може бути побудований таким чином, щоб
вiнерiвськi процеси були виключенi.

Портфель:
−1

дериватив,

+
∂f

∂P

акцiї.
Власник такого портфелю займає коротку по-

зицiю по одному деривативу i довгу позицiю по
кiлькостi ∂f

∂P
акцiй. Позначимо Π як значення порт-

фелю. За визначенням

Π = −f +
∂f

∂P
P. (19)

Змiна ∆Π у значеннi портфелю на часовому iнтер-
валi ∆t

∆Π = −∆f +
∂f

∂P
∆P. (20)

Пiдставляючи рiвняння (17), (18) в рiвняння (20),
отримуємо:

∆Π = −∂f
∂t

∆t− 1

2
σ2P 2

t

∂2f

∂P 2
∆Tt. (21)

Оскiльки отримане рiвняння не включає ∆WTt
,

портфель є безризиковим протягом часу ∆t. При-
пущення про неможливiсть арбiтражу означає, що
портфель повинен отримати таку саму норму при-
бутку, як i iншi короткостроковi безризиковi цiннi
папери. Це випливає з

∆Π = rΠ∆t, (22)

де r — безризикова вiдсоткова ставка. Пiдставляю-
чи з (19) i (21) в (22), ми отримуємо таке:

−df
dt

∆t− 1

2
σ2P 2

t

∂2f

∂P 2
∆Tt = r

(
−f +

∂f

∂P
P
)
∆t.

Тепер ми можемо записати цю рiвнiсть як таке
рiвняння:

1

2
σ2P 2

t

∂2f

∂P 2
dTt =

(
∂f

∂t
+ r

(
−f +

∂f

∂P
P
))

dt,

i, нарештi, ми отримуємо

∂f

∂t
+ rP

∂f

∂P
+

1

2
σ2P 2

t

∂2f

∂P 2

dTt
dt

= rf. (23)

Твердження 2. Отримане диференцiальне рiвнян-

ня в часткових похiдних (23) (PDE) не є стохастич-

ним i регулює змiну цiни європейського опцiону ку-

пiвлi для FAT моделi. Зауважимо, що портфель є

безризиковим лише протягом нескiнченно корот-

кого перiоду часу (як i в моделi Блека — Шоулза).
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Зауваження 3. Якщо ∆Tt = ∆t, тодi ми отримує-
мо PDE Блека — Шоулза:

∂f

∂t
+ rP

∂f

∂P
+

1

2
σ2P 2

t

∂2f

∂P 2
= rf.

Тепер ми можемо перевiрити рiвняння (23) за
допомогою пiдстановки коефiцiєнтiв «грекiв». Не-
хай f = C(t,K) цiна європейського опцiону купiв-
лi зi страйковою цiною K i календарним часом до
виконання опцiону t визначається як (4). Ви може-
те побачити, що ∂f

∂t
— це коефiцiєнт тета, ∂f

∂P
— це

дельта коефiцiєнт, ∂2f
∂P 2 — це гамма коефiцiєнт i во-

ни визначаються (7), (6), (8) вiдповiдно. Таким чи-
ном, шляхом замiни в лiвiй частинi ми отримуємо:

∂f

∂t
+ rP

∂f

∂P
+

1

2
σ2P 2

t

∂2f

∂P 2

dTt
dt

=

= E

[
−PΦ′(d1)

σ ∂Tt

∂t

2
√
Tt

− rKe−rtΦ(d2)

]
+

+ rPE
[
Φ(d1)

]
+

1

2

dTt
dt
σ2P 2

E

[
1

σP
√
Tt

Φ′(d1)

]
,

rE
[
PΦ(d1)−Ke−rtΦ(d2)

]
= rf.

Отже, ми отримуємо вираз, що стоїть у правiй
частинi СДР.

На завершення висловлюємо подяку проф.
М. М. Леоненку за постановку задачi та спiвпрацю
над матерiалом цiєї статтi.
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Y. Nazarenko, N. Shchestyuk

THE RISKLESS PORTFOLIO FOR THE STUDENT-LIKE
FRACTAL ACTIVITY TIME MODEL FOR A RISKY

ASSET WITH DEPENDENCE

We present a building riskless portfolio for new construction of the Student and Student-like fractal activity

time model for a risky asset. The construction uses the diffusion processes and their superpositions and allows

for specified exact Student or Student-like marginal distributions of the returns and for a flexible and tractable

dependence structure. For building a riskless portfolio we derive the stochastic calculus counterpart of the

chain rule for activity time processes in the differential form and investigate Greek parameters.

Keywords: risky asset model, Student distribution, geometric Brownian motion, Fractal activity time,
the stochastic calculus counterpart of the chain rule, option pricing formula, Greek parameters.
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