
УДК 519.1

Санжаровська А. О.

УЗАГАЛЬНЕННЯ ЗАДАЧI ПРО ХАНОЙСЬКУ ВЕЖУ

Розглянуто варiацiю класичної задачi про Ханойськi вежi (див., напр., [1]). Нехай дано три кiлки, на

одному з них розташовано вежу з n дискiв, причому пiд кожним диском, окрiм найнижчого, розташовано

диск бiльшого дiаметра. Пронумеруємо диски i вважатимемо, що перший диск є найменшим, а n-тий —

найбiльшим. Диски з непарними порядковими номерами пофарбовано в один колiр (червоний), з парними —

в iнший (синiй). Мета гри — перемiстити вежу на iнший кiлок iз дотриманням таких правил: за один

крок можна перемiстити лише один диск, i тiльки той, що розташований нагорi свого стека; кожен

диск можна класти лише на диск бiльшого дiаметра; кожен диск можна класти лише на диск iншого

кольору.

Теорема. Для задачi про двоколiрну Ханойську вежу iснує розв’язок, причому мiнiмальна кiлькiсть крокiв

дорiвнює мiнiмальнiй кiлькостi крокiв класичної задачi 2n − 1, де n — кiлькiсть дискiв.
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Вступ

Задача про Ханойську вежу з’явилася в середи-
нi ХIХ ст. Її автором вважають французького ма-
тематика Едуарда Лукаса (iнколи припускають, що
на створення цiєї головоломки його надихнула ле-
генда; згiдно з iншими даними, легенду вiн теж
вигадав сам). Згодом головоломка зацiкавила iн-
ших математикiв, i таким чином з’явилися числен-
нi узагальнення та варiацiї початкової класичної
задачi.

У цiй працi запропоновано нове узагальнення
класичної задачi про Ханойську вежу, а саме: вра-
ховуються кольори дискiв. Розглянуто варiант двох
кольорiв, при цьому аналiзується алгоритм розв’я-
зання та обчислення мiнiмальної кiлькостi крокiв
для розв’язання запропонованої задачi. Крiм того,
зроблено огляд уже вiдомих узагальнень задачi про
Ханойську вежу.

Робота мiстить три роздiли.
У першому роздiлi розглянуто початкову зада-

чу про Ханойську вежу, описано правила гри та
надано оцiнку мiнiмальної кiлькостi крокiв.

Другий роздiл мiстить опис декiлькох узагаль-
нень задачi. Розглянуто задачу з бiльшою кiлькi-
стю стрижнiв i алгоритм Фрейма — Стюарта, який
дозволяє розв’язати цю задачу. Також розглянуто
варiанти задач iз двома чорно-бiлими вежами та
трьома вежами рiзних кольорiв.

У третьому роздiлi сформульовано кольорове
узагальнення задачi про Ханойську вежу i пока-
зано, що воно має розв’язок, при цьому обчислено
мiнiмальну кiлькiсть перекладань.

Задача про Ханойську вежу

Таку назву має вiдома математична головолом-
ка (гра) з такими правилами.

Нехай дано три стрижнi, на одному з них
розташовано вежу з n дискiв, причому пiд кож-
ним диском, окрiм найнижчого, розташовано диск
бiльшого дiаметра. Мета гри — перемiстити ве-
жу на iнший стрижень iз дотриманням таких
правил:
• за один крок можна перемiстити лише один диск,
i тiльки той, що розташований нагорi свого стека;
• кожен диск можна класти лише на диск бiльшого
дiаметра [1].

«З задачею “Ханойська вежа” пов’язана леген-
да, яка визначила її назву. В однiй схiднiй країнi
у великому храмi розташована бронзова пластина
з трьома алмазними стрижнями, кожен завдовж-
ки з один лiкоть i завтовшки з тiло бджоли. На
один зi стрижнiв бог пiд час створення свiту по-
клав 64 диски з чистого золота так, що найбiльший
диск лежить на бронзовiй пластинi, а iншi утворю-
ють пiрамiду з найменшим диском на вершинi. Це
вежа Брами. Жерцi працюють удень i вночi, пе-
реносять диски з одного стрижня на iнший iз до-
триманням мудрих i непорушних законiв Брами,
згiдно з якими диски можна перекладати тiльки по
одному i кожен можна класти на стрижень тiльки
в тому разi, якщо пiд ним не лежатиме менший.
Коли всi диски будуть таким чином перенесенi, i
вежа, i храми, i жерцi-брамiни перетворяться на
прах i настане кiнець свiту. Доведено, що розв’я-
зання задачi з n дисками потребує не менше нiж
2n − 1 перемiщень. Тому навiть якщо жерцi пере-
кладатимуть по одному диску за секунду, їм зна-
добиться 264 − 1 секунда, що перевищує 500 млрд
рокiв» [2].

Iснує кiлька пiдходiв до побудови алгоритму пе-
ремiщення дискiв.

Розглянемо кiлька з них.
Один iз найвiдомiших способiв розв’язати

задачу — застосувати рекурсiю.
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Припустимо, вежа розташована на першому
стрижнi, а мета гри — перемiстити вежу на третiй
стрижень. Тодi для розв’язання задачi з n дисками
достатньо зробити такi кроки:
• перемiстити вежу з (n − 1) диска на другий
стрижень;
• перемiстити найбiльший диск на третiй
стрижень;
• перемiстити вежу з (n − 1) диска на третiй
стрижень.

Рис. 1. Зведення розв’язання задачi про Ханойську
вежу з n дисками до випадку з (n− 1) диском

На рис. 1 показано, яким чином звести випадок
з (n− 1) диском до випадку з n дисками.

Очевидно, що випадок з (n − 1) диском мож-
на звести до випадку з (n − 2) дисками i так да-
лi. Врештi-решт, треба буде перенести лише один
верхнiй диск, а така задача тривiальна.

Iснує також iтеративний, або трикутний, пiд-
хiд до розв’язання вiдомої задачi. Потрiбно розта-
шувати стрижнi у вершинах уявного трикутника.
Далi, якщо кiлькiсть дискiв парна, перемiщуємо
найменший диск на промiжний стрижень, а якщо
непарна — одразу на фiнальний. На цьому кроцi
потрiбно запам’ятати напрямок руху найменшого
диска (за годинниковою стрiлкою чи проти неї).
На другому кроцi перемiщуємо другий диск так,
щоб не порушити обмеження, накладенi задачею.
Надалi потрiбно чергувати перемiщення наймен-
шого i якого-небудь iншого диска i при цьому
зберiгати початковий напрямок руху найменшого
диска.

Рис. 2. Розв’язання задачi про Ханойську вежу
для трьох стрижнiв

Розв’язання задачi про Ханойську вежу в
«трикутний» спосiб можна зобразити схематично
(рис. 2).

Вiдомi узагальнення задачi
про Ханойську вежу

Класичнi узагальнення. Один зi способiв уза-
гальнити початкову задачу — збiльшити кiлькiсть
стрижнiв (рис. 3). Зазначимо, що всi умови кла-
сичної гри з трьома стрижнями також лишаються
чинними i для узагальненої задачi.

Рис. 3. Узагальнення задачi про Ханойську вежу
з п’ятьма стрижнями

Розв’язати таку задачу можна згiдно з алгорит-
мом Фрейма — Стюарта.
Означення 1. Мiнiмальна кiлькiсть крокiв, необ-
хiдна, щоб розподiлити вежу з n дискiв на m по-
рожнiх стрижнiв, для головоломки з k стрижня-
ми дорiвнює S(n, k,m). Зауважимо, що T (n, k) =
= S(n, k, 1) [3].

Для застосування алгоритму треба:
• вибрати оптимальне число t, 1 ≤ t < n, i пере-
мiстити вежу з верхнiх t дискiв на промiжний (не
фiнальний) стрижень;
• перемiстити диски, що лишились на початково-
му стрижнi, на фiнальний стрижень;
• перемiстити вежу з верхнiх t дискiв на фiналь-
ний стрижень.
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Теорема 1. Кiлькiсть крокiв, необхiдна для розв’я-

зання узагальненої задачi про Ханойську вежу,

дорiвнює 2S(n − 1, k, k − 2) + 1 = 2T (t, k) +
+ T (n− t, k − 1).

Для того щоб порахувати кiлькiсть крокiв для
вiдомої кiлькостi дискiв i стрижнiв, можна засто-
сувати так званий «номер перемiщень».
Означення 2. Якщо стек побудовано так, що ко-
жен наступний диск робить найменшу можливу
кiлькiсть крокiв за умови, що сам стек теж побудо-
вано за мiнiмальну кiлькiсть крокiв, тодi особли-
вий номер перемiщень для диска, jk(i) — кiлькiсть
крокiв, зроблена i-тим найбiльшим диском у своє-
му стеку [3].
Означення 3. Jk(n) = maxi≤n jk(i) — номер пе-
ремiщень стека заввишки з n дискiв, або просто
номер перемiщень [3].

У певному контекстi iндекс можна буде опу-
стити.
Твердження 2 ([3]). Jk(n) = T (n, k)−T (n−1, k).
Твердження 3 ([3]).

J(n) = 2r,

(
k + r − 3

k − 2

)
< n ≤

(
k + r − 2

k − 2

)
.

Таким чином, щоб порахувати кiлькiсть крокiв
для вiдомих значень n та k, достатньо послiдовно
обраховувати номер перемiщень. Для цього треба
пiдставляти в параметр r значення вiд одиницi i до-
ти, доки ми не обрахуємо номери перемiщень для
всiх s ≤ n.

Нехай треба порахувати мiнiмальну кiлькiсть
крокiв для заданих значень n, k. Наведемо кiлька
прикладiв.
Приклад 1. n = 25, k = 4.

r
(
k+r−3
k−2

) (
k+r−2
k−2

)

1 1 3
2 3 6
3 6 10
4 10 15
5 15 21
6 21 28

J(1) = 1; J(s) = 2, 2 ≤ s ≤ 3; J(s) = 4, 4 ≤ s ≤ 6;
J(s) = 8, 7 ≤ s ≤ 10; J(s) = 16, 11 ≤ s ≤ 15;
J(s) = 32, 16 ≤ s ≤ 21; J(s) = 64, 22 ≤ s ≤ 28.

Мiнiмальна кiлькiсть крокiв: 64 · (25 − 21) +
+ 32 · (21 − 15) + 16 · (15 − 10) + 8 · (10 − 6) +
+ 4 · (6− 3) + 2 · (3− 1) + 1 = 577.
Приклад 2. n = 97, k = 19.

r
(
k+r−3
k−2

) (
k+r−2
k−2

)

1 1 18
2 18 171

J(1) = 1; J(s) = 2, 2 ≤ s ≤ 18; J(s) = 4,
19 ≤ s ≤ 171.

Мiнiмальна кiлькiсть крокiв: 4 · (97 − 18) +
+ 2 · (18− 1) + 1 = 351.
Приклад 3. n = 100, k = 16.

r
(
k+r−3
k−2

) (
k+r−2
k−2

)

1 1 15
2 15 120

J(1) = 1; J(s) = 2, 2 ≤ s ≤ 15; J(s) = 4,
16 ≤ s ≤ 120.

Мiнiмальна кiлькiсть крокiв: 4 · (100 − 15) +
+ 2 · (15− 1) + 1 = 369.

Вiдомi кольоровi узагальнення. Iнший спосiб
ускладнити задачу про Ханойську вежу — вве-
сти додатковi «кольоровi» обмеження. Здебiльшого
розглядають задачi з двома або трьома рiзними ко-
льорами.

Двоколiрне узагальнення задачi про Ханойську
вежу має такi правила [4]: нехай маємо три стриж-
нi, два з яких зайнятi двома кольоровими вежа-
ми (чорно-бiлою i бiло-чорною), а третiй вiльний.
Зберiгаються правила класичної головоломки, тоб-
то один крок передбачає перемiщення одного ди-
ска; бiльший диск не можна класти на менший, але
диски однакового розмiру (i двох рiзних кольорiв)
дозволено класти один на iнший. Метою гри є по-
будова двох монохромних веж — чорної та бiлої —
на тих стрижнях, що вже були зайнятi вежами. За-
значимо, що найбiльшi диски потрiбно помiняти
мiсцями (рис. 4, рис. 5).

Рис. 4. Розташування веж двоколiрної задачi про
Ханойську вежу для чотирьох пар дискiв

на початку гри

Рис. 5. Розташування веж двоколiрної задачi про
Ханойську вежу для чотирьох пар дискiв

пiсля завершення гри

Щоб розв’язати таку задачу, спершу потрiбно
зiбрати двi початковi вежi в одну двоколiрну та-
ким чином, щоб кольори дискiв чергувались, потiм
перемiстити цю вежу на сусiднiй стрижень (тобто
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фактично розв’язати класичну задачу про Ханой-
ську вежу) i наприкiнцi розподiлити одну двоко-
лiрну вежу на двi монохромнi. Алгоритм розв’я-
зання рекурсивний i може бути описаний через
алгоритми для задач перемiщення двоколiрної ве-
жi, злиття двох веж в одну двоколiрну, розбиття
двоколiрної вежi на двi монохромнi [4].

Також можна розглянути триколiрну задачу [5].
Її правила такi: нехай маємо три стрижнi, на кожно-
му з яких розташована монохромна вежа (на рiзних
стрижнях розташовано вежi рiзних кольорiв). Усi
три вежi однаковi заввишки (рис. 6). Один крок по-
лягає в перемiщеннi одного диска, i жоден диск не
можна класти на диск меншого розмiру. Мета гри —
перемiстити кожну з веж на iнший стрижень, тобто
наприкiнцi потрiбно отримати три монохромнi ве-
жi, але жодна з них не має перебувати на тому само-
му стрижнi, що й до початку перемiщень (рис. 7).

Рис. 6. Триколiрна задача про Ханойську вежу
до початку гри

Рис. 7. Триколiрна задача про Ханойську вежу
пiсля перемiщення

Алгоритм розв’язання триколiрної задачi дещо
схожий на алгоритм для двоколiрної — вiн також
передбачає комбiнацiю кiлькох веж в одну, її пере-
мiщення та розбиття на кiлька веж.

Задача про смугасту вежу

Нехай дано три стрижнi, на одному з них роз-
ташовано вежу з n дискiв, причому пiд кожним
диском, окрiм найнижчого, розташовано диск бiль-
шого дiаметра. Пронумеруємо диски i вважатиме-
мо, що перший диск є найменшим, а n-тий — най-
бiльшим. Диски з непарними порядковими номе-
рами пофарбовано в один колiр, з парними — в iн-
ший. Мета гри — перемiстити вежу на iнший кiлок
iз дотриманням таких правил:
• за один крок можна перемiстити лише один диск,
i тiльки той, що розташований нагорi свого стека;
• кожен диск можна класти лише на диск бiльшого
дiаметра;

• кожен диск можна класти лише на диск iншого
кольору.
Теорема 4. Для задачi про смугасту Ханойську ве-

жу iснує розв’язок, причому мiнiмальна кiлькiсть

крокiв дорiвнює мiнiмальнiй кiлькостi крокiв кла-

сичної задачi 2n − 1, де n — кiлькiсть дискiв.

Доведення. Застосуємо метод математичної iндук-
цiї за кiлькiстю дискiв n.

База iндукцiї. Нехай n = 2. Очевидно, що в та-
кому разi смугасту вежу можливо перемiстити на
iнший стрижень. Отже, припущення виконується.

Iндукцiйний крок. Припустимо, що вежу з
(n− 1) диска можна перемiстити зi збереженням
кольорової умови. Покажемо, що в такому разi для
вежi з n дискiв на кожному кроцi не буде пору-
шуватися кольорова умова. Доведемо це методом
математичної iндукцiї за кiлькiстю вже перенесе-
них дискiв s.
Доведення. База iндукцiї. Нехай s = 2. Для вежi
з двох верхнiх дискiв кольорову умову порушити
неможливо. Отже, припущення виконується.

Iндукцiйний крок. Припустимо, що s дискiв пе-
реклали правильно. Покажемо, що тодi можна пра-
вильно перенести вежу з (s+1) диска. Пiсля пере-
кладення s дискiв маємо двi вежi — верхню, що мi-
стить s дискiв, i нижню, що мiстить (n− s) дискiв.
З нижньої вежi беремо верхнiй диск i кладемо його
на порожнiй стрижень. Далi покажемо, що завжди
можна перемiстити маленьку вежу з p дискiв на iн-
ший стрижень, i при цьому вежа лишиться смуга-
стою. Доведемо це методом математичної iндукцiї
за кiлькiстю дискiв p.
Доведення. База iндукцiї. Нехай p = 1. На двох
iнших стрижнях верхнi диски рiзних кольорiв
(оскiльки один iз них нещодавно лежав на iншому),
тож перший диск завжди можна перемiстити на iн-
ший стрижень. Отже, припущення виконується.

Iндукцiйний крок. Припустимо, що перекладе-
но вежу з (p− 1) верхнього диска. Покажемо, що в
такому разi можна перемiстити вежу з p дискiв.
Оскiльки вежу з (p − 1) диска перекладено, то
(p − 1)-й диск лежить або на диску (n − s − 1),
або на диску (n− s). Очевидно, що цi диски рiзно-
го кольору, бо iнакше вежа не смугаста.

Нехай (p − 1)-й диск можна покласти на диск
(n−s−1). Тодi номери цих дискiв рiзної парностi,
а отже, (n − s − 1) − (p − 1) — непарне. Але тодi
(n− s− p) — також непарне, тобто (n− s) i p рiз-
ної парностi, тож диски з цими номерами рiзного
кольору. Вiдповiдно, p-й диск можна покласти на
диск (n− s).

Нехай (p − 1)-й диск можна покласти на диск
(n − s). Тодi номери цих дискiв рiзної парностi,
а отже, (n − s) − (p − 1) — непарне. Але тодi
(n−s−1−p) — також непарне, тобто (n−s−1) i p
рiзної парностi, тож диски з цими номерами рiзно-
го кольору. Вiдповiдно, p-й диск можна покласти
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на диск (n − s − 1). Оскiльки i p-й диск, i вежу з
(p− 1) диска можна перемiстити, i вежа лишиться
смугастою, можна перемiстити i вежу з p дискiв iз
дотриманням кольорової умови.

Таким чином, кольорова умова не порушиться
на жодному кроцi.

Оскiльки для розв’язання смугастої задачi було
застосовано алгоритми розв’язання класичної зада-
чi i показано, що кольорова умова не порушиться,
то кiлькiсть крокiв для перемiщення вежi залиша-
ється незмiнною, тобто 2n − 1, де n — кiлькiсть
дискiв.

Висновки

Хоча задачi про Ханойську вежу вже майже
пiвтори сотнi рокiв, хоча iснує багато варiацiй

та узагальнень цiєї головоломки, новi варiанти
та потенцiйнi додатковi умови досi продовжують
виникати та породжують новi завдання для розду-
мiв. Пiд час дослiдження цiєї задачi я розглянула
кiлька цiкавих узагальнень, а також алгоритми
для їхнього розв’язання. У роботi сформульовано
правила нового кольорового узагальнення, дове-
дено, що сформульована таким чином задача має
розв’язок, i пораховано кiлькiсть крокiв, потрiбну
для її розв’язання. Такий напрямок узагальнен-
ня задачi про Ханойську вежу можна розвивати
й надалi, наприклад, порахувати кiлькiсть кро-
кiв для смугастої задачi з бiльшою кiлькiстю
стрижнiв, перевiрити оптимальнiсть алгоритму
Фрейма — Стюарта за таких обмежень або ж
розглянути смугасту задачу з трьома i бiльше
кольорами.
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A. Sanzharovska

THE GENERALIZED TOWER OF HANOI PROBLEM

The article examines a variation of the generalized tower of Hanoi problem (see [1]). We are given a tower

of n disks, initially stacked in decreasing size on one of three pegs. Let us label the discs: disc 1 is the smallest

disc, disc 2 the second smallest, and so on. Let the discs having odd numbers be red, and the discs having

even numbers be blue. The objective is to transfer the entire tower to one of the other pegs, considering the

following rules: each move consists of taking only one upper disk from one of the stacks and placing it on top

of another stack; no disk may be placed on top of a smaller disk; no disk may be placed on top of a disk having

the same colour.

Theorem. The bicolour tower of Hanoi problem has a solution, and the minimal number of moves required to

solve it is 2n − 1, where n is the number of disks.

Keywords: Tower of Hanoi, bicolour problem, recursive algorithm, bifurcation, optimality.
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