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ДИНАМIЧНА СИСТЕМА КОНФЛIКТУ З ПРИТЯГАННЯМ
ДЛЯ ТРIЙКИ ВЗАЄМОДIЮЧИХ СТОРIН

Дослiджено модель дискретної динамiчної системи конфлiкту з притягальною взаємодiєю, що опи-

сує перерозподiл конфлiктного простору мiж трьома взаємодiючими сторонами. Доведено iснування

рiвноважного стану системи та отримано явнi формули для граничних розподiлiв динамiчної системи

в термiнах стохастичних векторiв.
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У цiй роботi дослiджено динамiчну систему, що
описує модель поведiнки трьох опонентiв. Ми спи-
раємось, зокрема, на роботи [1–5], присвяченi те-
орiї динамiчних систем конфлiкту з притягальною
та вiдштовхувальною взаємодiєю.

Розглянемо фiзичну систему, яка складається
з трьох взаємодiючих сторiн. Цi сторони позна-
чимо через A, B та C. Вважаємо, що A, B, C у
початковий (доконфлiктний) момент часу заданi
стохастичними розподiлами їхньої присутностi
на спiльному просторi iснування Ω. У загально-
му випадку взаємодiючим сторонам A, B та C
вiдповiдають iмовiрнiснi мiри µ, ν, η, визначенi
на деякiй σ-алгебрi пiдмножин iз простору Ω.
Символом > позначаємо конфлiктну взаємодiю
мiж сторонами [6].

Задача полягає в побудовi та дослiдженнi моде-
лi складної динамiчної системи, яка описує пове-
дiнку в часi фiзичної системи {A,B,C,>} iз кон-
флiктною взаємодiєю мiж A, B та C. Таку модель
можна зобразити як динамiчну систему
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Математично еволюцiя фiзичної системи
{A,B,C,>} задається траєкторiями динамiчної
системи в термiнах мiр:
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де >, t позначає конфлiктне перетворення на мо-
мент часу t.

Нехай Ω — деяка скiнченна множина, Ω =
= {ω1, ω2, . . . , ωn}, n > 1. Зафiксуємо трiйку ймо-
вiрнiсних дискретних мiр µ, ν, η на Ω. Розподiли
цих мiр визначають трiйку векторiв p, r, q:

µ(ωi) = pi ≥ 0, ν(ωi) = ri ≥ 0, η(ωi) = qi ≥ 0,

де i = 1, 2, . . . , n.

Зрозумiло, що вектори p = (p1, p2, . . . , pn), r =
= (r1, r2, . . . , rn) та q = (q1, q2, . . . , qn) належать
R

n
+ i є стохастичними векторами, тобто

pi ≥ 0, ‖p‖1 =
n∑

i=1

pi =

n∑

i=1

µ(ωi) = µ(Ω) = 1,

ri ≥ 0, ‖r‖1 =
n∑

i=1

ri =

n∑

i=1

ν(ωi) = ν(Ω) = 1,

qi ≥ 0, ‖q‖1 =

n∑

i=1

qi =

n∑

i=1

η(ωi) = η(Ω) = 1.

Задамо нелiнiйне, некомутативне перетворення
конфлiкту > мiж трьома стохастичними вектора-
ми p, r, q:

p1 = p> (r,q),

r1 = r> (p,q),

q1 = q> (r,p),

де нова трiйка векторiв p1, r1, r1 визначається за
правилом:

p1i =
pi(θ + 1) + τi

z
,

r1i =
ri(θ + 1) + τi

z
,

q1i =
qi(θ + 1) + τi

z
,

де θ = 1
3 ((p, r)+(r,q)+(p,q)), τi = min{pi, ri, qi},

коефiцiєнт z = 1 + θ +W , де W =
∑n

i=1 τi.
Нормуючий коефiцiєнт z забезпечує стохастич-

нiсть векторiв p1, r1 та q1, якi очевидно нале-
жать R

n
+.

Таким чином, для заданої пари векторiв
p, r,q ∈ R

n
+ перетворення > породжує траєкторiю

динамiчної системи конфлiкту

{pN , rN ,qN} >−→ {pN+1, rN+1,qN+1}, (3)
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де N = 0, 1, . . . , p0 = p, r0 = r, q0 = q та

pN+1
i =

pNi (θN + 1) + τNi
zN

,

rN+1
i =

rNi (θN + 1) + τNi
zN

, (4)

qN+1
i =

qNi (θN + 1) + τNi
zN

,

θN =
1

3

(
(pN , rN ) + (rN ,qN ) + (pN ,qN )

)
,

τNi = min{pNi , rNi , qNi }, (5)

zN = θN + 1 +WN , WN =
n∑

i=1

τNi .

Теорема 1. Кожна траєкторiя динамiчної систе-

ми конфлiкту (3) з довiльною парою початкових

стохастичних векторiв p, r,q ∈ R
n
+ (n > 1) збi-

гається до iнварiантного граничного стану ДСК

{p∞, r∞,q∞} ∈ R
n
+ × R

n
+ × R

n
+. Це означає, що

для векторiв pN , rN , qN , координати яких заданi

формулами (4), iснують границi:

p∞ = lim
x→∞

pN ,

r∞ = lim
x→∞

rN ,

q∞ = lim
x→∞

qN .

Граничнi вектори p∞, r∞, q∞ утворюють неру-

хому точку, причому, якщо p = r = q, то p∞ = p,

r∞ = r, q∞ = q. Якщо p 6= r 6= q, або p = r 6= q,

або p = q 6= r, або r = q 6= p, то p∞ = r∞ =
= q∞ i

p∞i = r∞i = q∞i =
τi
W
.

Доведення. Зафiксуємо довiльний iндекс i ∈
∈{1, 2, . . . , n}. Розглянемо послiдовнiсть (τNi )

∞

N=0.
Оскiльки τNi = min{pNi , rNi , qNi }, причому 0 ≤
≤ pNi , r

N
i , q

N
i ≤ 1, то

0 ≤ τNi ≤ 1, (6)

тобто (τNi )
∞

N=0 є обмеженою при N → ∞.
Покажемо, що (τNi )

∞

N=0 — монотонна. З рiвно-
стi (4) та (5) випливає, що

τN+1
i =

τNi (θN + 1) + τNi
zN

=

=
τNi (θN + 2)

zN
= τNi · θN + 2

θN + 1 +WN
. (7)

Позначимо sN = θN+2
θN+1+WN , тодi

τN+1
i = τNi · sN .

Очевидно, що 0 ≤ θN ≤ 1. Оцiнимо WN =
=

∑n
i=1 τ

N
i . З (5) та умови нормованостi векторiв

випливає, що WN ≤ 1. Звiдси sN ≥ 1 i тому

τN+1
i ≥ τNi . (8)

Отже, (τNi )
∞

N=0 — монотонна.
Оскiльки (τNi )

∞

N=0 — монотонна обмежена по-
слiдовнiсть, то для довiльного i = 1, n iснує

lim
N→∞

τNi = τ∞i .

У випадку рiвних початкових векторiв p, r, q,
враховуючи умову (5), отримуємо pN = rN =
= qN = τN , тобто pNi = rNi = qNi = τNi для
довiльного i = 1, n. З доведеного вище випливає
iснування граничних векторiв p∞, r∞ та q∞, при-
чому p∞ = r∞ = q∞ = τ∞.

У випадку p = r 6= q, або p = q 6= r, або
r = q 6= p доведення теореми випливає з iснуван-
ня граничних станiв ДСК у термiнах стохастичних
векторiв для пари опонентiв.

Розглянемо випадок рiзних початкових векто-
рiв, тобто p 6= r 6= q. Нехай для деякого i мiж
координатами pi, ri, qi виконується система нерiв-
ностей:

pi > ri > qi.

Виконавши тотожнi перетворення над цiєю систе-
мою нерiвностей, а саме домноживши на (θ + 1),
додавши до обох частин нерiвностей τi та подiлив-
ши на z, отримаємо

pi(θ + 1) + τi
z

>
ri(θ + 1) + τi

z
>
qi(θ + 1) + τi

z
,

тобто
p1i > r1i > q1i .

Аналогiчними мiркуваннями отримуємо систему
нерiвностей для всiх N :

pNi > rNi > qNi , N = 0, 1, . . .

Оскiльки τNi = min{pNi , rNi , qNi }, то qNi = τNi .
Вже доведено, що (τNi )

∞

N=0 — монотонна обмежена
послiдовнiсть, тому (qNi )

∞

N=0 — також монотонна
обмежена послiдовнiсть, тобто iснує границя:

lim
N→∞

qNi = q∞i = τ∞i .

Безпосередньо встановлюємо, що для всiх ко-
ординат τj , j = 1, 2, . . . , n вектора τ виконуються
спiввiдношення:

τN+1
j

τN+1
i

=
τNj · θN+2

θN+1+WN

τNi · θN+2
θN+1+WN

=
τNj
τNi

,

τNj
τNi

=
τN−1
j · θN−1+2

θN−1+1+WN−1

τN−1
i · θN−1+2

θN−1+1+WN−1

=
τN−1
j

τN−1
i

, . . . ,
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τ1j
τ1i

=
τ0j · θ0+2

θ0+1+W 0

τ0i · θ0+2
θ0+1+W 0

=
τ0j
τ0i
.

Отже, вiдношення

τNj
τNi

=
τ0j
τ0i

(9)

є незалежним вiд N .
Розглянемо спiввiдношення

τNi
WN

=
τNi

τN1 + · · ·+ τNi + · · ·+ τNn
=

=
1

τN

1

τN

i

+ · · ·+ 1 + · · ·+ τN
n

τN

i

.

З рiвняння (9) випливає, що

τNi
WN

=
1

τN

1

τN

i

+ · · ·+ 1 + · · ·+ τN
n

τN

i

=

=
1

τ0
1

τ0
i

+ · · ·+ 1 + · · ·+ τ0
n

τ0
i

=
τ0i
W 0

.

Тобто
τ0i
W 0

=
τNi
WN

(10)

для будь-якого N = 1, 2, . . .
Припустимо, що для деякого фiксованого i ви-

конується нерiвнiсть pi <
τi
W

. Домноживши цю не-
рiвнiсть на (θ+1), додавши до обох її частин τi та
подiливши на z, отримаємо

pi(θ + 1) + τi
z

<
τi
W

· θ + 1 +W

z
,

тобто p1i < τi
W

· 1. Враховуючи доведену вище
рiвнiсть (10), можна стверджувати, що p1i <

τ1
i

W 1 .
Отже, згiдно з принципом математичної iндукцiї,
нерiвнiсть

pNi <
τNi
WN

(11)

справедлива для довiльного N .
Розглянемо рiзницю деякої фiксованої i-тої ко-

ординати вектора p на N -му та (N + 1)-му кроках

pN+1
i − pNi =

pNi (θN + 1) + τNi
zN

− pNi =

=
τNi − pNi ·WN

zN
=
WN

zN

( τNi
WN

− pNi

)
.

Очевидно, WN

zN > 0. Тому, якщо для деякого
фiксованого i виконується (11), то для довiльного
N = 0, 1, . . . виконується нерiвнiсть pNi <

τN

i

WN ,
тобто послiдовнiсть (pNi )

∞

N=0 зростає. Аналогiчно
(pNi )

∞

N=0 спадає за умови pNi > τi
W

.

З попереднiх мiркувань випливає, що
(pNi )

∞

N=0 — монотонна по N . За теоремою про
монотонну обмежену послiдовнiсть отримуємо,
що iснує

lim
N→∞

pNi = p∞i .

Аналогiчними мiркуваннями, як для доведення
iснування граничного вектора p∞, доводимо iсну-
вання

lim
N→∞

rNi = r∞i .

Отже, iснують граничнi вектори p∞, r∞, q∞ з
координатами

p∞i = lim
N→∞

pNi ,

r∞i = lim
N→∞

rNi ,

q∞i = lim
N→∞

qNi .

Для доведення другої частини теореми викори-
стаємо таке твердження.
Твердження 2. Для довiльного i = 1, n при

N → ∞ виконується

ρ(pN , rN ) → 0,

ρ(rN ,qN ) → 0,

ρ(pN ,qN ) → 0,

де

ρ(pN , rN ) = ‖pN , rN‖1,
ρ(rN ,qN ) = ‖rN ,qN‖1,
ρ(pN ,qN ) = ‖pN ,qN‖1.

Доведення. Розглянемо вiдстанi мiж деякими
i-тими координатами векторiв pN , rN , qN , а саме
ρ(pNi , r

N
i ), ρ(rNi , q

N
i ) та ρ(pNi , q

N
i ). З уже доведе-

них тверджень для ДСК, з довiльною початковою
парою векторiв p, r, iтерацiя координат яких зада-
ється формулами (4), для довiльного i при N → ∞
випливає

ρ(pNi , r
N
i ) = dNi = |pNi − rNi | → 0,

ρ(rNi , q
N
i ) = d̃Ni = |rNi − qNi | → 0,

ρ(pNi , q
N
i ) = ˜̃dNi = |pNi − qNi | → 0.

Це означає, що координати векторiв pN , rN , qN

збiгаються при N → ∞ для довiльного i, тобто
граничнi вектори рiвнi. Звiдси випливає, що для
довiльного i = 1, n при N → ∞ виконується

ρ(pNi , r
N
i , q

N
i ) → 0.

Твердження доведено.
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Враховуючи рiвнiсть граничних векторiв та (5),
отримуємо рiвнiсть p∞ = r∞ = q∞ = τ∞. Якщо
початковi вектори рiвнi, то pi = ri = qi = τi та
W = 1 для довiльного i. Використовуючи форму-
лу (4), отримуємо p1i = r1i = q1i = pi = ri = qi.
Аналогiчно pNi = rNi = qNi = pi = ri = qi. Тому
при N → ∞

p∞ = r∞ = q∞ = p = r = q.

Доведемо теорему для випадку рiзних початко-
вих векторiв. Знайдемо значення τ∞i . Використав-
ши формули (7) для деякої i-тої координати векто-
ра τ та враховуючи рiвнiсть (10), отримаємо

τN+1
i = τNi · θN + 2

θN + 1 +WN
=

=
τNi
WN

· θN + 2
θN+1
WN + 1

=
τi
W

· θN + 2
θN+1
WN + 1

.

Оскiльки p∞ = r∞ = q∞ = τ∞, то

n∑

i=1

p∞i =
n∑

i=1

r∞i =
n∑

i=1

q∞i =
n∑

i=1

τ∞i = 1,

тобто limN→∞WN = 1. Тодi

τ∞i = lim
N→∞

τN+1
i = lim

N→∞

τi
W

· θN + 2
θN+1
WN + 1

=

=
τi
W

lim
N→∞

θN + 2
θN+1
WN + 1

=
τi
W
.

Отже, при N → ∞

p∞i = r∞i = q∞i =
τi
W
.

Теорему доведено.
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O. Satur

A MODEL OF CONFLICT DYNAMICAL SYSTEM WITH
ATTRACTIVE INTERACTION BETWEEN THREE PARTIES

We study a model of discrete conflict dynamical system with attractive interaction, which describes the

redistribution of the conflict space between three interacting parties. The existence of the equilibrium state

in dynamical systems is proven, and explicit formulas for limit distributions in terms of stochastic vectors are

obtained.

Keywords: complex system, conflict dynamical system, conflict interaction, limit state, fixed point.
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