
Досліджено одновимірне рівняння парабо-
лічного типу (рівняння конвекції-дифузії, кон-
вективної дифузії, переносу) з постійними кое-
фіцієнтами
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яке описує зміну за часом t концентрації C(x, t)
мігранта, розчиненого в рідині, що фільтрується 
зі швидкістю V за наявності дифузії, задане 
коефіцієнтом D.

Добре відомі характерні обчислювальні труд-
нощі, пов’язані з чисельним розв’язанням рів-
нянь такого типу [4]. Виконання достовірних 
розрахунків за такими загальновідомими різни-
цевими схемами, як схема центральної різниці, 
монотонна схема А. А. Самарського, схема одно-
сторонньої різниці, схема Кранка–Ніколсона, 
схема Лакса–Вендрофа та їх різноманітних мо-
дифікацій можливі, як правило, лише за умов, 

коли величина  << 2, або принаймні  ≤ 2, 

де h – крок просторової сітки. Порушення умови 
веде до значного впливу схемної дифузії, що 
проявляється в занадто згладженому фронті кон-
центрації, або як наслідок порушення принципу 
максимуму до нефізичних сплесків чисельного 

розв’язку. Величину  в літературі називають 

числом Пекле і позначають Pe. Умови Pe << 2 
або Pe ≤ 2 накладають суттєві обмеження на 
крок просторової сітки h, особливо у випадках 
домінантної конвекції.

Надалі розглянено схеми, позбавлені зазначе-
них обмежень, – різницеві схеми методу харак-
теристик, основні положення якого викладено у 
працях [1; 5].

Ідея методу характеристик полягає у введен-
ні до рівняння субстанційної (повної) похідної 

(так званого характеристичного напрямку), що 
описує швидкість зміни концентрації в рухомій 
точці середовища. Далі проводиться розщеплен-
ня в процесі обчислень розрахунку конвективно-
го та дифузійного членів рівняння (1) та розгляді 
кожного типу переносу окремо. При цьому кон-
векція розраховується Лагранжевим методом (на 
рухомих сітках, методом «слідкування за час-
тинкою»), а дифузія – стандартним Ейлеровим 
(на нерухомих сітках). Для отримання неявних 
різницевих схем зазначені Лагранжева та Ейле-
рова сітки узгоджуються між собою накладан-
ням умови, щоб їхні вузли у шуканий момент 
часу збігалися.

Запишемо рівняння (1) в Лагранжевій формі
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 – субстанційна (повна) похід-

на, яка визначає швидкість зміни концентрації 
мігранта в рухомій точці. Побудована відповідно 
до методу характеристик різницева схема, 
що апроксимує рівняння (2) в момент часу 

  Tnntn ,...,2,1 ,1   на просторовій сітці 
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де  PU n 1  – значення шуканої функції в момент 
часу t n–1 в такій точці простору P, яка у час t n по-
трапляє у вузол сітки xi. 

У випадку постійних коефіцієнтів P = xi – Vτ. 
Таким чином, у вузол сітки xi заноситься частин-
ка, яка відстежується «назад» уздовж відповід-
ної характеристики (звідси і назва методу) до 
попереднього часового шару t n–1 . Значення кон-
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центрації у «відстежуваній» точці визначається 
інтерполяцією за сусідніми вузлами сітки.

Далі досліджено три процедури інтерполя-
ції – лінійна, квадратична та інтерполяція за до-
помогою кубічного сплайну. Називатимемо від-
повідні різницеві схеми як «лінійний метод ха-
рактеристик» (ЛМХ), «квадратичний метод 
характеристик» (КМХ) та «кубічний сплайн ме-
тод характеристик» (СМХ). 

Використовуючи лінійну інтерполяцію для 
обчислення значення  PU n 1  у виразі (3), маємо 
співвідношення:

де Cu – різницеве число Куранта; квадратні дуж-
ки позначають цілу частину записаного в них 
дійсного числа.

Застосування квадратичної інтерполяції пе-
редбачає реалізацію наступних формул:

де m – найближче ціле до числа Куранта.
Співвідношення для розрахунку значення 
 PU n 1  у виразі (3) за допомогою кубічної 

сплайн-інтерполяції такі:

Зауважимо, що реалізація кубічної сплайн-
інтерполяції передбачає попереднє визначення 
перших похідних кубічного сплайну P у вузлах 
сітки. Для їхнього пошуку, враховуючи тридіаго-
нальну структуру матриці системи лінійних рів-
нянь, використано метод прогонки, основні по-
ложення якого можна знайти в [2, c.35].

У праці [3] показано, що метод характерис-
тик з лінійною інтерполяцією має схемну дифу-
зію, тоді як застосування квадратичної інтерпо-
ляції призводить до відсутності схемної дифузії. 

Порівняльний аналіз точності наведених 
трьох різницевих схем здійснений на такій мо-
дельній задачі:
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точний розв’язок якої має вигляд:

При чисельному розв’язанні довжина відріз-
ка l обиралася за умови, щоб за t = T сформував-
ся профіль розв’язку, близький до квазістаціо-
нарного. Різницеві числа Пекле і Куранта зміню-
валися під час обчислення у межах Pe = 0,2 ÷ 3, 
Cu = 0,2 ÷ 3.2. Результати обчислень показано на 
рис. 1–3.

Для проведення точнішого порівняльного 
аналізу наведених різницевих схем оцінювалася 
величина середньоквадратичної похибки, вира-
женої у відсотках:

Результати представлено у таблиці.

Таблиця. Порівняння середньоквадратичної похибки 
(%)

Схе-
ма Cu

Pe
0,2 0,4 0,8 1 2 3

ЛМХ
КМХ
СМХ

0,2
0,4490
0,0686
0,0580

0,8802
0,0887
0,0476

1,6930
0,1389
0,0212

2,0762
0,1722
0,0700

3,7898
0,4606
0,4169

5,2718
0,9460
0,8468

ЛМХ
КМХ
СМХ

0,4
0,3290
0,0889
0,0773

0,6533
0,1229
0,0797

1,2830
0,1602
0,0213

1,5885
0,1765
0,0662

3,0069
0,3634
0,5126

4,2963
0,7420
1,0785

ЛМХ
КМХ
СМХ

0,8
0,1402
0,1410
0,1281

0,2181
0,1850
0,1457

0,4031
0,1750
0,0792

0,5151
0,1411
0,0638

1,2209
0,3670
0,6014

2,0383
0,9926
1,3400

ЛМХ
КМХ
СМХ

1,2
0,1553
0,1753
0,1699

0,1980
0,2280
0,2107

0,2480
0,2081
0,1624

0,3023
0,1705
0,1190

0,8577
0,3505
0,5046

1,5794
0,8969
1,1920

ЛМХ
КМХ
СМХ

2,2
0,2374
0,2608
0,2549

0,2726
0,3267
0,3098

0,1779
0,2957
0,2562

0,1210
0,2575
0,2152

0,6177
0,4508
0,5626

1,3670
1,0512
1,2833

ЛМХ
КМХ
СМХ

3,2
0,3082
0,3300
0,3233

0,3444
0,3971
0,3795

0,2371
0,3652
0,3272

0,1700
0,3337
0,2946

0,6346
0,5762
0,6687

1,3737
1,1563
1,3632

Аналіз проведених розрахунків підтверджує 
високу ефективність методу характеристик для 
розв’язання параболічних рівнянь. Лінійний ме-
тод характеристик суттєво поступається іншим, 
якщо числа Куранта малі і числа Пекле великі 
(див. таблицю за 0,2 < Cu < 0,8, 1 < Pe < 3). Це 
якраз узгоджується з результатами теоретичного 
дослідження схем, виконаного у працях [3; 4], де 
показано, що лінійний метод характеристик має 
схемну дифузію і перший порядок точності, тоді 
як у квадратичного методу характеристик схем-
ної дифузії немає і метод має другий порядок 
точності. Якщо числа Куранта та Пекле малі 
(див. таблицю за умов 0,2 < Cu, Pe < 0,8), най-
ліпшу точність демонструє метод характеристик 
із використанням кубічної сплайн-інтерполяції. 
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Також зауважимо, якщо збільшене число Пекле, 
точність методу характеристик із використанням 
квадратичної інтерполяції стає кращою, ніж в 

інших схемах. Цю тенденцію можна простежити 
майже для всіх чисел Куранта з досліджуваного 
діапазону (див. таблицю по рядкам).

Рис. 1. Результати обчислень за лінійним методом характеристик (схема ЛМХ): — – аналітичний розв’язок; × – чи-
сельний розв’язок
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Рис. 2. Результати обчислень за квадратичним методом характеристик: — – аналітичний розв’язок; × – чисельний 
розв’язок



Стеля О. Б., Тригуб О. С., Ляшко В. І. Аналіз застосування інтерполяційних процедур при реалізації методу характеристик 89

Рис. 3. Результати обчислень із використанням кубічної сплайн-інтерполяції (схема СМХ): — – аналітичний розв’язок; 
× – чисельний розв’язок
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THE ANALYSIS OF THE USING OF INTERPOLATION PROCEDURES 
IN THE IMPLEMENTATION OF THE METHOD OF CHARACTERISTICS

The difference schemes for convection-diffusion equation with dominant convection are considered. 
Schemes constructed by the method of characteristics (Lagrangian-Euler approach) are investigated. In 
calculating the substantive (full) derivative linear, quadratic and cubic spline – interpolation used. For all 
three difference schemes numerical solution of the model test problem was done. The results of calculations 
are presented in the form of graphs and table.
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2 D КОЕФІЦІЄНТИ ФУР’Є НА КЛАСІ ДИФЕРЕНЦІЙОВАНИХ 
ФУНКЦІЙ І СІТКОВИЙ ІНФОРМАЦІЙНИЙ ОПЕРАТОР 

ІЗ ВИКОРИСТАННЯМ ІНТЕРЛІНАЦІЇ ФУНКЦІЙ

Отримано оцінку похибки наближення 2 D коефіцієнтів Фур’є кубатурною формулою з викорис-
танням оператора сплайн-інтерполяції, побудованого на основі оператора інтерлінації на деякому 
класі диференційованих функцій. Інформацію про неосцилюючий множник підінтегральної функції 
задано значеннями функції на сітці. 

Ключові слова: цифрова обробка сигналів, інтерлінація функцій, 2 D коефіцієнтів Фур’є.
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Вступ

Застосування апарату інтерлінації функцій 
[1] у розв’язанні сучасних задач цифрової об-
робки сигналів дає змогу отримувати нові 
результати. Зокрема, задача наближеного обчис-
лення 2 D коефіцієнтів Фур’є може бути роз-
в’язана у випадку, коли як дані відомі сліди не-

осцилюючого множника підінтегральної функції 
на лініях або відомі значення неосцилюючого 
множника підінтегральної функції у вузлових 
точках. В останньому випадку кубатурні форму-
ли ефективніші за класичні, оскільки в своїй по-
будові потребують на порядок менше вхідних 
даних для досягнення заданої точності. 


