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Формалізовано допустиме взаємне розташування прямокутників зі стохастичними параметра-
ми в задачі упакування для випадку, коли обмежується зверху ймовірність їх перетину. Побудовано 
математичну модель однієї задачі упакування прямокутників у напівнескінченну смугу із зазначени-
ми ймовірнісними обмеженнями. Продемонстровано можливість переходу до еквівалентної детер-
мінованої задачі упакування прямокутників.
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Актуальним напрямом наукових досліджень 
у галузі оптимізації є вивчення комбінаторних 
екстремальних задач з різними видами невизна-
ченості, зокрема, інтервальною, стохастичною 
тощо (див., наприклад, [1; 3; 5–7]). Дослідження 
методів розв’язування оптимізаційних задач на 
множинах комбінаторної природи з урахуван-
ням різних видів невизначеності здійснюється, 
зокрема, і в рамках евклідової комбінаторної 
оптимізації.

Розглянемо необхідні поняття й означення 
евклідової комбінаторної оптимізації, спираю-
чись переважно на [9]. Під мультимножиною ро-
зуміємо сукупність елементів, серед яких мо-
жуть бути й однакові. Евклідовою комбінатор-
ною множиною називають множину, різними 
елементами якої є різні упорядковані k -вибірки 
з мультимножини { }1,...,G g gη=  вигляду 

( )
1
,...,

ki ig g ,                          (1)

де 
jig G∈ , ,j t j ti i i i Jη≠ ∀ ∈ , , kj t J∀ ∈  (тут і далі 

через nJ  позначено множину n  перших нату-
ральних чисел). Уведення поняття евклідової 
комбінаторної множини дало змогу виділити 
з множини задач оптимізації комбінаторного 
типу так звані евклідові задачі комбінаторної 
оптимізації, що полягають у знаходженні екс-
тремуму та екстремалі функції кількох змінних 
на деякій евклідовій комбінаторній множині 
(або її підмножині).

Апарат евклідової комбінаторної оптимізації 
успішно використовується для формалізації 
й розв’язування низки практично значущих за-
дач. Однією з таких задач є задача упакування 
прямокутників, яка в найпростішому випадку 
формулюється таким чином. Нехай є деяка на-
півнескінченна смуга, розділена на смужки 

однакової ширини 0h . Задано також p  прямо-
кутників ширини 0h  з довжинами 1,..., pa a . Зада-
ча полягає в розташуванні прямокутників без 
накладань у смузі таким чином, щоб довжина  
зайнятої частини смуги була мінімальною (під 
довжиною зайнятої частини смуги розуміють 
максимальну з довжин зайнятих частин окремих 
смужок). Необхідність у побудові більш адекват-
них моделей спонукає дослідників до врахуван-
ня різних видів невизначеності (інтервальної, 
нечіткої, стохастичної) вхідних даних (див., на-
приклад, [2; 4; 8]).

Слід відзначити, що наявність такої невизна-
ченості в задачі упакування прямокутників ви-
магає формалізації розташування прямокутни-
ків у смузі. Одним із можливих підходів до вирі-
шення цієї проблеми може бути використання 
введеного порядку на множині відповідних ве-
личин (нечітких чисел [3], випадкових вели-
чин [4], центрованих інтервалів [5]). Проте для 
задач зі стохастичною невизначеністю доцільно 
розглянути й інші підходи, зокрема, ідейно 
близькі до постановок задач з імовірнісними об-
меженнями [10]. Для задачі упакування прямо-
кутників імовірнісні обмеження можна тлумачи-
ти як визначення верхньої межі ймовірності пе-
ретину прямокутників.

Наведемо приклад змістовної інтерпретації 
задачі упакування прямокутників, у якому до-
цільним є використання зазначеного підходу. 
Нехай є деяка система обслуговування, яка 
містить m  пристроїв. Кожний із пристроїв 
у будь-який момент часу може здійснювати об-
слуговування одного із p  замовлень, причому 
час виконання замовлень не залежить від обслу-
говуючого пристрою і є дискретною випадковою 
величиною з відомим законом розподілу. Задача 
полягає в розподілі замовлень між пристроями 
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та визначенні часу початку 0h ξ−обслуговування кож-
ного замовлення за таких умов:

●  імовірність затримки обслуговування (у ви-
значений для початку обслуговування i -го 
замовлення момент часу обслуговування 
попереднього замовлення не завершене) не 
повинна перевищувати наперед задану ве-
личину α ;

●  час виконання всіх замовлень повинен бути 
мінімально можливим.

Легко бачити, що наведена задача обслугову-
вання замовлень може бути сформульована як 
задача упакування прямокутників, причому 
в допустимому розташуванні прямокутників об-
межується зверху ймовірність їх накладань. 
В обчисленні довжини l  зайнятої частини сму-
жок також використовуватимемо ймовірнісні об-
меження: імовірність того, що кінець останньо-
го прямокутника розташовуватиметься правіше 
від l , не повинна перевищувати α .

Розглянемо детальніше питання взаємного 
розташування прямокутників у напівнескін-
ченній смузі 0Π  за такого підходу. Пов’яжемо 
з лівим нижнім кутом смуги 0Π  початок систе-
ми координат, спрямувавши осі 1Ox , 2Ox  
уздовж сторін смуги (вісь 1Ox  спрямована 
вздовж напівнескінченної сторони). Вважати-
мемо, що сторони прямокутників паралельні 
осям 1Ox , 2Ox . Тоді розташування прямокутни-
ка Π  відносно смуги може бути визначене та-
кими параметрами:

●  ,ξ ν  – відповідно абсциса й ордината ліво-
го нижнього кута (полюса) прямокутника 
в системі координат 1 2Ox x ;

●  h  – ширина (висота) прямокутника;
●  d  – довжина прямокутника.
Прямокутник із зазначеними параметрами 

позначатимемо через ( ), , ,h dξ νΠ . Нехай коор-
динати ,ξ ν  полюса є дійсними числами, а роз-
міри прямокутника – незалежними дискретними 
випадковими величинами з можливими значен-
нями ih  та jd  та відповідними ймовірностями 

,ip  jq . Тоді прямокутник Π  може мати розміри 
i jh d×  з імовірністю i jp q . Надалі випадкові ве-

личини позначатимемо великими латинськими 
літерами, а їхні значення – відповідними малими 
латинськими літерами.

Вважаючи, що ширина смуги 0h  є дійсним 
числом, обчислимо ймовірність того, що прямо-
кутник ( ), , ,H Dξ νΠ  буде повністю розміщува-
тися у смузі 0Π . Очевидно, необхідною умовою 
такого розміщення є виконання нерівностей 

0ξ ≥ , 0ν ≥ . При цьому висота прямокутника 

повинна набувати значення не більше 0h ξ− . Та-
ким чином, імовірність r  того, що прямокутник 
( ), , ,H Dξ νΠ  розміщується у смузі 0Π  , визна-

чається таким чином:

( )0

0,якщо  0 або 0,

,якщо  0 i 0
r

P H h

ξ ν
ξ ξ ν
< <=  ≤ − ≥ ≥

(тут і далі через ( )P    позначено ймовірність ви-
падкової події).

Розглянемо тепер взаємне розташування 
у смузі двох прямокутників ( )0, , ,h Dξ νΠ  і 

( )0, , ,h Dξ ν′ ′ ′ ′Π . Без обмеження загальності вва-
жатимемо, що ξ ξ ′≤ . Очевидно, що прямокут-
ники ( )0, , ,h Dξ νΠ  і ( )0, , ,h Dξ ν′ ′ ′ ′Π  розміщу-
ються у смузі лише за умови, що 0ν ν ′= = . 
За цих умов прямокутники перетинатимуться 
(матимуть спільні внутрішні точки) тоді 
й лише тоді, коли довжина D  прямокутника 
( )0, , ,h Dξ νΠ  набуватиме значення більшого, 

ніж різниця ξ ξ′− . Імовірність такого перетину 
дорівнює ( )P D ξ ξ′> − . Імовірність того, що 
прямокутники матимуть спільні точки сторін, не 
маючи спільних внутрішніх точок (говоритиме-
мо в цьому випадку, що прямокутники дотика-
ються), дорівнює ( )P D ξ ξ′= − . Імовірність не-
перетину (відсутності спільних точок прямокут-
ників) дорівнює ( )P D ξ ξ′< − .
Приклад. Розглянемо розміщення прямокут-

ників ( )1 1 1 1 1, , ,h Dξ νΠ , ( )2 2 2 2 2, , ,h Dξ νΠ  у напів-
нескінченній смузі 0Π  шириною 0 2h = , якщо 

1 2 0ν ν= = , 1 2 0 2h h h= = = , 1 2ξ = , 2 7ξ = , 1D , 
2D  – дискретні випадкові величини, що задані 

рядами розподілу відповідно до таблиці.

Оскільки 2 1 5ξ ξ− = , то прямокутники 
( )1 1 1 1 1, , ,h Dξ νΠ  і ( )2 2 2 2 2, , ,h Dξ νΠ  не перетина-

тимуться, якщо випадкова величина 1D  набува-
тиме значень 3 або 4, тобто ймовірність неперети-
ну ( ) ( ) ( )1 1 1 15 3 4 0,6.p P D P D P D= < = = + = =
Якщо випадкова величина 1D  набуватиме зна-
чення 5, то прямокутники матимуть спільну сто-
рону, отже, імовірність дотику дорівнює 

( )2 1 5 0,3p P D= = = . Імовірність перетину до-
рівнює ( ) ( )1 1 1 25 8 0,6 1P D P D p p> = = = = − − . 

Розглянемо тепер обчислення ймовірностей 
різних способів взаємного розташування 

Таблиця. Ряди розподілу випадкових величин прикладу 

П2 П2

Значення Di 3 4 5 8 3 8

Імовірності Di 0,2 0,4 0,3 0,1 0,9 0,1
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прямокутників ( ), , ,H Dξ νΠ  і ( ), , ,H Dξ ν′ ′ ′ ′ ′Π  
у загальному випадку (як і вище, вважаємо, що 
ξ ξ ′≤ ). Прямокутники перетинатимуться тоді 
й лише тоді, коли виконуються такі умови:

●  випадкова величина D  набуває значення 
більше, ніж ξ ξ′− ;

●  випадкова величина H  набуває значення 
більше, ніж ν ν′−  (якщо ν ν ′≤ ), або випад-
кова величина H ′  набуває значення біль-
ше, ніж ν ν ′−  (якщо ν ν′ < ).

Отже, імовірність p  перетину дорівнює

( ) ( )
( ) ( )

,якщо  ,

,якщо  < .

P D P H
p

P D P H

ξ ξ ν ν ν ν

ξ ξ ν ν ν ν

′ ′ ′ > − ⋅ > − ≤= 
′ ′ ′ ′> − ⋅ > −

Прямокутники не перетинатимуться тоді 
й лише тоді, коли D ξ ξ′< − , або H ν ν′< − , або 
H ν ν′ ′< −  (останні дві події є несумісними, оскіль-
ки величини D  і H  не можуть набувати від’ємних 
значень). Таким чином, імовірність неперетину 

( ) ( ) ( ).q P D P H P Hξ ξ ν ν ν ν′ ′ ′ ′= < − + < − + < −
В усіх інших випадках прямокутники дотика-

тимуться. Імовірність цього

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

1

,якщо  ,

1

,якщо  < .

P D P H P D

P H
d

P D P H P D

P H

ξ ξ ν ν ξ ξ

ν ν ν ν

ξ ξ ν ν ξ ξ

ν ν ν ν

′ ′ ′ − > − ⋅ > − − < − −


′ ′− < − ≤
= 

′ ′ ′ ′− > − ⋅ > − − < − −
 ′ ′ ′− < −

Повернемося до побудови математичної мо-
делі задачі упакування прямокутників з імовір-
нісними обмеженнями. Як і вище, вважаємо, що 
ширина 0h  смужок (а тоді й ширина смуги в ці-
лому) є дійсним числом. Довжини прямокутни-
ків 1,..., pA A  є дискретними випадковими вели-
чинами. Нехай кількість смужок, на які розділе-
на задана смуга, дорівнює m. Очевидно, що 
в оптимальному розв’язку в кожній смужці сто-
їть від 1 до ( )1n p m= − −  прямокутників. Як 
буде показано нижче, можна вважати, що в кож-
ній смужці стоїть рівно n  прямокутників. 

Нехай початок системи координат збігається 
з лівим нижнім кутом смуги, ( ), , ,ij ij ij ij ijh Xξ νΠ  – 
прямокутник, який стоїть в i-й смужці ( mi J∈ )  
на j -му ( nj J∈ ) від початку місці (нагадаємо, 
що через { }1,...,sJ s= ). Можливі значення ви-
падкової величини ijX  позначатимемо k

ijx , а від-
повідні ймовірності – k

ijp . Координати полюсів 
прямокутників, як і вище, вважатимемо дійсни-
ми числами. Оскільки всі смужки і прямокутни-
ки однакової ширини 0h , то 0ijh h= , ( ) 01ij i hν = −  

mi J∀ ∈ , nj J∈  (при цьому, очевидно, прямокут-
ники, які стоять у різних смужках, або не пере-
тинаються, або дотикаються). Допустимим 
є таке розміщення прямокутників, що для всіх 

mi J∈ , nj J∈  виконується умова: 

( ), 1 .ij i j ijP X ξ ξ α+> − ≤                  (2)

Оскільки ( ) 1
k l
ij ij

k l
ij ij ij

x z x z

P X z p p
> ≤

> = = −∑ ∑ , то  

умова (2) може бути записана як 
1

1
s

l
ij

l

p α
=

− ≤∑ , 

де s  – найбільше число таке, що , 1
s
ij i j ijx ξ ξ+≤ − .

З іншого боку, для мінімізації довжини зайня-
тої частини смужок абсциса , 1i jξ +  наступного 
у смужці прямокутника повинна бути наймен-
шим числом, для якого має місце умова (2). Та-
ким чином, величину , 1i jξ +  слід обирати як суму 

ijξ  і такого значення s
ijx  випадкової величини 

ijX , що для відповідних імовірностей мають міс-
це нерівності

1

1

1
s

l
ij

l

p α
−

=

< −∑ , 
1

1
s

l
ij

l

p α
=

≥ −∑ .             (3)

Таким чином, довжина зайнятої частини i -ї 
смужки дорівнює , 1i nξ + , де , 1i nξ +  – абсциса кінця 
останнього у смужці прямокутника, визначена 
відповідно до описаного вище правила. 

Для формалізації обмежень на можливі дов-
жини прямокутників використаємо апарат евклі-
дової комбінаторної оптимізації. Покажемо спо-
чатку, як у кожній смужці розміщувати рівно n  
прямокутників. Для цього введемо в розгляд 
mn p−  прямокутників з шириною 0h  і довжи-
ною 0A , де 0A  є дискретною випадковою вели-
чиною з єдиним значенням 1

0 0A =  і відповід-
ною ймовірністю, рівною 1. Якщо в деякій смужці 
стоїть менше ніж n  прямокутників, то поставимо 
в неї стільки прямокутників довжини 0A , щоб їхня 
загальна кількість у смужці дорівнювала n . 
Таке доповнення не впливає на довжину зайня-
тої частини смужки. Справді, якщо 0ijX A= ,  
то ( ), 1 0ij i j ijP X ξ ξ α+> − = ≤  для будь-яких 

, 1i j ijξ ξ+ ≥ . Таким чином, , 1i jξ +  покладається рів-
ним ijξ , тобто довжина зайнятої частини смуги 
не змінюється з додаванням прямокутника з дов-
жиною 0A .

Розглянемо мультимножину 0 0 1,..., , ,..., p

mn p

G A A A A
−

  =  
  
�����  

і множину переставлень ( )kE G  (k mn= ) з еле-
ментів мультимножини G  (під множиною пере-
ставлень розуміють множину всіх k -вибірок 
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вигляду (1) з мультимножини G  за умови kη = ). 
Тоді кожному розміщенню прямокутників у сму-
зі взаємно однозначно відповідає вектор

( )11 1 21 1,..., , ,..., ,...,n m mnx X X X X X= ,    (4)

який можна розглядати як елемент множини пе-
реставлень ( )kE G  ( ( )kx E G∈ ).

Таким чином, математичну модель сформу-
льованої задачі упакування прямокутників з імо-
вірнісними обмеженнями можна записати таким 
чином: знайти пару ( )* *,F x x  таку, що

( )
( ) ( )

* *
, 1 , 1

1 1
min max ; argmin max ,

k k

i n i nx E G i m i mx E G
F x xξ ξ+ +∈ ≤ ≤ ≤ ≤∈

= = (5)

якщо 

, 1
s

i j ij ijxξ ξ+ = +  mi J∀ ∈ , nj J∀ ∈ ,          (6)

де значення s  визначається з умови (3).
Зауваження. Якщо покласти 0α = , то можна 

говорити про жорстку постановку задачі упаку-
вання прямокутників зі стохастичними параме-
трами, у яких обмеження задачі повинні задо-
вольнятися при всіх реалізаціях випадкових па-
раметрів. Для розглянутої задачі упакування 
прямокутників це означає, що за жодних можли-
вих значень дискретних випадкових величин 
прямокутники не перетинаються.

Запропонований підхід дає змогу перейти від 
задачі зі стохастичними параметрами до еквіва-
лентної детермінованої. Для цього разом із муль-
тимножиною G  розглянемо мультимножину 

10,...,0, ,..., p

mn p

G a a
−

  =  
  
��� , де величини ia  ( pi J∈ ) 

дорівнюють тим можливим значенням s
ia  відпо-

відних випадкових величин Ai, для яких викону-
ється умова (3). Нехай також 

( ) ( )11 1 21 1,..., , ,..., ,...,n m mn ky y y y y y E G= ∈ .

Оскільки довжини прямокутників є дійсними 
числами, то зайнята частина смуги визначається 

як 
1

n

ij
j

y
=
∑ . З правил вибору величин ijξ  в (5) та 

формування мультимножини G  випливає,  

що , 1
1

n

i n ij
j

yξ +
=

=∑ . Таким чином, задача (5), за 

умов (3), (6), еквівалентна задачі пошуку пари 

( )* *,F x x  такої, що

( )
( ) ( )

* *

1 1
1 1

min max ; argmin max .
k k

n n

ij ij
i m i mx E G x E Gj j

F x y x y
≤ ≤ ≤ ≤∈ ∈= =

= =∑ ∑

Ця задача є евклідовою задачею комбінатор-
ної оптимізації на множині переставлень, і для її 
розв’язування можуть використовуватися відомі 
методи, зокрема метод гілок і меж.

Таким чином, у статті побудовано матема-
тичну модель однієї задачі упакування прямо-
кутників зі стохастичними параметрами, яка 
ідейно близька до постановок задач стохастич-
ного програмування з імовірнісними обмежен-
нями. Актуальним залишається питання про 
пошук ефективних методів розв’язування та-
ких задач, виділення частинних випадків, що 
розв’язуються за допомогою поліноміальних 
алгоритмів.
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COMBINATORIAL OPTIMIZATION MODEL OF RECTANGLES’ PACKING 
UNDER PROBABILISTIC CONSTRAINTS

Authors formalize admissible arrangement of rectangles with stochastic parameters for the problem of 
packing if probability of rectangles’ intersection is bounded above. A mathematical model of one problem 
of rectangles’ in a semi infinite breadth with such probabilistic constraints was constructed. We also 
demonstrate possibility of conversion to deterministic problem of rectangles’ packing.

Keywords: discrete random variable, combinatorial optimization, stochastic optimization, packing of 
rectangles.
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ЗАсТОсУВАННя ТРІАНгУляцІї ДЕлОНЕ  
Для РОЗВ’яЗАННя ЕВКлІДОВОї ЗАДАчІ ШТЕйНЕРА

Евклідову задачу Штейнера сформульовано як задачу декомпозиції. Описано та проаналізовано 
застосування тріангуляції Делоне у відомих евристичних алгоритмах для розв’язання евклідової 
задачі Штейнера. Проведено обчислювальне дослідження та аналіз для оцінки графа Делоне як 
основи для пошуку дерева Штейнера.

Ключові слова: евклідова задача Штейнера, дерево Штейнера, тріангуляція Делоне, повне дерево 
Штейнера.

Вступ

Нехай X – множина точок на евклідовій пло-
щині. Евклідова задача Штейнера полягає у ви-
значенні множини точок Штейнера S (X S∩ =∅) 
таких, що довжина остового дерева на X S∪  
є мінімальною. Дерево на множині X S∪  нази-
вається мінімальним деревом Штейнера (МДШ). 
При цьому множину X називають множиною тер-
мінальних точок.

Евклідова задача Штейнера є NP-склад-
ною [6], тому одним з головних напрямів 

досліджень задачі Штейнера є створення і ви-
вчення евристичних алгоритмів для наближення 
розв’язання цієї задачі.

Одним з базових методів, що використову-
ють в евристичних алгоритмах для побудови де-
рева Штейнера, є тріангуляція Делоне. Сама по 
собі тріангуляція Делоне не дозволяє локалізу-
вати точки Штейнера чи дати відповідь на запи-
тання, скільки точок Штейнера у МДШ для цієї 
множини X. Але тріангуляція Делоне ділить 
площину на трикутники, в яких розташовані 
точки Штейнера, а також містить мінімальне 
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