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Геометрiя нескiнченно-символьного

q∞0 -зображення дiйсних чисел

та її застосування у метричнiй теорiї чисел

Я. В. Гончаренко, I. М. Лисенко

(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова)

Анотацiя. Розглядається нова система кодування (зображення) дробової частини

дiйсного числа:

(0; 1] ∋ x = qa1

0 +

∞∑

n=1

(1 − q0)
nq

a1+a2+...+an+1−n

0 ≡ ∆
q∞

0
a1a2...an...,

яка має нескiнченний алфавiт A ≡ N = {1, 2, 3 . . .} ∋ an = an(x), нульову на-

длишковiсть (кожне число має єдине зображення), залежить вiд одного параметра

q0 ∈ (0; 1) i назване q∞0 -зображенням.

У роботi висвiтлюється зв’язок q∞0 -зображення числа x з його двосимвольним

Q2-зображенням (Q2 = {q0, q1 ≡ 1 − q0}):

x = βα1(x) +
∞∑

k=2


βαk(x)

k−1∏

j=1

qαj(x)


 , αj(x) ∈ A2 ≡ {0, 1},

β0 = 0, β1 = q0, яке є узагальненням класичного двiйкового зображення i спiвпа-

дає з ним при q0 =
1

2
; спростовується гiпотеза про критерiй рацiональностi числа

при рацiональному q0. Описується геометрiя q∞0 -зображенняа (геометричний змiст

цифр, властивостi цилiндричних та хвостових множин, множин чисел, визначених

умовами на їхнє q∞0 -зображення тощо). На основi виведених метричних вiдношень

розв’язується ряд метричних задач.

Ключовi слова: зображення (кодування) числа, геометрiя чисел, цилiндри, мiра

Лебега, множини канторiвського типу, множини Безиковича-Егглстона.
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Abstract. We consider a new system of encoding (representation) of fractional part of

real number:

(0; 1] ∋ x = qa1

0 +

∞∑

n=1

(1 − q0)
nq

a1+a2+...+an+1−n

0 ≡ ∆
q∞

0
a1a2...an....

This system has an infinite alphabet A ≡ N = {1, 2, 3 . . .} ∋ an = an(x), a zero redun-

dancy (any number has a unique representation), depends on one parameter q0 ∈ (0; 1)

and is called q∞0 -representation. In the paper, we establish a relation between q∞0 -

representation of number x and its two-symbol Q2-representation (Q2 = {q0, q1 ≡
1 − q0}):

x = βα1(x) +

∞∑

k=2


βαk(x)

k−1∏

j=1

qαj(x)


 , αj(x) ∈ A2 ≡ {0, 1},

β0 = 0, β1 = q0. The latter generalizes a classic binary representation and coincides with

it if q0 =
1

2
. We reject a conjecture about criterion of rationality of number for rational

q0. Geometry of q∞0 -representation (geometric meaning of digits, properties of cylindrical

and tail sets, and sets of numbers defined by conditions on their q∞0 -representation, etc.)

is described. Using obtained metric relations we solve some metric problems.

Keywords: representation (encoding) of number, geometry of numbers, cylinders,

Lebesgue measure, Cantor-like sets, Besicovitch-Eggleston sets.

Вступ

Сьогоднi в математицi розробляються i використовуються рiзнi системи представ-

лення та зображення (кодування) дiйсних чисел. Однi з них використовують скiн-

ченний [2, 13], iншi — нескiнченний алфавiт [8, 7]; однi — суттєво надлишковi, iншi

мають нульову надлишковiсть; геометрiя одних самоподiбна, iнших — несамоподi-

бна. Потреба в створеннi таких систем продиктована рiзними цiлями, однiєю з яких

є забезпечення засобiв для моделювання та дослiдження математичних об’єктiв зi

складною локальною будовою (множин, перетворень простору, функцiй, мiр, дина-

мiчних систем тощо).

Серед iснуючих систем зустрiчаються системи-двiйники (наприклад, двiйкова i не-

гадвiйкова, s-кова i нега-s-кова, зображення чисел знакододатними i знакозмiнними

рядами Люрота [3, 14] та iн.), якi мають схожу геометрiю. Мiж окремими системами

з скiнченним та нескiнченним алфавiтами iснує тiсний зв’язок.

Дана робота присвячена системi зображення дiйсних чисел пiвiнтервалу (0; 1] з

нескiнченним алфавiтом, яка напряму пов’язана з вiдомою двосимвольною системою

з алфавiтомA2 = {0, 1}. Обидвi системи визначаються єдиним параметром q0 ∈ (0; 1).

Згадане двосимвольне зображення чисел називається Q2-зображенням [12], де

Q2 = {q0, q1 = 1 − q0}. Його суть розкриває наступне твердження: для будь-якого
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числа x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (αn), αk ∈ A2, така, що

x = βα1 +
∞∑

k=2

(
βαk

k−1∏

i=1

qαi

)
≡ ∆Q2

α1α2...αk...
, (1)

де βi = iq1−i, i = 0, 1, тобто β0 = 0, β1 = q0.

Символiчний запис (2) називається Q2-зображенням числа x i ряду (2). Геометрiя

Q2-зображення є самоподiбною i добре вивченою [12, 10].

При q0 =
1

2
Q2-зображення є класичним двiйковим записом числа.

У данiй роботi ми вивчеємо геометрiю нового зображення з нескiнченним алфа-

вiтом A = N i екстранульовою надлишковiстю (кожне число з пiвiнтервала (0; 1]

має єдине зображення), яке по сутi є перекодуванням Q2-зображення числа, а також

придiляємо увагу проблемi критерiя рацiональностi числа у даному зображеннi. В

нiй розв’язується ряд задач метричного характеру (про мiру Лебега та фраткальну

розмiрнiсть) множин дiйсних чисел, визначених рiзними умовами на їх зображення.

Вступ

Сьогоднi в математицi розробляються i використовуються рiзнi системи представ-

лення та зображення (кодування) дiйсних чисел. Однi з них використовують скiн-

ченний [2, 13], iншi — нескiнченний алфавiт [8, 7]; однi — суттєво надлишковi, iншi

мають нульову надлишковiсть; геометрiя одних самоподiбна, iнших — несамоподi-

бна. Потреба в створеннi таких систем продиктована рiзними цiлями, однiєю з яких

є забезпечення засобiв для моделювання та дослiдження математичних об’єктiв зi

складною локальною будовою (множин, перетворень простору, функцiй, мiр, дина-

мiчних систем тощо).

Серед iснуючих систем зустрiчаються системи-двiйники (наприклад, двiйкова i не-

гадвiйкова, s-кова i нега-s-кова, зображення чисел знакододатними i знакозмiнними

рядами Люрота [3, 14] та iн.), якi мають схожу геометрiю. Мiж окремими системами

з скiнченним та нескiнченним алфавiтами iснує тiсний зв’язок.

Дана робота присвячена системi зображення дiйсних чисел пiвiнтервалу (0; 1] з

нескiнченним алфавiтом, яка напряму пов’язана з вiдомою двосимвольною системою

з алфавiтом A2 = {0, 1}. Обидвi системи визначаються єдиним числом q0 ∈ (0; 1).

Згадане двосимвольне зображення чисел називається Q2-зображенням, де Q2 =

{q0, q1 = 1 − q0} [12]. Його суть розкриває наступне твердження: для будь-якого

числа x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (αn), αk ∈ A2, така, що

x = βα1 +

∞∑

k=2

(
βαk

k−1∏

i=1

qαi

)
≡ ∆Q2

α1α2...αk...
, (2)

де βi = iq1−i, i = 0, 1, тобто β0 = 0, β1 = q0.
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Символiчний запис (2) називається Q2-зображенням числа x i ряду (2). Геометрiя

Q2-зображення є самоподiбною i добре вивченою [12, 10].

При q0 =
1

2
Q2-зображення є класичним двiйковим записом числа.

1. q∞0 -зображення дiйсного числа

Теорема 1. Якщо (0; 1) ∋ q0 — фiксоване дiйне число, то для будь-якого x ∈ (0; 1]

iснує єдина послiдовнiсть натуральних чисел (an) така, що

x = qa10 +
∞∑

n=1

(1 − q0)
nq

a1+a2+...+an+1−n
0 ≡ ∆q∞0

a1a2...an.... (3)

Доведення. Очевидною є рiвнiсть

1 = q0 + (1 − q0)q0 + (1 − q0)
2q0 + ... + (1 − q0)

nq0 + ... =
q0

1 − (1 − q0)
,

тобто для числа 1 послiдовнiстю (an) є послiдовнiсть an = 1 для всiх n ∈ N.

Оскiльки

x ∈ (0; 1] =

∞⋃

n=1

(
qn0 ; qn−1

0

]
,

то очевидно, що iснує a1 ∈ N таке, що

x ∈
(
qa10 ; qa1−1

0

]
, тобто qa10 < x ≤ qa1−1

0

або

0 < x− qa10 ≡ x1 ≤ qa1−1
0 (1 − q0).

Звiдки отримуємо

x = qa10 + x1.

Аналогiчно, оскiльки

x1 ∈
(
0; qa1−1

0 (1 − q0)
]

=
∞⋃

n=1

(
qa1+n−1
0 (1 − q0); q

a1+n−2
0 (1 − q0)

]
,

то iснує a2 таке, що

x1 ∈
(
qa1+a2−1
0 (1 − q0); q

a1+a2−2
0 (1 − q0)

]
⇔

0 < x1 − qa1+a2−1
0 (1 − q0) ≡ x2 ≤ qa1+a2−2

0 (1 − q0)
2.

Звiдки

x1 = qa1+a2−1
0 (1 − q0) + x2,

а отже,

x = qa10 + qa1+a2−1
0 (1 − q0) + x2.
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Продовжуючи цей процес, буде знайдено числа a3, a4, . . . , ak i x3, x4, . . . , xk−1, xk

такi, що

0 < xk−1 − qa1+a2+...+ak−k+1
0 (1 − q0)

k−1 ≡ xk ≤ qa1+a2+...+ak−k
0 (1 − q0)

k

i

x = qa10 + qa1+a2−1
0 (1 − q0) + . . .+ qa1+a2+...+ak−k+1

0 (1 − q0)
k−1 + xk.

Пiсля чого, мiркуючи аналогiчно, а саме: оскiльки

xk ∈
(
0; qa1+a2+...+ak−k

0 (1 − q0)
k
]

=
∞⋃

n=1

(
qa1+a2+...+ak+n−k
0 (1 − q0)

k; qa1+a2+...+ak+n−k−1
0 (1 − q0)

k
]
,

то iснує ak+1 ∈ N таке, що

0 < xk − q
a1+a2+...+ak+1−k
0 (1 − q0)

k ≡ xk+1 ≤ q
a1+a2+...+ak+ak+1−k−1
0 (1 − q0)

k+1.

Тому цей процес є нескiнченним, але є збiжним, оскiльки

xk+1 ≤ q
a1+a2+...+ak+1−k−1
0 (1 − q0)

k+1 ≤ (1 − q0)
k+1 → 0 (k → ∞).

Отже, має мiсце розклад (3).

Його єдинiсть власне є наслiдком єдиностi кожного an. Дамо незалежне доведення

цьому. Для цього припустимо, що має мiсце

x = q
a′1
0 +

∞∑

n=1

(1 − q0)
nq

a′1+a′2+...+a′n+1−n
0 (4)

Рiвнiсть (4) не спiвпадатиме з (3), якщо iснує ai+1 6= a′i+1. Не порушуючи загаль-

ностi вважатимемо, що ai+1 < a′i+1. Тодi розглянемо рiзницю рiвностей (3) i (4)

0 = x− x = qa10 +
∞∑

n=1

(1 − q0)
nq

a1+a2+...+an+1−n
0 − q

a′1
0 −

∞∑

n=1

(1 − q0)
nq

a′1+a′2+...+a′n+1−n
0 =

= (1 − q0)
iqa1+a2+...+ai−i

0

(
q
ai+1

0 − q
a′i+1

0 +

+q
ai+1

0

∞∑

k=2

(1 − q0)
k−1q

ai+2+...+ai+k−k+1
0 − q

a′i+1

0

∞∑

k=2

(1 − q0)
k−1q

a′i+2+...+a
′

i+k−k+1

0

)
>

> (1 − q0)
iqa1+a2+...+ai−i

0 q
ai+1

0 (1 − q0)

(
1 −

∞∑

k=2

(1 − q0)
k−1q

ai+2+...+ai+k−k+1
0

)
>

> (1 − q0)
i+1q

a1+a2+...+ai+ai+1−i
0

(
1 −

∞∑

k=2

(1 − q0)
k−1q0

)
> 0.

Отримали протирiччя 0 = x− x > 0, яке доводить єдинiсть i всю теорему. �
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Означення 1. Формальний (скорочений) запис ∆
q∞0
a1a2...an... ряду (3) i числа x називати-

мемо його q∞0 -зображенням, яке є його кодуванням засобами нескiнченного алфавiту

A = {1, 2, ...}. При цьому число (символ) an = an(x) називається n-ою цифрою (симво-

лом) цього зображення, вона є функцiєю x (числа, що розкладається (розгортається)

в ряд (3)).

Зауваження 1. З теореми 1 випливають твердження:

1) x1 = x2 тодi i тiльки тодi, коли ai(x1) = ai(x2) для всiх i ∈ N;

2) x1 < x2 тодi i тiльки тодi, коли iснує m таке, що am(x1) > am(x2) i ai(x1) =

ai(x2) при i < m.

Зауваження 2. Розклад числа x в ряд (3) є Q2-зображенням цього числа, яке фор-

мально записується

x = ∆Q2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1−1

10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2−1

10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a3−1

10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
an−1

1...
= ∆q∞0

a1a2...an.... (5)

Цей запис встановлює зв’язок (вiдповiднiсть) мiж Q2-зображенням числа x ∈
(0; 1] з двосимвольним алфавiтом A2 = {0, 1} i кодуванням його засобами нескiнчен-

но символьного алфавiту A = N = {1, 2, 3, . . .}.

2. Умови рацiональностi числа у його q∞0 -зображеннi

Якщо q0 — число рацiональне, то q∞0 -зображення називатимемо рацiональним q∞0 -

зображенням.

Теорема 2. Якщо рацiональне q∞0 -зображення числа x є перiодичним, то x — ра-

цiональне число.

Доведення. Оскiльки розклад (3) є Q2-зображенням числа x, то це твердження

можна вивести з добре вiдомого факту: число x є рацiональним, якщо його Q2-

зображення є перiодичним та наступної леми.

Лема 1. q∞0 -зображення числа x є перiодичним тодi i тiльки тодi, коли його Q2-

зображення є перiодичним.

Доведення. Необхiднiсть очевидно випливає з (5).

Доведемо достатнiсть. Нехай x має перiодичне рацiональне Q2-зображення

x = ∆Q2

α1α2...am(c1c2...cp).

Якщо p = 1 i c1 = 0, то αm = 1 i

x = bα1qα1 + bα2qα1qα2 + ...+ bαm−1

m−1∏

i=1

qαi
+ b1

m∏

i=1

qαi
=
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де b0 = 0, b1 = q0. Тодi, використовуючи (5), отримаємо

x = qa10 + (1 − q0)q
a1+a2−1
0 + ...+ (1 − q0)

k−1qa1+a2+...+ak−k+1
0 +

+qa1+a2+...+ak−k+1
0 (q0(1 − q0)

k + q0(1 − q0)
k+1 + ...) =

= qa10 +(1−q0)qa1+a2−1
0 +...+(1−q0)k−1qa1+a2+...+ak−k+1

0 +(1−q0)kqa1+a2+...+ak−k+1
0 = ∆

q∞0
a1...ak(1),

де k =

m−1∑

i=1

αi, a1 + a2 + . . .+ aj = n :

n∑

i=1

αi = j.

Якщо p = 1 i c1 = 1, то αm = 0 i

x = ∆Q2

α1α2...αm−11(0),

тобто маємо попереднiй випадок.

Якщо p > 1, то в наборi (c1, c2, . . . , cp) iснують як 0, так i 1.

Далi, в разi потреби, для спрощення записiв використовуватимемо скорочене по-

значення a1 + a2 + . . .+ ak = τk.

Тодi знайшовши суму c1 + c2 + . . . + cp = q, знаходимо числа n1, n2, . . . nq такi, що

cn1 + cn2 + . . .+ cnj
= j.

Звiдки знаходимо s1 = n1, s2 = n2 − c1, . . . sj = nj − (c1 + c2 + . . .+ cj−1).

Тодi

x = qa10 +(1−q0)qτ2−1
0 +. . .+(1−q0)k−1qτk−k+1

0 +(1−q0)kqτk+s1−k
0 +(1−q0)k+1qτk+s1+s2−k−1

0 +. . .+

+(1 − q0)
k+q−1q

τk+s1+s2+...+sq−k−q+1
0 + (1 − q0)

k+qq
τk+2s1+s2+...+sq−k−q
0 +

+(1 − q0)
k+q+1q

τk+2s1+2s2+...+sq−k−q
0 + ...+ (1 − q0)

k+2q−1q
τk+2s1+2s2+...+2sq−k−2q+1
0 + ... =

= ∆
q∞0
a1a2...ak(s1s2...sq),

тобто q∞0 −зображення числа x є перiодичним. �

�

Наслiдок 1. Рацiональне q∞0 -зображення iррацiонального числа є неперiодичним.

Виникає питання: чи правильне твердження, обернене до теореми 2?

Вiдповiдь на нього дає наступний контрприклад.

Покажемо, що при q0 =
1

3
число x =

1

2
має неперiодичне q∞0 -зображення.

Припустимо супротивне. Нехай
1

2
= ∆

( 1
3)

∞

a1...ak(c1...cm), тобто

1

2
=

(
1

3

)a1
+

2

3

(
1

3

)a1+a2−1

+ ... +

(
2

3

)k−1(
1

3

)a1+a2+...+ak−k+1

+

+

(
2

3

)k−1(
1

3

)a1+a2+ak−k+1
[

2
3

(
1
3

)c1−1
+ ... +

(
2
3

)m (1
3

)c1+c2+...+cm−m

1 −
(

2
3

)m (1
3

)c1+c2+...+cm−m

]
.
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Очевидно, що числа

A = 3a1+a2+...+ak

[(
1

3

)a1
+

2

3

(
1

3

)a1+a2−1

+ ... +

(
2

3

)k−1(
1

3

)a1+a2+...+ak−k+1
]
,

B = 3a1+a2+...+ak

(
2

3

)k−1(
1

3

)a1+a2+ak−k+1

,

C = 3c1+c2+...+cm

[
2

3

(
1

3

)c1−1

+ ... +

(
2

3

)m(
1

3

)c1+c2+...+cm−m
]

є натуральними.

Отже
1

2
=

A

3a1+a2+...+ak
+

B

3a1+a2+...+ak
· C

3c1+c2+...+cm − 2m
,

звiдки
3a1+a2+...+ak · (3c1+c2+...+cm − 2m)

2
= A

(
3c1+c2+...+cm − 2m

)
+BC.

Оскiльки права частина останньої рiвностi — натуральне число, то вираз 3a1+a2+...+ak ·
(3c1+c2+...+cm − 2m) має дiлитись на 2. Це, очевидно, не так, а отже наше припущення

невiрне i число x =
1

2
має неперiодичне q∞0 -зображення при q0 = 1

3
.

3. Геометрiя q∞0 -зображення чисел

Означення 2. Нехай (c1, c2, . . . , cm)− впорядкований набiр натуральних чисел. Ци-

лiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm називається множина ∆
q∞0
c1c2...cm чисел x ∈ (0, 1],

першi m цифр q∞0 -зображення яких є c1, c2, . . . , cm вiдповiдно, тобто

∆q∞0
c1c2...cm

= {x : x = ∆q∞0
c1c2...cmam+1am+2...

, am+i ∈ N, i = 1, 2, 3, . . .}.

Безпосередньо з означення випливають наступнi властивостi цилiндрiв:

1. ∆
q∞0
c1c2...cm =

∞⋃

i=1

∆c1c2...cmi;

2. ∆
q∞0
c1c2...cm ⊂ [a; b], де

a = qc10 + (1− q0)q
c1+c2−1
0 + ...+ (1− q0)

m−1qc1+c2+...+cm−m+2
0 + (1− q0)

mqc1+c2+...+cm−m+1
0 ,

b = qc10 + (1 − q0)q
c1+c2−1
0 + ...+ (1 − q0)

m−1qc1+c2+...+cm−m+1
0 + (1 − q0)

mqc1+c2+...+cm−m
0 ;

3. Для дiаметра цилiндра виконується рiвнiсть

d(∆q∞0
c1c2...cm) = (1 − q0)

mqc1+c2+...+cm−m
0 .

4. max ∆
q∞0
c1c2...cm(i+1) = inf ∆

q∞0
c1c2...cmi

, i = 1, 2, . . . ;

5. Цилiндри одного рангу не перетинаються або спiвпадають (рiвнi), причому

∆q∞0
c1c2...cm = ∆

q∞0
c′1c

′

2...c
′
m

⇐⇒ ci = c′i i = 1, m;
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6. Мають мiсце рiвностi

∆q∞0
c1c2...cm

∩ ∆
q∞0
c′1...c

′

mc
′

m+1...c
′

m+k
=

{
∅, якщо ∃ i ≤ m, ci 6= c′i,

∆
q∞0
c′1c

′

2...c
′
mc

′

m+1...c
′

m+k
, якщо ci = c′i, i = 1, m.

7. Для довiльної послiдовностi (cm) ∈ L перерiз
∞⋂

m=1

∆q∞0
c1c2...cm

= x = ∆q∞0
c1c2...cm...

є точка пiвiнтервала (0; 1].

Лема 2. Цилiндр ∆
q∞0
c1c2...cm є пiвiнтервалом (a; b], де

a = qc10 +(1−q0)qc1+c2−1
0 + ...+(1−q0)m−1qc1+c2+...+cm−m+2

0 +(1−q0)mqc1+c2+...+cm−m+1
0 ≡

≡ ∆
q∞0
c1c2...cm−1(cm+1)(1),

b = qc10 + (1− q0)q
c1+c2−1
0 + ...+ (1− q0)

m−1qc1+c2+...+cm−m+1
0 + (1− q0)

mqc1+c2+...+cm−m
0 ≡

≡ ∆
q∞0
c1c2...cm−1cm(1).

Доведення. Враховуючи властивiсть 2, залишається довести включення

(a; b] ⊂ ∆q∞0
c1c2...cm

.

Нехай x – будь-яке число з (a; b], тобто 0 < a < x ≤ b ≤ 1.

Згiдно з теоремою 1 число x розкладається в ряд (3):

x = qa10 +
∞∑

n=1

(1 − q0)
nq

a1+a2+...+an+1−n
0 .

Тодi ai(x) = ai(a) = ai(b) = ci при i ≤ m− 1 i

cm = am(b) ≤ am(x) < am(a) = cm + 1,

тобто am(x) = cm, а отже, x ∈ ∆
q∞0
c1c2...cm. �

Наслiдок 2. Довжина цилiндра обчислюється за формулою

|∆q∞0
c1c2...cm| = (1 − q0)

mqc1+c2+...+cm−m
0 .

Наслiдок 3. Має мiсце рiвнiсть (основне метричне вiдношення)

|∆q∞0
c1c2...cmi

|
|∆q∞0

c1c2...cm|
= (1 − q0)q

i−1
0 .
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4. Оператор зсуву символiв

У множинi Zq∞0
(0;1] всiх q∞0 -зображень дiйсних чисел пiвiнтервала (0; 1] розглянемо

оператор ω̂ зсуву цифр, означений рiвнiстю

ω̂
(
∆q∞0
a1a2...an...

)
= ∆q∞0

a2a3...an...,

який породжує функцiю ω : (0; 1] → (0; 1].

Даний оператор володiє властивiстю сюр’єктивностi, але не має властивостi iн’є-

ктивностi, оскiльки

ω(∆
q∞0
ia2...an...

) = ω(∆
q∞0
ja2...an...

) при i 6= j.

Точки ∆
q∞0
(i) , i = 1, 2, 3, . . ., є iнварiантними для вiдображення ω.

n-кратне застосування оператора зсуву ω̂ приводить до оператора ω̂n :

ω̂n
(
∆q∞0
a1a2...an...

)
= ∆q∞0

an+1an+2...
.

Лема 3. 1. Функцiя ω(x) є кусково-лiнiйною, причому лiнiйною на кожному цилiн-

дрi першого рангу:

ω(x) =
q1−i
0 x− q0
1 − q0

, якщо x ∈ ∆
q∞0
i , (6)

тобто x = ∆
q∞0
ia2...an..., i = 1, 2, 3, . . ..

2. В точцi x = ∆
q∞0
i(1), i > 1, вона має розрив першого роду зi стрибком 1.

Доведення. 1. Справдi,

x = ∆
q∞0
ia2a3...an...

= qi0 + qi−1
0 (1 − q0)

∞∑

n=1

(1 − q0)
nq

a2+...+an+1−n
0 ,

тобто

x = qi0 + qi−1
0 (1 − q0)ω(x),

звiдки випливає (6).

2. Безпосередньо з означення функцiї ω маємо

ω(∆
q∞0
i(1)) = ∆

q∞0
(1) = 1.

Дослiдимо поведiнку функцiї ω(x) в правому ε-пiвоколi точки x = ∆
q∞0
i(1). Оскiльки

умова x→ ∆
q∞0
i(1) + 0 рiвносильна умовi x ∈ ∆

q∞0
[i−1]j , де j → ∞, то

lim
x→∆

q∞
0

i(1)
+0

ω(x) = lim
j→∞

ω
(
∆
q∞0
(i−1)j(1)

)
= lim

j→∞
∆
q∞0
j(1) = 0. �

Зауваження 3. Всi прямi, що є графiками лiнiйних функцiй (6), мають рiзнi ку-

товi коефiцiєнти, але вiсь ординат перетинають в однiй точцi.
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Наслiдок 4. Оператор зсуву символiв ω кожну пiдмножину пiвiнтервала (0; 1]

нульової мiри Лебега переводить в множину нульової мiри Лебега, а пiдмножину

повної мiри – в множину повної мiри; бiльше того прообразом множини нульової

мiри є множина нульової мiри, а множини повної мiри – множина повної мiри.

5. Хвостовi множини

У множинi Zq∞0
(0,1] всiх q∞0 -зображень чисел (0, 1] введемо бiнарне вiдношення еквi-

валентностi ”мати однаковий хвiст” (символiчно: ∼).

Означення 3. Будемо говорити, що два q∞0 -зображення

∆q∞0
α1α2...αn... i ∆

q∞0
β1β2...βn...

мають однаковий хвiст, або перебувають у вiдношеннi ∼, якщо iснують натуральнi

числа m та k такi, що αm+j = βk+j для будь-якого j ∈ N .

Очевидно, що вiдношення ∼ є вiдношенням еквiвалентностi (тобто має властивостi

рефлективностi, симетричностi та транзитивностi) i розбиває множину, на якiй воно

задане, на класи еквiвалентностi. Кожен з класiв еквiвалентностi називатимемо хво-

стовою множиною. Кожна хвостова множина однозначно визначається довiльним

своїм елементом (представником).

Будемо говорити, що два числа x i y мають однаковий хвiст (або пребувають у

вiдношеннi ∼), якщо їх q∞0 -зображення перебувають у вiдношеннi ∼.

Символiчно: x ∼ y.

Лема 4. Кожна хвостова множина є злiченною i щiльною в (0, 1] множиною.

Доведення. Нехай H — довiльний клас еквiвалентностi, x0 = ∆
q∞0
c1...ck... — його пред-

ставник. Тодi очевидно, що для довiльного натурального m iснує множина Hm таких

чисел x, що αm+j(x) = αk+j(x0) для довiльного j ∈ N , k = 1, 2, ... .

Тодi множина H =
⋃
m∈N

Hm, будучи злiченним об’єднанням злiченних множин, є

множиною злiченною.

Доведемо тепер, що множина H щiльна в (0, 1]. Оскiльки належнiсть числа x до

множини H не залежить вiд довiльної скiнченної кiлькостi перших символiв його

q∞0 -зображення, то в кожному з цилiндрiв довiльного рангу m iснує точка множини

H . Отже, H є всюди щiльною в (0, 1] множиною. Що й вимагалось довести. �

Теорема 3. Фактор-множина G ≡ (0, 1]/ ∼ є континуальною.
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Доведення. Скористаємось методом доведення вiд супротивного. Припустимо, що G

є злiченною. Тодi, згiдно з лемою 2, пiвiнтервал (0, 1] є злiченним об’єднанням злi-

ченних множин. Але добре вiдомо, що остання множина є злiченною, а пiвiнтервал

(0, 1] є континуальною множиною. Отримана суперечнiсть доводить теорему. �

5.1. Задача Гаусса-Кузьмiна для q∞0 -зображень чисел. Нехай u = ∆
q∞0
a1a2...ak...

— q∞0 -зображення числа u ∈ (0; 1]. Позначимо zn(u) = ∆
q∞0
an+1an+2...an+k.... Розглянемо

множину

En(x) = {u : u ∈ (0; 1], zn(u) < x}.
Задача Гаусса-Кузьмiна полягає у визначеннi границi λ[(En(x)] при n→ ∞.

Теорема 4. Мiра Лебега множини

En(x) = {u : u ∈ [0; 1], zn(u) < x} (7)

не залежить вiд n i дорiвнює x, тобто

λ[En(x)] = x.

Доведення. Нехай ∆
q∞0
x1...xn... — q∞0 -зображення числа x, а ∆

q∞0
u1...un... — q∞0 -зображення

числа u.

При n = 0 множина

E0(x) = {u : u ∈ (0; 1], z0(u) = u < x}

мiстить тi i тiльки тi точки (0; 1], якi меншi x. Тому λ[E0(x)] = x.

При n = 1 належiнсть точки u множинi

E1(x) = {u : u ∈ (0, 1], z1(u) = ∆q∞0
u2...un... < x}

не залежить вiд її першого q∞0 -символа. Бiльше того,

u = ∆q∞0
a1u1...un... ∈ E1 ⇔ u = ∆q∞0

u1...un... ∈ E0

i

z1(u) < x ⇔ u < x = ∆q∞0
a1x1...xn... .

Тому

E1(x) =
∞⋃

c=1

[∆q∞0
c ∩E1(x)] i E0(x)

(1−q0)qc−1
0∼ [∆q∞0

c ∩E1(x)].

Звiдки

λ[E1(x)] =
∞∑

c=1

λ[∆q∞0
c ∩E1(x)] =

∞∑

c=1

(1 − q0)q
c−1
0 λ[E0(x)] = λ[E0(x)]

∞∑

c=1

(1 − q0)q
c−1
0 = x.
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Аналогiчно

En(x) =

∞⋃

c1=1

...

∞⋃

cn=1

[∆q∞0
c1...cn

∩En(x)]

i

E0(x)
k∼ [∆q∞0

c1...cn
∩ En(x)], де k = (1 − q0)

nqc1+...+cn−n0 .

Тому

λ[En(x)] =

∞∑

c1=1

...

∞∑

cn=1

λ[∆q∞0
c1...cn

∩ En(x)] =

= λ[E0(x)]
∞∑

c1=1

...
∞∑

cn=1

(1 − q0)
nqc1+...+cn−n0 = λ[E0(x)] = x.

�

6. Метричнi задачi

Метрична теорiя дiйсних чисел займається задачами про мiру Жордана, Лебега та

iн. множин дiйсних чисел, що володiють певною властивiстю, зокрема, визначених

умовами на вживання символiв (цифр) у зображеннi числа в тiй чи iншiй системi,

а також розв’язанням теоретико-числових проблем з використанням засобiв теорiї

мiри.

Лема 5. Для мiри Лебега виконуються наступнi спiввiдношення:

λ

( ∞⋃

i=k+1

∆c1...cmi

)
= (1 − q0)

mqc1+...+cm+k−m
0 ; (8)

λ

(
k⋃

i=1

∆c1...cmi

)
= (1 − q0)

mqc1+...+cm−m
0 (1 − qk0 ); (9)

λ

(
n⋃

i=k+1

∆c1...cmi

)
= (1 − q0)

mqc1+...+cm+k−m
0 (1 − qn−k0 ). (10)

Доведення. Використовуючи наслiдок 1 леми 2 та властивостi мiри Лебега, отриму-

ємо:

λ

( ∞⋃

i=k+1

∆c1...cmi

)
=

∞∑

i=k+1

λ(∆c1...cmi) =

=
∞∑

i=k+1

(1 − q0)
m+1qc1+...+cm+i−m−1

0 = (1 − q0)
mqc1+...+cm+k−m

0 ;

λ

(
k⋃

i=1

∆c1...cmi

)
=

k∑

i=1

λ(∆c1...cmi) =
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=
k∑

i=1

(1 − q0)
m+1qc1+...+cm+i−m−1

0 = (1 − q0)
mqc1+...+cm−m

0 (1 − qk0);

λ

(
n⋃

i=k+1

∆c1...cmi

)
=

n∑

i=k+1

λ(∆c1...cmi) =

=

n∑

i=k+1

(1 − q0)
m+1qc1+...+cm+i−m−1

0 = (1 − q0)
mqc1+...+cm+k−m

0 (1 − qn−k0 ).

�

Теорема 5. Множина

C = C[q∞0 , (Vn)] = {x : x = ∆q∞0
a1a2...an..., an(x) ∈ Vn ⊆ N} є:

1. об’єднанням пiвiнтервалiв, якщо Vn = N для всiх n, бiльших деякого n0;

2. нiде не щiльною множиною, якщо нерiвнiсть Vn 6= N виконується нескiн-

ченну кiлькiсть разiв;

3. мiра Лебега множини C обчислюється за формулою

λ(C) =

∞∏

k=1

λ(Fk+1)

λ(Fk)
=

∞∏

k=1

(
1 − λ(F k+1)

λ(Fk)

)
,

де F0 = (0; 1], Fk =
⋃

c1∈V1

. . .
⋃

ck−1∈Vk−1

⋃

i∈V
∆c1...ck−1i, F k+1 = Fk\Fk+1.

Доведення. 1. Очевидно, що при Vn = N для всiх n ∈ N C = (0; 1].

Якщо Vn = N для n > n0, то

C ∋ x = qa10 +(1−q0)qa1+a2−1
0 +. . .+(1−q0)n0−1q

a1+...+an0−n0+1
0 +(1−q0)n0q

a1+...+an0−n0

0 x1,

де

x1 = q
an0+1

0 + (1 − q0)q
an0+1+an0+2−1
0 + . . . . (11)

Множина всiх

x̃ = (1 − q0)
n0q

a1+...+an0−n0

0 x1,

де (an0+k) – пробiгає множину всiх послiдовностей натуральних чисел, є цилiндром

першого рангу з основою a = a1 + a2 + . . .+ an0 .

Тому

C =
⋃

b

[
b⊕ ∆q∞0

a

]
,

де b = qa10 + (1 − q0)q
a1+a2−1
0 + . . . + (1 − q0)

n0−1q
a1+...+an0−n0+1
0 , а (a1, a2, . . . , an0−1) –

пробiгає N × N × . . .× N︸ ︷︷ ︸
n0−1

, що i вимагалось довести.

2. Скористаємось означенням нiде не щiльної множини, а саме: покажемо, що в

будь-якому iнтервалi (c; d) iснує пiдiнтервал (c′; d′), що не мiстить точок множини C.
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Нехай c = ∆
q∞0
c1c2...cn... i d = ∆

q∞0
d1d2...dn...

. Оскiльки c < d, то iснує m таке, що

cm > dm i cj = dj при j < m.

Таким iнтервалом (c′; d′) є

(c′; d′) = ∇d1d2...dm(dm+1+1)1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

j ,

де k таке, що Vm+k+2 6= N i j = N \ Vm+k+2.

Справдi цей iнтервал лежить правiше c, бо cm > dm i лiвiше d, бо dm+1 + 1 > dm+1.

А не мiстить вiн точок множини C, бо j ∈ V = N \ V .

3. Оскiльки Fk – це об’єднання цилiндрiв рангу k, серед внутрiшнiх точок яких є

точки множини C, то C ⊂ Fk+1 ⊂ Fk для всiх k ∈ N i бiльше того,

C = lim
k→∞

Fk =

∞⋂

k=1

Fk i λ(C) = lim
k→∞

λ(Fk).

Тому з рiвностi Fk+1 = Fk\F k+1 маємо λ(Fk) = λ(Fk−1) − λ(F k). Звiдки

λ(Fk) =
k∏

i=1

λ(Fi)

λ(Fi−1)
=

k∏

i=1

λ(Fi−1) − λ(F i)

λ(Fi−1)
=

k∏

i=1

(
1 − λ(F i)

λ(Fi−1)

)
.

А отже,

λ(C) = lim
k→∞

λ(Fk) =

∞∏

i=1

(
1 − λ(F i)

λ(Fi−1)

)
. �

Наслiдок 5. Мiра Лебега множини C[q∞0 , (Vn)] дорiвнює нулю тодi i тiльки тодi,

коли розбiгається ряд
∞∑

k=1

λ(F k+1)

λ(Fk)
.

Наслiдок 6. Якщо послiдовнiсть множин (Vn) є сталою, а саме Vn = V 6= N, то

множина C[q∞0 , {Vn}] є множиною нульової мiри Лебега.

Теорема 6. Нехай c i s – фiксованi натуральнi числа. Множина

D ≡ D[q∞0 , cs] = {x : x = ∆q∞0
a1a2...an..., де anan+1 6= cs ∀ n ∈ N}

є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега.

Доведення. Скористаємось означенням нiде не щiльної множини, а саме: покажемо,

що в будь-якому iнтервалi (a; b) iснує пiдiнтервал (a′; b′), що не мiстить точок мно-

жини D.

Нехай a = ∆
q∞0
a1a2...an... i b = ∆

q∞0
b1b2...bn...

. Оскiльки a < b, то iснує m таке, що

am > bm i aj = bj при j < m.
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Нехай a′ = ∆
q∞0
b1...bm−1(bm+1)bm+1bm+2...

i b′ = ∆
q∞0
b1...bm−1bm(bm+1+1)bm+2...

. Очевидно, що iнтер-

вал (a′; b′) мiститься в (a; b) i не мiстить точок множини D.

З означення множини D та цилiндричних вiдрiзкiв маємо:

D ⊂
(
⋃

a1 6=c
∆q∞0
a1

)
∪
(
⋃

a2 6=s
∆q∞0
ca2

)
.

Звiдки, враховуючи властивостi мiри Лебега, отримуємо:

λ(D) ≤ λ(D)
∑

i:i(6=c
|∆q∞0

i | + λ(D)
∑

i:i6=s
|∆q∞0

ci | =

= (1 − (1 − q0)q
c−1
0 )λ(D) + ((1 − q0)

c−1 − (1 − q0)
2qc+s−2

0 )λ(D) =

= λ(D) − (1 − q0)
2qc+s−2

0 λ(D),

що, очевидно, можливо тiльки при λ(D) = 0. �

Теорема 7. Множина чисел пiвiнтервалу (0; 1] з обмеженими символами q∞0 -

зображень є множиною нульової мiри Лебега.

Доведення. Позначимо через EM множину чисел пiвiнтервала (0, 1], всi q∞0 -символи

яких меншi за M . Нехай ∆c1c2...cn — довiльний цилiндр рангу n, такий, що

ck < M, k = 1, n. (12)

Точки x цього цилiндра, якi задовольняють додаткову умову cn+1 (x) = k, утворюють

iнтервал ∇c1c2...cnk рангу n + 1. В силу основного метричного вiдношення (наслiдок

3)
∣∣∆q0

c1...cnk

∣∣ = (1 − q0)q
k−1
0

∣∣∆q0
c1...cn

∣∣ , звiдки

λ

(
⋃

k>M

∆q0
c1...cnk

)
=
∣∣∆q0

c1...cn

∣∣ ∑

k>M

(1 − q0)q
k−1
0 =

∣∣∆q0
c1...cn

∣∣
∞∑

i=0

(1 − q0)q
M+i
0 =

∣∣∆q0
c1...cn

∣∣ qM0 .

Оскiльки
∞⋃
k=1

∆q0
c1...cnk

= ∆q0
c1...cn

, то

⋃

k<M

∣∣∆q0
c1...cnk

∣∣ = (1 − qM0 )
∣∣∆q0

c1...cn

∣∣ . (13)

Позначивши через E(n)
M множину чисел пiвiнтервала (0, 1], якi задовольняють умовi

(12), з нерiвностi (13) бачимо, що частина множини E
(n+1)
M , яка мiститься в деякому

цилiндрi ∆q0
c1c2...cn

рангу n, має мiру (1 − qM0 )
∣∣∆q0

c1...cn

∣∣. Сумуючи нерiвнiсть (12) по

всiм цилiндрам рангу n, якi входять в множину E
(n)
M , отримаємо: λ

(
E

(n+1)
M

)
= (1 −

qM0 )λ
(
E

(n)
M

)
. Послiдовне застосування цiєї нерiвностi, очевидно, дає λ

(
E

(n+1)
M

)
=

(1− qM0 )nλ
(
E

(1)
M

)
(n > 1) , звiдки λ

(
E

(n)
M

)
→ 0 (n→ ∞) , оскiльки (1− qM0 ) < 1. Але
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визначена нами вище множина EM , очевидно, мiститься в кожнiй з множин E
(n)
M ,

внаслiдок чого λ (EM) = 0.

Покладаючи тепер
∞⋃

M=1

EM = E, отримаємо λ (E) 6
∞∑

M=1

λ (EM) = 0. Але кожне

число з обмеженими елементами належить, очевидно, множинi EM при достатньо

великому M , а значить, належить множинi E. �

7. q∞0 -цилiндри i фрактальна розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича

Оскiльки q∞0 -цилiндри є Q2-цилiндрами рангу c1 + c2 + . . .+ cm, а саме:

∆q∞0
c1c2...cm = ∆2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1−1

10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c2−1

1...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
cm−1

1
,

то згiдно з ?? при визначеннi (обчисленнi) фрактальної розмiрностi Хаусдорфа-

Безиковича можна обмежитись Q2-цилiндрами.

Теорема 8. Множина

C ≡ C[q∞0 , V ] = {x : x = ∆q∞0
a1a2...an..., an ∈ V 6= N}

є самоподiбною, якщо V скiнченна, i N-самоподiбною, якщо V нескiнченна, самопо-

дiбна i фрактальна розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича якої є розв’язком рiвняння
∑

v∈V

(
(1 − q0)q

v−1
0

)x
= 1.

Доведення. Позначимо ∆̂
q∞0
c1...cn = ∆

q∞0
c1...cn ∩ C. Очевидно, що





C ⊂ ⋃
v∈V

∆̂
q∞0
v ,

∆̂
q∞0
v

(1−q0)qv−1
0∼ C.

Звiдки, а також з означень самоподiбної та N -самоподiбної множини, самоподiбної

та N -самоподiбної розмiрностi i того факту, що вони спiвпадають з розмiрнiстю

Хаусдорфа-Безиковича, випливає твердження теореми. �

Наслiдок 7. Множина C ≡ C[q∞0 , V ] є iнварiантною вiдносно оператора зсуву сим-

волiв.

8. Самоподiбнi множини чисел типу Безиковича-Егглстона

Нехай Ni(x, n) – кiлькiсть цифр i у q∞0 -зображеннi числа x до n-го мiсця включно,

тобто

Ni(x, n) = ♯{j : aj(x) = i, j ≤ n}.
Якщо iснує границя

lim
n→∞

Ni(x, n)

n
≡ νi(x),
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то вона називається частотою цифри i у q∞0 -зображеннi числа x.

Коректнiсть означення частоти є наслiдком єдиностi q∞0 -зображення числа. Легко

навести приклад числа, у якого вiдсутня частота принаймнi однiєї цифри. Напри-

клад, число

x = ∆
q∞0
11︸︷︷︸
2

23︸︷︷︸
2

1111︸︷︷︸
4

4567︸︷︷︸
4

1...1︸︷︷︸
8

8...15︸ ︷︷ ︸
8

...

не має частоти цифри 1, але має частоти рiвнi 0 всiх iнших цифр.

Теорема 9. Множина

E ≡ E[q∞0 ; τ1, τ2, . . . , τn, . . .] = {x : νi(x) = τi, i ∈ N}

є всюди щiльною самоподiбною множиною, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича якої

обчислюється за формулою

α0(E[q∞0 , τ1, τ2, . . . , τn, . . .]) =
ln τ τ11 τ

τ2
2 . . . τ τnn . . .

ln(1 − q0)q
τ1+2τ2+...+nτn+...−1
0

. (14)

Доведення. Всюди щiльнiсть i самоподiбнiсть множини E випливає з того, що на-

лежнiсть точки x до множини E не залежить вiд довiльного скiнченного числа її

перших q∞0 -символiв i iснують точки з вiдсутньою частотою принаймнi одного сим-

вола.

При визначеннi розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича множини E, можна скориста-

тись теоремою Бiллiнгслi: якщо µ1 i µ2 — неперервнi ймовiрнiснi мiри i

E ⊂ E0 =

{
x : lim

m→∞

lnµ1(∆
q∞0
c1(x)...cm(x))

lnµ2(∆
q∞0
c1(x)...cm(x))

= δ

}
,

то αµ2(E) = δαµ1(E).

Для цього вiзьмемо в якостi мiри µ2 — мiру Лебега, а в якостi µ1 — ймовiрнiсну мiру

на борелiвських множинах [0; 1], вiдносно якої {ci(x)} є послiдовнiстю незалежних

випадкових величин з розподiлами µ1{x : ck(x) = i} = τi, i ∈ N.

Тодi

µ1(∆
q∞0
c1(x)c2(x)...ck(x)) = τ

N1(x,k)
1 · τN2(x,k)

2 · ... · τNm(x,k)
m · ...,

λ(∆
q∞0
c1(x)c2(x)...ck(x)) = (1 − q0)

kq
c1(x)+...+ck(x)−k
0 =

=
(1 − q0)

k

qk0
· qN1(x,k)+2N2(x,k)+...+mNm(x,k)+...

0 .

Оскiльки

δ = lim
k→∞

lnµ1(∆
q∞0
c1(x)c2(x)...ck(x))

lnλ(∆
q∞0
c1(x)c2(x)...ck(x))

= lim
k→∞

ln τ
N1(x,k)

k

1 · τ
N2(x,k)

k

2 · ... · τ
Nm(x,k)

k
m · ...

ln(1 − q0)q
N1(x,k)

k
+

2N2(x,k)
k

+...+
mNm(x,k)

k
+...−1

0

=
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=
ln τ τ11 τ

τ2
2 . . . τ τmm . . .

ln(1 − q0)q
τ1+2τ2+...+mτm+...−1
0

,

i за посиленим законом великих чисел E має µ1-мiру рiвну 1, тобто αµ1(E) = 1, то,

згiдно з теоремою Бiллiнгслi, має мiсце рiвнiсть (14). �
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