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множин неповних сум (пiдсум) одного класу

збiжних рядiв з суттєвими перекриттями

I. О. Савченко
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Анотацiя. Робота присвячена дослiдженню тополого-метричних i фрактальних

властивостей множин неповних сум (пiдсум) одного класу збiжних знакододатних

рядiв з суттєвими перекриттями цилiндричних множин, а саме рядiв, для яких вико-

нуються наступнi спiввiдношення мiж членами та залишками ряду: an > rn i an < rn

нескiнченну кiлькiсть разiв. Обчислено мiру Лебега та розмiрнiсть Хаусдорфа–

Безиковича вiдповiдних множин неповних сум.

Ключовi слова: множина неповних сум (пiдсум) ряду, фрактал, мiра Лебега,

розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича.

Abstract. The paper highlights one class of convergent positive series with the essential

overlaps of cylindrical sets, namely the series such that an > rn and an < rn infinity

many, where an is a term and rn is a remainder of the series. We study topological,

metric, and fractal properties of the sets of incomplete sums (subsums) of such series.

Lebesgue measure and Hausdorff-Besicovitch dimension of these incomplete sums are

calculated.

Keywords: set of incomplete sums (subsums) of a series, a fractal, Lebesgue measure,

Hausdorff-Besicovitch dimension.

Вступ

Розглядається збiжний знакододатний ряд

r0 =
∞∑

n=1

an = a1 + a2 + ...+ an + rn. (1)

Нехай M — довiльна пiдмножина множини натуральних чисел N. Число

x(M) =
∑

n∈M⊂N

an =

∞∑

n=1

anεn, де εn =

{
1, якщо n ∈M,

0, якщо n /∈M,
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називається неповною сумою (пiдсумою) ряду (1).

Множину всiх неповних сум ряду (1) позначатимемо через E{an}, тобто

E{an} ≡
{
x : x =

∑

n∈M
an, M ∈ 2N

}
.

Вивченням тополого-метричних властивостей множини E{an} науковцi займаю-

ться майже столiття (див. наприклад [5], [6], [8], [9], [13], [17], [4], [27]). I в цьому

вiдношеннi здобуто ряд загальних результатiв, але опис її властивостей далекий до

повного. Ще менш дослiдженими є фрактальнi властивостi множини E{an}, хоча для

деяких класiв рядiв це успiшно зроблено (див. наприклад [1], [14], [20], [4], [6], [27]).

На сьогоднi все ще невiдомi необхiднi i достатнi умови нуль-мiрностi (у розумiннi

мiри Лебега), а також нiде не щiльностi множини неповних сум ряду (1).

В останнiй час акцентовано ведуться дослiдження властивостей множини неповних

сум (див. наприклад [2], [7], [12], [16], [18], [21], [20], [22]). В основному це дослiдження

окремих випадкiв, коли члени ряду утворюють послiдовнiсть, яка володiє деякою

властивiстю однорiдностi по n.

Тополого-метричнi властивостi множин неповних сум рядiв суттєво залежать вiд

їх “швидкостi збiжностi”. Наступнi три факти про множину E{an} неповних сум ряду

(1), у якого an ≥ an+1 для всiх n ∈ N встановили С. Какея [8] в 1914 роцi (i незалежно

Г. Горнич [6] в 1941 р.).

Теорема 1 (Kakeya-Hornich). Множина E{an} пiдсум ряду (1) є

1) досконалою множиною;

2) скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв тодi й лише тодi, коли an ≤ rn для всiх n,

починаючи з деякого номеру (E{an} – вiдрiзок тодi й лише тодi, коли an ≤ rn для

всiх n ∈ N);

3) гомеоморфною класичнiй множинi Кантора, якщо an > rn для всiх достатньо

великих n.

Зауваження 1. Наведене твердження не можна застосувати до дослiдження то-

пологiчних властивостей множин пiдсум рядiв, у яких послiдовнiсть членiв (an) не

є монотонною (нерiвнiсть an ≥ an+1 не виконується для всiх n ∈ N). Наступнi два

приклади це пiдтверджують.

Приклад 1. Для ряду

1

4
+

2

4
+

1

42
+

2

42
+ ...+

1

4k
+

2

4k
+ ...

нерiвнiсть an > rn виконується для всiх парних номерiв n. А множина пiдсум даного

ряду є вiдрiзком [0, 1], оскiльки кожне число x, що є пiдсумою даного ряду, можна



ТОПОЛОГО-МЕТРИЧНI ТА ФРАКТАЛЬНI ВЛАСТИВОСТI МНОЖИН НЕПОВНИХ СУМ ... 121

подати у виглядi четвiркового ряду:

x =
α1

4
+
α2

42
+ ...+

αk
4k

+ ..., αk ∈ {0, 1, 2, 3}.

Приклад 2. Для ряду

1

2!
+

1

1!
+

1

4!
+

1

3!
+ ...+

1

(k + 1)!
+

1

k!
+ ...

нерiвнiсть an > rn виконується для всiх парних номерiв, а нерiвнiсть an < rn –

для всiх непарних. I тому теорема 1 (без врахування умови монотонностi членiв

ряду) не дає достатньої iнформацiї про множину пiдсум даного ряду. Проте, пiсля

упорядкування членiв ряду, нерiвнiсть an > rn виконуватиметься для всiх n ∈ N.

Тому множина його пiдсум є нiде не щiльною.

У тiй же роботi [8] С. Какея висунув припущення, що при виконаннi умови an > rn

для нескiнченної кiлькостi n, множина E{an} буде нiде не щiльною (а, отже, гомео-

морфною множинi Кантора). Перший контрприклад навели в 1980 р. (без доведення)

А.Д. Вайнштейн i Б.З. Шапiро [17]. Незалежно, Ф. Ференс [4] навiв у 1984 р. iнший

приклад (з доведенням). Бiльш простий приклад представили Дж. Ґатрi i Дж. Нiман

[5]:
3

4
+

2

4
+

3

42
+

2

42
+

3

43
+

2

43
+ ... . (2)

Для цього ряду, як i у прикладах iз вище наведених робiт, нерiвностi an > rn i

an ≤ rn виконуються нескiнченну кiлькiсть разiв, а множина T неповних сум ряду

(2) мiстить вiдрiзок [3
4
, 1], але не є скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв. Множину T

можна означити наступним чином

T ≡ C ∪
∞⋃

n=1

G2n−1 = [0, 1] \
∞⋃

n=1

G2n,

де C — класична множина Кантора, Gk — об’єднання всiх центральних третин, якi

видаляються з множини C на k-му кроцi її побудови. В цiй же роботi [5], автори

сформулювали теорему, яку було остаточно довену в [10]. Наведемо її.

Теорема 2 (Guthrie-Nymann-Sáenz). Множина E{an} неповних сум збiжного зна-

кододатного ряду (1) є однiєю з наступних:

1) скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв;

2) гомеоморфною множинi Кантора;

3) гомеоморфною множинi T неповних сум ряду (2).

Ми цiкавимось тополого-метричними та фрактальними властивостями мно-

жин неповних сум знакододатних рядiв, для яких нерiвностi an > rn i an < rn вико-

нуються для нескiнченних множин iндексiв n. Даний випадок є найбiльш загадковим

i мало вивченим. Множина пiдсум ряду, що володiє такою властивiстю, може бути
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як нуль-множиною Лебега, так i множиною додатньої мiри (нiде не щiльною мно-

жиною або множиною, що мiстить нескiнченну кiлькiсть вiдрiзкiв). Про це свiдчать

приклади ряду (2) i ряду

5

4
+

3

4
+

5

42
+

3

42
+

4

43
+

3

43
+ ... . (3)

Множина неповних сум ряду (3) є нiде не щiльною нуль-множиною Лебега, роз-

мiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича якої дорiвнює

log4 (2 +
√

2) ≈ 0, 8858.

Наведений результат є наслiдком теореми 4.

Об’єктом даної роботи є множина Eλ неповних сум ряду

a1 + a2 + a1λ+ a2λ+ a1λ
2 + a2λ

2 + ... =
a1 + a2

1 − λ
, (4)

де a1, a2, λ — дiйснi числа, a1 > a2, λ ∈ (0, 1).

Зауваження 2. Згрупувавши попарно члени ряду (4) i врахувавши, що коефiцiєн-

ти ε2n−1a1 + ε2na2 при членах λn−1 можуть набувати чотири значення, множину

неповних сум ряду (4) запишемо у виглядi

Eλ =

{
x : x =

∞∑

n=1

ηnλ
n−1, ηn ∈ {0, a1, a2, a1 + a2}

}
.

Множина Eλ дослiджувалась у роботi [14], у якiй стверджується, що для майже

всiх значень λ > 1
4

вона матиме додатню мiру Лебега (див. також теорему 2.1

роботи [15]). Також було встановлено iнування такої щiльної нуль-множини M0

значень λ > 1
4
, що при кожному з них множина Eλ має нульову мiру Лебега. Але

явно вказати цi значення не вдалося.

Зауваження 3. Множина Eλ неповних сум ряду (4) є векторною (арифмети-

чною) сумою E{a1q
n−1} ⊕ E{a2q

n−1} множин неповних сум рядiв
∑∞

n=1 a1q
n−1 та∑∞

n=1 a2q
n−1, тобто

Eq = E{a1q
n−1} ⊕ E{a2q

n−1} =
{
x : x = a+ b, де a ∈ E{a1q

n−1}, b ∈ E{a2q
n−1}

}
.

З теореми 1.1. роботи [11] випливає, що для майже всiх (вiдносно мiри Лебега)

значень q ∈ (1
4
, 1), арифметична сума двох множин пiдсум геометричних рядiв з

членами a1q
n−1 та a2q

n−1 є множиною додатньої мiри.

Iз зроблених вище зауважень i деяких стандартних мiркувань (таких, як в теоремi

2 роботи [24]) випливає наступне твердження.
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Теорема 3. Множина Eλ неповних сум ряду (4) є

1) нiде не щiльною нуль-множиною Лебега, якщо λ ∈ (0; 1
4
);

2) вiдрiзком [0, a1+a2
1−λ ], якщо λ ∈

[
max{a1−a2

2a1
, a2
a1+2a2

}; 1
)
;

3) множиною додатньої мiри Лебега для майже всiх λ ∈ (1
4
; max{a1−a2

2a1
, a2
a1+2a2

}).
Розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини Eλ дорiвнює

α0(Eλ) = − logλ 4

для майже всiх (у розумiннi мiри Лебега) значень λ ∈ (0, 1
4
) (для всiх λ ∈(

0; min{a1−a2
2a1

, a2
a1+2a2

}
)
).

Отже, залишається мало дослiдженим промiжок значень

λ ∈
[
min

{
a1 − a2

2a1
,

a2

a1 + 2a2

}
; max

{
a1 − a2

2a1
,

a2

a1 + 2a2

})
≡ M̃,

при яких множина Eλ має складну геометрiю. З однiєї сторони, для майже всiх λ ∈ M̃

множина Eλ має додатню мiру Лебега, а з iншої сторони, iснує така пiдмножина

M0 ⊂ M̃ , що для всiх λ ∈M0 множина Eλ має нульову мiру Лебега. Основнi труднощi

при дослiдженi даної множини пов’язанi з тим, що iснує континуальна пiдмножина

точок x ∈ Eλ, якi мають континуальну кiлькiсть рiзних представлень у виглядi сум

x =
∑∞

n=1 ωnan, де ωn ∈ {0, 1}.
Основною задачею даної роботи є дослiдження фрактальних властивостей множи-

ни пiдсум ряду (4) при λ = a1−a2
a1+a2

≡ q ∈ M̃ , тобто ряду

a1 + a2 + a1q + a2q + a1q
2 + a2q

2 + ... =
(a1 + a2)

2

2a2
. (5)

Дану множину неповних сум позначатимемо через Eq.

Легко бачити, що для членiв ряду (5) виконується умова однорiдностi (по n):

a2n−1 = a2n + a2n+1 + a2n+2, n = 1, 2, 3, ..., (6)

з якої випливає нерiвнiсть a2n−1 < r2n−1 при всiх n ∈ N. При певних спiввiдношеннях

чисел a1 i a2, для всiх n ∈ N, має мiсце одна з двох нерiвностей a2n−1 > r2n−1 або

a2n−1 ≤ r2n−1.

Теорема 2 дає повний опис тополого-метричних i фрактальних властивостей мно-

жини Eλ при конкретному фiксованому значеннi λ = a1−a2
a1+a2

, яке може бути бiльшим

за 1
4
. Основний акцент зроблено на вивченнi її фрактальних властивостей, чого не

було зроблено у вище наведених роботах.
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1. Множина неповних сум ряду

З метою вивчення властивостей множини Eq неповних сум ряду (5), корисними є

поняття цилiндра та цилiндричного вiдрiзка.

Означення 1. Нехай (c1, c2, ..., cm) – фiксований впорядкований набiр нулiв та оди-

ниць. Цилiндром рангу m з основою c1c2...cm (ci ∈ {0, 1}) називається множина

∆′
c1...cm

, яка мiстить всi неповнi суми ряду (1) виду
m∑

n=1

cnan +

∞∑

n=m+1

εnan, де εn ∈ {0, 1}.

Цилiндричним вiдрiзком рангу m з основою c1c2...cm називається вiдрiзок

∆c1...cm = [inf ∆′
c1...cm

, sup ∆′
c1...cm

] =

[
m∑

n=1

cnan, rm +
m∑

n=1

cnan

]
.

З означень випливають наступнi властивостi цилiндричних множин:

1) ∆′
c1...cm ⊂ ∆c1...cm, inf ∆c1...cm = inf ∆′

c1...cm, sup ∆c1...cm = sup ∆′
c1...cm.

2) ∆′
c1...cm

= ∆′
c1...cm0 ∪ ∆′

c1...cm1.

3) Дiаметр цилiндра не залежить вiд його основи, а лише вiд рангу:

|∆′
c1...cm

| = rm → 0 (m→ ∞).

4) Для довiльної послiдовностi (cm) нулiв та одиниць має мiсце
∞⋂

m=1

∆c1...cm =

∞⋂

m=1

∆′
c1...cm

≡ ∆c1...cm... =

∞∑

m=1

cmam = x ∈ E{an} ⊂ [0, r0].

5) E{an} ⊂ Fm+1 ⊂ Fm для всiх m ∈ N, де Fm =
⋃

ci∈{0,1},i=1,m

∆c1...cm.

6) E{an} = lim
m→∞

Fm =
∞⋂
m=1

Fm.

7) Умова

∆c1..c2n−20 ∩ ∆c1..c2n−21 = ∆c1..c2n−20111 = ∆c1..c2n−21000, n = 1, 2, 3, ..., (7)

рiвносильна рiвностi

a2n−1 = a2n + a2n+1 + a2n+2, n = 1, 2, 3, ... .

Доведення. Рiвнiсть (7) рiвносильна рiвностi довжин

|∆c1...c2n−20 ∩ ∆c1...c2n−21| = |∆c1...c2n−20111|,

яка, згiдно властивостей 3 i 6 цилiндричних множин, записується у виглядi

r2n−1 − a2n−1 = r2n+2,
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звiдки

r2n−1 − r2n+2 = a2n−1 ⇔ a2n + a2n+1 + a2n+2 = a2n−1.

�

Нагадаємо означення α−мiри Хаусдорфа i розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича

множини E ⊂ R1, якi бiльш тонко характеризують “масивнiсть” множин у випадку

їх нуль-мiрностi (у розумiннi мiри Лебега).

Означення 2. Нехай 0 < α — фiксоване дiйсне число, α–мiрною мiрою (α–мiрою)

Хаусдорфа множини M називається значення функцiї множини, визначеної рiвнiстю

Hα(M) = lim
ε→0

mα
ε (M) = sup

ε>0
mα
ε (M), де mα

ε (M) = inf
|Mj |≤ε

{
∑

j

|Mj |α
}

i точна нижня грань визначається за всiма можливими не бiльш нiж зчисленними

покриттями множини M вiдрiзками Mi, дiаметри |Mi| яких не перевищують ε.

Невiд’ємне число

α0(M) = sup {α : Hα(M) = +∞} = inf {α : Hα(M) = 0}

називається розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича множини M .

Розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича має наступнi властивостi :

1) Якщо M1 ⊂M2, то α0(M1) ≤ α0(M2);

2) α0

(⋃
i

Mi

)
= sup

i
α0(Mi).

Теорема 4. Множина Eq неповних сум ряду (5) є

1) вiдрiзком [0, (a1+a2)2

2a2
], якщо a2

a1
∈ (0, 1√

3
];

2) нiде не щiльною нуль-множиною Лебега, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича

якої дорiвнює

α0(Eq) = log a1+a2
a1−a2

(2 +
√

2),

якщо a2
a1

∈ ( 1√
3
, 1).

Доведення. 1) Очевидно, що a2n−1 = a2n + a2n+1 + a2n+2 < r2n−1 для всiх номерiв n.

Нерiвнiсть a2n ≤ r2n рiвносильна нерiвностi a2 ≤ a21−a22
2a2

, яка має мiсце при a2
a1

∈ (0, 1√
3
].

Отже, для всiх n ∈ N виконується нерiвнiсть an ≤ rn, яка у випадку незроста-

ючої послiдовностi (an) є необхiдною i достатньою для того, щоб множина Eq була

вiдрiзком.

Зазначимо, що у випадку немонотонної послiдовностi (an) членiв ряду (1), умова

an ≤ rn, ∀n ∈ N, є достатньою для того, щоб множина його неповних сум була

вiдрiзком, але, взагалi кажучи, не є необхiдною.
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2) Оскiльки a2n−1 > a2n для всiх n, то послiдовнiсть (an) членiв ряду (5) не є

монотонною лише у випадку, коли a2n < a2n+1 ⇔ a2 <
a1(a1−a2)
a1+a2

, що можливо при
a2
a1

∈ (0,
√

2 − 1) ⊂ (0, 1√
3
). Якщо ж a2

a1
∈ ( 1√

3
, 1), то послiдовнiсть членiв ряду (5) є

спадною i тому для всiх n ∈ N справедливими є нерiвностi:

a2n > r2n, min ∆c1...c2n−201 < min ∆c1...c2n−21, max ∆c1...c2n−210 > max ∆c1...c2n−20,

з яких, враховуючи (7), випливає:

∆c1...c2n−10 ∩ ∆c1...c2n−11 = ∅,

Eq ∩ (max ∆c1...c2n−200; min ∆c1...c2n−201) = ∅,

Eq ∩ (max ∆c1...c2n−210; min ∆c1...c2n−211) = ∅.

Таким чином, iнтервали виду δc1...c2n−1i2n
≡ (max ∆c1...c2n−10; min ∆c1...c2n−11) не мi-

стять точок даної множини. Кiлькiсь таких сумiжних з множиною Eq iнтервалiв

рангу 2n нас цiкавитиме. Легко бачити, що

|δc1...c2n−1i2n
| = a2n − r2n ≡ d2n =

3a2
2 − a2

1

2a2
·
(
a1 − a2

a1 + a2

)n−1

, n = 1, 2, 3, ... .

З метою дослiдження властивостей даної множини, розглядатимемо цилiндричнi

множини рангу 2n i видiлимо їх два типи.

1) �′
c1...c2n−2ab

≡ ∆′
c1...c2n−201 ∪∆′

c1...c2n−210 — множина, яка є об’єднанням двох цилiн-

дрiв, якi мiж собою перетинаються. Вiдповiдний множинi �′
c1...c2n−2ab

цилiндричний

вiдрiзок позначатимемо через �c1...c2n−2ab ≡ [min ∆c1...c2n−201,max ∆c1...c2n−210].

2) ∆′
c1...c2n−2cc

— цилiндр, геометрично подiбний всiй множинi Eq, c ∈ {0, 1}.
Множина ∆′

c1...c2n−2cc
є об’єднанням двох множин ∆′

c1...c2n−2ccjj
, де j ∈ {0, 1}, i однiєї

множини �′
c1...c2n−2ccab

:

∆′
c1...c2n−2cc

= ∆′
c1...c2n−2cc00

∪ �′
c1...c2n−2ccab

∪ ∆′
c1...c2n−2cc11

, (8)

а множина �′
c1...c2n−2ab

є об’єднанням трьох множин ∆′
c1...c2ncc i двох множин �′

c1...c2nab

наступного парного рангу:

�′
c1...c2n−2ab = ∆′

c1...c2n−20100∪�′
c1...c2n−201ab∪∆′

c1...c2n−2c̄ccc∪�′
c1...c2n−210ab∪∆′

c1...c2n−21011. (9)

Множина �′
c1...c2n−2ab

має чотири сумiжнi iнтервали виду:

(max ∆c1...c2n−20100,min ∆c1...c2n−20101), (max ∆c1...c2n−20110,min ∆c1...c2n−20111),

(max ∆c1...c2n−20111,min ∆c1...c2n−21001), (max ∆c1...c2n−21010,min ∆c1...c2n−21011),

а множина ∆′
c1...c2n−2cc

має два сумiжнi iнтервали виду:

(max ∆c1...c2n−2cc00,min ∆c1...c2n−2cc01) та (max ∆c1...c2n−2cc10,min ∆c1...c2n−2cc11)

рангу 2n + 2.
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Нехай xn — кiлькiсть всiх цилiндричних множин виду �′
c1...c2n−2ab

, yn — кiлькiсть

всiх множин виду ∆′
c1...c2n−2cc

, а zn — кiлькiсть всiх сумiжних з множиною Eq iнтер-

валiв рангу 2n.

З рiвностей (8) та (9) випливає, що для всiх n ∈ N мають мiсце рiвностi

xn+1 = 2xn + 3yn, (10)

yn+1 = xn + 2yn (11)

Оскiльки множина ∆′
c1...c2n−4cc

має два сумiжнi iнтервали рангу 2n, а множина

�′
c1...c2n−4ab

— чотири, то

zn = 2xn−1 + 4yn−1, ∀n ∈ N. (12)

Оскiльки цилiндр другого рангу геометрично подiбний множинi Eq, то x0 = 1,

y0 = 0, z0 = 0. Результати занесемо у таблицю.

Крок n / кiлькiсть xn yn zn

0 1 0 0

1 2 1 2

2 7 4 8

3 26 15 30

... ... ... ...

n 2xn−1 + 3yn−1 xn−1 + 2yn−1 2xn−1 + 4yn−1

Вiдшукаємо рекурентнi спiввiдношення, якими пов’язанi члени послiдовностей

(xn), (yn), (zn). З рiвностей (10), (11) отримаємо xn+1 = yn+1 + xn + yn, що рiвно-

сильно

xn+1 − xn = yn+1 + yn. (13)

Перетворивши рiвнiсть (10), врахувавши (11), отримаємо

xn+1 = 2xn + 2yn + yn = 2xn + 2yn + xn−1 + 2yn−1 = 2xn + xn−1 + 2(yn + yn−1).

Скориставшись рiвнiстю (13), отримаємо

xn+1 = 2xn + xn−1 + 2(xn − xn−1) = 4xn − xn−1.

Аналогiчно з рiвностей (10), (11) маємо:

yn+1 = xn + 2yn = 2xn−1 + 3yn−1 + 2yn = 2xn−1 + 4yn−1 − 4yn−1 + 3yn−1 + 2yn =

= 2(xn−1 + 2yn−1) + 2yn − yn−1 = 4yn − yn−1.

Нескладно побачити, що zn+1 також виражається рекурентно:

zn+1 = 2xn + 4yn = 8xn − 2xn−1 + 16yn − 4yn−1 =
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= 4 · (2xn + 4yn) − (2xn−1 + 4yn−1) = 4zn − zn−1.

Таким чином, отримано зворотнi послiдовнiстi виду

un+2 = 4un+1 − un (14)

з рiзними початковими членами u0 та u1.

Вiд рекурентного задання послiдовностi (un)
∞
n=0 перейдемо до аналiтичного. Вiд-

шукаємо формулу загального члена. Рiвняння (14) є лiнiйним рiзницевим другого

порядку, розв’язки якого будемо шукати серед показникових функцiй виду un = λn.

Зробивши пiдстановку, отримаємо

λn+2 − 4λn+1 + λn = 0,

скоротивши на λn, отримаємо рiвняння

λ2 − 4λ+ 1 = 0,

яке є характеристичним для рiзницевого рiвняння (14). Воно має два дiйснi коренi

λ1,2 = 2±
√

3. З теорiї рiзницевих рiвнянь вiдомо, що загальним розв’язком рiвняння

(14) є функцiя

un = C1(2 +
√

3)n + C2(2 −
√

3)n, n = 0, 1, 2, ... . (15)

Пiдставивши в останню рiвнiсть початковi умови

{
u0 ≡ z0 = 0,

u1 ≡ z1 = 2,
отримаємо коефi-

цiєнти Cz
1 = 1√

3
, Cz

2 = − 1√
3
. Аналогiчно, пiдставивши у рiвнiсть (15) умови

{
x0 = 1,

x1 = 2

i

{
y0 = 0,

y1 = 1,
отримаємо Cx

1 = Cx
2 = 1

2
i Cy

1 = 1
2
√

3
, Cy

2 = 1
2
√

3
вiдповiдно.

Отже, шуканi функцiї мають вигляд:

xn =
1

2

(
(2 +

√
3)n + (2 −

√
3)n
)
, (16)

yn =
1

2
√

3

(
(2 +

√
3)n − (2 −

√
3)n
)
, (17)

zn =
1√
3

(
(2 +

√
3)n − (2 −

√
3)n
)
. (18)

Для знаходження мiри Лебега даної множини знайдемо мiру її доповнення, тобто

обчислимо суму довжин усiх сумiжних з Eq iнтервалiв:

λ(Eq) =
∞∑

n=1

znd2n =

=
a2 − q(a1 + 2a2)√

3(1 − q)

∞∑

n=1

(
(2 +

√
3)n − (2 −

√
3)n
)
qn−1 =
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=
a2 − q(a1 + 2a2)√

3(1 − q)

(
2 +

√
3

1 − 2q −
√

3q
− 2 −

√
3

1 − 2q +
√

3q

)
=
a2 − q(a1 + 2a2)

1 − q

(
2

1 − 4q + q2

)
.

Пiдставивши значення q = a1−a2
a1+a2

, отримаємо: λ(Eq) = (a1+a2)2

2a2
= |Eq|. Таким чином,

мiра доповнення множини дорiвнює її дiаметру. Отже, λ(Eq) = 0.

Позначимо через An сiмейство всiх вiдрiзкiв �c1...c2n−2ab та ∆c1...c2n−2cc рангу 2n,

тобто,

An =
{
�c1...c2n−2ab ∧ ∆c1...c2n−2cc, cj ∈ {0, 1}, j = 1, 2, ..., 2n− 2

}
,

а через A — сiмейство всiх можливих таких вiдрiзкiв, тобто

A =
{
�c1...c2n−2ab ∧ ∆c1...c2n−2cc, n ∈ N, cj ∈ {0, 1}, j = 1, 2, ..., 2n− 2

}
.

Легко бачити, що система An покриває множину Eq скiнченною кiлькiстю вiд-

рiзкiв, якi мiж собою не перетинаються. Для обчислення розмiрностi Хаусдорфа-

Безиковича множини Eq розглядатимемо її покриття лише вiдрiзками з сiмейства

A. Кiлькiсть всiх вiдрiзкiв множини An виражається за формулами (16) та (17), а

довжини вiдповiдних вiдрiзкiв становлять

|∆c1...c2n−2cc| = r2n =
(a1 + a2)

2

2a2
qn,

|�c1...c2n−2ab| = 2r2n − r2n+2 =
(a1 + 3a2)(a1 + a2)

2a2

qn ≡ εn.

Таким чином, для всiх n ∈ N має мiсце

mα
εn

(Eq) ≤ xn · |�c1...c2n−2ab|α + yn · |∆c1...c2n−2ii|α =

=
1

2

(
(2 +

√
3)n + (2 −

√
3)n
)((a1 + a2)

2

2a2

qn
)α

+

+
1

2
√

3

(
(2 +

√
3)n − (2 −

√
3)n
)((a1 + 3a2)(a1 + a2)

2a2

qn
)α

=

=
1

2
(2 +

√
3)n(A1q

n)α +
1

2
(2 −

√
3)n(A1q

n)α+

+
1

2
√

3
(2 +

√
3)n(A2q

n)α − 1

2
√

3
(2 −

√
3)n(A2q

n)α =

= (2 +
√

3)n
(

1

2
(A1q

n)α +
1

2
√

3
(A2q

n)α
)

+ (2 −
√

3)n
(

1

2
(A1q

n)α − 1

2
√

3
(A2q

n)α
)

=

= (2 +
√

3)nqαn
(
Aα1
2

+
Aα2
2
√

3

)
+ (2 −

√
3)nqαn

(
Aα1
2

− Aα2
2
√

3

)
=

= B1

(
(2 +

√
3)qα

)n
+B2

(
(2 −

√
3)qα

)n
= B1

(
1 +

B2

B1

(2 −
√

3)2n

)
·
(
(2 +

√
3)qα

)n
,
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де A1 = (a1+a2)2

2a2
, A2 = (a1+3a2)(a1+a2)

2a2
, B1 ≡ B1(α) =

Aα
1

2
+

Aα
2

2
√

3
, B2 ≡ B2(α) =

Aα
1

2
− Aα

2

2
√

3
.

Отже,

Hα(Eq) ≤ lim
n→∞

(
B1

(
1 +

B2

B1
(2 −

√
3)2n

)
·
(
(2 +

√
3)qα

)n)
= B1 lim

n→∞

(
(2 +

√
3)qα

)n
.

Якщо (2 +
√

3)qα < 1 ⇔ α > logq (2 −
√

3) ≡ α0, то Hα(Eq) = 0. А тому Hα(Eq) = 0

для всiх α > α0. Таким чином,

Hα0(Eq) ≤ B1(α0) =
Aα0

1

2
+
Aα0

2

2
√

3
i α0(Eq) ≤ α0 = log a1+a2

a1−a2

(2 +
√

3).

Доведемо тепер нерiвнiсть α0(Eq) ≥ α0. Для цього покажемо, що Hα0(Eq) ≥ C > 0,

де C – деяка константа. Оскiльки множина Eq — компактна, то для знаходження

величини mα
ε (Eq) достатньо розглядати її скiнченнi ε-покриття {Ek} вiдрiзками Ei =

[ai, bi]. I нехай

mα
ε (Eq) ≡

k∑

i=1

|Ei|α.

Для кожної множини Ei з даного покриття iснує номер ni рангу вiдрiзка iз Ani

такий, що

min{|∆c1...c2(ni−1)cc|, |�c1...c2(ni−1)ab|} =
(a1 + a2)

2

2a2

qni ≤ |Ei| < |�c1...c2(ni−2)ab| = εni−1 < ε.

Пiднесемо до степеня α0 = logq (2 −
√

3) i запишемо систему для кожного Ei:




( (a1+a2)2

2a2
qn1)α0 = Aα0

1 (2 −
√

3)n1 ≤ |E1|α0 ,

Aα0
1 (2 −

√
3)n2 ≤ |E2|α0 ,

...

Aα0
1 (2 −

√
3)nk ≤ |Ek|α0 .

Пiдсумувавши по k, отримаємо
(

(a1 + a2)
2

2a2

)α0

·
k∑

i=1

(2 −
√

3)ni ≤
k∑

i=1

|Ei|α0 = mα0
ε (Eq). (19)

Оскiльки |Ei| < |�c1...c2(ni−2)ab| i довжини цилiндричних вiдрiзкiв ∆c1...c2(ni−1)cc меншi

за довжини iнтервалiв δc1...c2ni−3i2(ni−1)
при a2

a1
> 1√

3
(не складно показати), а множина

�′
c1...c2(ni−2)ab

, згiдно (9), належить об’єднанню трьох вiдрiзкiв виду ∆c1...c2(ni−1)cc та

двох вiдрiзкiв виду �c1...c2(ni−1)ab, то кожний вiдрiзок Ei може мати спiльнi точки не

бiльше, як з п’ятьма вiдрiзками рангу 2ni, якi належать сiм’ї Ani
.

Три вiдрiзки виду ∆c1...c2(ni−1)cc разом з двома вiдрiзками виду �c1...c2(ni−1)ab мiстять

12 вiдрiзкiв виду ∆c1...c2ni
cc i 7 вiдрiзкiв виду �c1...c2ni

ab, тому вiдрiзкiв рангу 2(ni + 1)

iз сiм’ї Ani+1, з якими може мати спiльнi точки Ei, не бiльше 19.
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Враховуючи формули (8), (9), (10), (11), встановлюємо, що кiлькiсть вiдрiзкiв fm
рангу 2j = 2(ni +m) (m = 0, 1, 2, ...) з сiм’ї Ani+m, з якими може мати спiльнi точки

вiдрiзок Ei визначається також зворотною послiдовнiстю

fm+2 = 4fm+1 − fm, де f0 = 5, f1 = 19.

Шляхом аналогiчних, як при виведеннi формул (15), (16), (17), (18) мiркувань,

встановлюємо, що

fm ≡ fni
(j) =

9 + 5
√

3

2
√

3
(2 +

√
3)m − 9 − 5

√
3

2
√

3
(2 −

√
3)m =

=
9 + 5

√
3

2
√

3
(2 +

√
3)j−ni − 9 − 5

√
3

2
√

3
(2 −

√
3)j−ni, j ≥ max

i
{ni}.

Згiдно з (16) i (17), запишемо кiлькiсть всiх вiдрiзкiв виду ∆c1...c2n−2ii та �c1...c2n−2ab

довiльного рангу 2j:

xj + yj =

√
3 + 1

2
√

3
(2 +

√
3)j −

√
3 − 1

2
√

3
(2 −

√
3)j.

Ця сума не перевищує суми
∑k

i=1 fni
(j), оскiльки кожен вiдрiзок Ei покриття {Ek}

має спiльнi точки принаймнi з одним вiдрiзком рангу 2j iз покриття Ani
. Тому має

мiсце нерiвнiсть
√

3 + 1

2
√

3
(2+

√
3)j+

√
3 − 1

2
√

3
(2−

√
3)j ≤

k∑

i=1

(
9 + 5

√
3

2
√

3
(2 +

√
3)j−ni − 9 − 5

√
3

2
√

3
(2 −

√
3)j−ni

)
,

що рiвносильно
√

3 + 1

9 + 5
√

3
+

√
3 − 1

9 + 5
√

3

(
2 −

√
3

2 +
√

3

)j

≤
k∑

i=1

(2−
√

3)ni − 9 − 5
√

3

9 + 5
√

3

(
2 −

√
3

2 +
√

3

)j

·
k∑

i=1

(2 +
√

3)ni

або
√

3 + 1

9 + 5
√

3
+

(
2 −

√
3

2 +
√

3

)j

·
( √

3 − 1

9 + 5
√

3
+

9 − 5
√

3

9 + 5
√

3

k∑

i=1

(2 +
√

3)ni

)
≤

k∑

i=1

(2 −
√

3)ni.

Використовуючи останню нерiвнiсть, оцiнимо лiву частину нерiвностi (19):

Aα0
1 ·

√
3 + 1

9 + 5
√

3
+ Aα0

1 ·
(

2 −
√

3

2 +
√

3

)j

·
( √

3 − 1

9 + 5
√

3
+

9 − 5
√

3

9 + 5
√

3

k∑

i=1

(2 +
√

3)ni

)
≤ mα

ε (Eq)

Перейшовши до границi при j → ∞, отримаємо

0 <

√
3 + 1

9 + 5
√

3

(
(a1 + a2)

2

2a2

)α0

≤ mα0
ε (Eq).
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Таким чином, для довiльного ε-покриття {Ek} множини Eq вiдрiзками Ei, величи-

на mα0
ε (Eq) обмежена знизу константою. Перейшовши до границi (ε→ 0), отримаємо:

√
3 + 1

9 + 5
√

3
≤ lim

ε→0
mα0
ε (Eq) = Hα0(Eq).

Отже, α0(Eq) ≥ α0 i тому розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича даної множини до-

рiвнює

α0(Eq) = log a1+a2
a1−a2

(2 +
√

3).

�
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