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Анотацiя. У роботi розглядається Q2-зображення дробової частини дiйсного чи-

сла, яке є узагальненням класичного двiйкового зображення, вказуються ймовiрнi-

снi задачi, якi приводять до цього поняття, розглядається iнверсор цього зображе-

ння, його властивостi та зв’язок з породжуючим його Q2-зображенням.
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Abstract. We consider the Q2-representation of the fractional part of a real number,

which is a generalization of the classical binary image, specified probability problems,

which lead to the concept, the inversor of this image, its properties and connection with

its own Q2-representation.

Keywords: Q2-representation of the number, binary image of the number, two-letter
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1. Вступ

Двiйкова система числення вiдома давно, нею на початку XII столiття користував-

ся Леонардо Пiзанський. У 1494 роцi Лука Почиолi використовував її для розв’язан-

ня задач про мiнiмальне число зважування гирь рiзної маси. Систематичний виклад

двiйкової системи числення здiйснив Дж. Непер у 1617 роцi.

Сьогоднi розвиваються чимало теорiй (моделей загальної аксiоматичної теорiї),

якi є аналогами теорiї дiйсних чисел як теорiї нескiнченних десяткових рядiв Карла

Вейєрштраса. Один iз класiв таких теорiй мiстить теорiю дiйсних чисел як теорiю

двiйкових рядiв i їх рiзнопланових узагальнень та метричнi теорiї двосимвольних
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кодувань. Часто вони ґрунтуються на вiдомiй теорiї дiйсних чисел та iдеї iншого

нового способу їх представлення та зображення (формального запису).

Цi системи зображення дiйсних чисел мають класичний двiйковий алфавiт {0, 1} i

або нульову, або ненульову надлишковiсть, тобто мають єдине (не бiльше двох), або

навiть нескiнченну кiлькiсть зображень одного i того ж числа. До згаданих зобра-

жень вiдносять ланцюгове, медiантне, неповними сумами збiжних рядiв.

Ще одним з таких способiв представлення дiйсних чисел є Q2-представлення. Q2-

представлення дiйсних чисел допомагає символiчно легко задавати деякий клас мно-

жин, функцiй, випадкових величин, є зручним апаратом для задання фрактальних

об’єктiв.

Q2-представлення як узагальнення двiйкового зображення дiйсних чисел з мето-

дологiчної точки зору не лише збагачує можливостi задання математичних об’єктiв,

а й забезпечує неперервний дiапазон, а отже, тонку неперервну залежнiсть матема-

тичних об’єктiв вiд геометрiї цифр.

2. Поняття Q2-зображення дробової частини дiйсного числа

Нехай q0 - фiксоване дiйсне число з iнтервалу (0, 1), q1 = 1 − q0, βi = iq1−i,

i ∈ A = {0, 1}, тобто β0 = 0, β1 = q0.

Теорема 1. Для довiльного x ∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть (an) , an ∈ A така, що

x = βa1 +

∞∑

k=2

(
βak

k−1∏

j=1

qaj

)
= △Q2

a1a2...an... , an ∈ A. (1)

Подання числа x рядом (1) називається Q2-представленням цього числа, а його

формальний запис x = △Q2
a1a2...an... називатимемо його Q2-зображенням.

Q2-зображення △Q2
α1α2...αk...

числа x ∈ [0, 1] називається перiодичним, якщо iснують

m ∈ N0 i t ∈ N такi, що

αm+nt+j(x) = αm+j(x)

для довiльних n, j ∈ N .

Це скорочено записується так:

△Q2

α1α2...αk...(αm+1αm+2...αm+t)
.

При цьому набiр цифр (αm+1αm+2 . . . αm+t) називається перiодом, а число t – його

довжиною.

Нехай (c1, c2, . . . , cm) - фiксований впорядкований набiр чисел з {0, 1} .



136 М. В. Працьовитий, С. В. Скрипник

Цилiндром рангу m з основою (c1, c2, . . . , cm) називається множина △Q2
c1c2...cm всiх

чисел x ∈ [0, 1], якi мають наступне Q2-зображення:

△Q2
c1c2...cmam+1am+2...am+k ...

Властивостi цилiндричних множин:

1. ∆Q2
c1c2...ck

=
∞⋃
i=1

∆Q2

c1c2...cki
.

2. |∆Q2
c1c2...ck

| → 0, k → ∞.

3. Цилiндри одного рангу не перетинаються або спiвпадають, причому ∆Q2
c1c2...ck

=

∆Q2
s1s2...sk

тодi i тiльки тодi, коли ci = si i = 1, m;

4. ∇Q2

c1c2...cki

⋂∇Q2

c1c2...ckj
= ∅, i 6= j.

5.
∞⋂
k=1

∆Q2
c1c2...ck

= x = ∆Q2
c1c2...ck...

.

6. Основне метричне спiввiдношення:

|∆Q2
c1c2...cki|

|∆Q2
c1c2...ck|

= qi.

Властивiсть 1 випливає безпосередньо з означення цилiндру. Властивостi 3 i 4

очевиднi в силу єдиностi модифiкованого Q2-зображення довiльного дiйсного числа

x з [0; 1]. Оскiльки цилiндр рангу m з основою c1c2 . . . cm – це послiдовнiсть вкладених

компактiв, то властивiсть 5 випливає з аксiоми Кантора.

При обчисленнi фрактальної розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича пiдмножин вiд-

рiзка [0, 1] можна використовувати їх покриття цилiндрами Q2-зображення, що при-

зводить до еквiвалентного означення. Зауважимо, щоQ2-представлення(зображення)

є узагальненням класичного двiйкового подання(зображення) числа:

x =
α1

2
+
α2

22
+ . . .+

αk
2k

+ . . . ≡ △2
α1α2...αk ...

i спiвпадає з ним, коли q0 =
1

2
.

Q2-зображення є двосимвольною системою кодування дробової частини дiйних чи-

сел з алфавiтом A = {0, 1}, вона має нульову надлишковiсть (це означає, що пра-

ктично всi числа мають єдине зображення i лише злiченна пiдмножина множини

рацiональних чисел має їх два).

У випадку, коли число має два зображення, домовляються використовувати лише

одне позначення, наприклад, те, яке мiстить в перiодi 0. Пiсля цiєї домовленостi

кожна точка має єдине Q2-зображення.

Q2-зображення вперше було введене (описане) i використане в 1986 роцi у роботi

[5], хоча в «незовсiм явному» виглядi воно зустрiчалось вже у роботi [6].
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З тих пiр Q2 -зображення фiгурувало у десятках робiт i використовувалось для

моделювання випадкових величин, функцiй, мiр, динамiчних систем тощо[12,13].

Узагальненням Q2-зображення є марковське двосимвольне зображення, яке в яв-

ному виглядi як система кодування чисел описане в роботi [11]. Як система пред-

ставлення числа воно зустрiчалось уже в роботi [10]. «Геометрiя» цього зображення

є квазiсамоподiбною.

3. Задачi, що призводять до поняття Q2-зображення чисел

Нескладно навести приклади задач, якi приводять до поняття Q2-зображення чи-

сел. Однiєю з таких є задача про вираз функцiї розподiлу випадкової величини з

незалежними однаково розподiленими двiйковими цифрами, розв’язок якої дає на-

ступне твердження.

Теорема 2. Значення функцiї Fξ невиродженого розподiлу випадкової величини

ξ = △2
η1η2...ηk...

з незалежними однаково розподiленими двiйковими цифрами ηk з ймовiрностями

P{ηk = 0} = p0, P{ηk = 1} = 1 − p0 = p1 має Q2-зображення з q0 = p0, а саме:

Fξ(x) = βα1(x) +

∞∑

k=2

(
βαk(x)

k−1∏

j=1

qαj(x)

)
.

Доведення. Згiдно з означенням Fξ(x) = P{ξ < x}.
Враховуючи геометрiю двiйкового зображення, подiю {ξ < x} можна подати у

виглядi:

{ξ < x} = {η1 < α1(x)} ∪ {η1 = α1(x) ∧ η2 < α2(x)} ∪ . . .
. . . ∪ {η1 = α1(x), η2 = α2(x), . . . , ηk = αk(x), ηk+1 < αk+1(x)} ∪ . . ..
Враховуючи, що подiї {η1 < α1(x)}, {η1 = α1(x) ∧ η2 < α2(x)}, . . . {η1 = α1(x), η2 =

α2(x), . . . , ηk = αk(x), ηk+1 < αk+1(x)} . . . є несумiсними, маємо наступний вираз для

значення функцiї розподiлу:

Fξ(x) = P{ξ < x} = P{{η1 < α1(x)} ∪ {η1 = α1(x) ∧ η2 < α2(x)} ∪ . . .
. . . ∪ {η1 = α1(x), η2 = α2(x), . . . , ηk = αk(x), ηk+1 < αk+1(x)} ∪ . . .} =

= P{{η1 < α1(x)}} + P{{η1 = α1(x) ∧ η2 < α2(x)}} + . . .

. . .+ P{{η1 = α1(x), η2 = α2(x), . . . , ηk = αk(x), ηk+1 < αk+1(x)}} . . .
Врахувавши те, що подiї ηk є незалежними, отримаємо:

Fξ(x) = P{{η1 < α1(x)}} + P{{η1 = α1(x)} · P{η2 < α2(x)}} + . . .

. . .+P{{η1 = α1(x)} ·P{η2 = α2(x)} · . . . ·P{ηk = αk(x)} ·P{{ηk+1 < αk+1(x)}}+ . . . =
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= βα1(x) + pα1(x)βα2(x) + . . .+
k−1∏
j=1

pαj(x)βαk(x) + . . . = βα1(x) +
∞∑
k=2

(
βαk(x)

k−1∏
j=1

qαj (x)

)
,

що i треба було довести.

�

4. Iнверсор цифр Q2- зображення дробової частини дiйсного числа

Означення 1. Функцiю

y = I(x) = △Q2

[1−α1][1−α2]...[1−αn]...

називатимемо iнверсором символiв Q2-зображення дiйсного числа x ∈ [0, 1] , де x =

△Q2
α1α2...αn....

Лема 1. Для довiльного x ∈ [0, 1] має мiсце рiвнiсть:

I(△Q2

α1α2...αn1(0)) = I(△Q2

α1α2...αn0(1))

Доведення. Покажемо, що лiва i права частина даної рiвностi мають однаковий ви-

гляд.

Перетворимо лiву частину:

I(△Q2

α1α2...αn0(1)) = △Q2

[1−α1][1−α2]...[1−αn]0(1) = β[1−α1]+β[1−α2]q[1−α1]+· · ·+β[1−αn]

n−1∏
j=1

q[1−aj ]+

+0 ·
n∏
j=1

q[1−aj ] + q2
0 ·

n∏
j=1

q[1−aj ] + q2
0q1 ·

n∏
j=1

q[1−aj ] + . . . = β[1−α1] + β[1−α2]q[1−α1] +

· · · + β[1−αn]

n−1∏
j=1

q[1−aj ] +

q2
0

n∏
j=1

q[1−aj ]

1 − q1
= β[1−α1] + β[1−α2]q[1−α1] + · · · + β[1−αn]

n−1∏
j=1

q[1−aj ] +

q2
0

n∏
j=1

q[1−aj ]

q0
= β[1−α1] + β[1−α2]q[1−α1] + · · · + β[1−αn]

n−1∏
j=1

q[1−aj ] + q0
n∏
j=1

q[1−aj ].

Розглянемо праву частину рiвностi:

I(△Q2

α1α2...αn1(0)) = △Q2

[1−α1][1−α2]...[1−αn]0(1) = β[1−α1]+β[1−α2]q[1−α1]+· · ·+β[1−αn]

n−1∏
j=1

q[1−aj ]+

q0
n∏
j=1

q[1−aj ] + 0 = β[1−α1] + β[1−α2]q[1−α1] + · · ·+ β[1−αn]

n−1∏
j=1

q[1−aj ] + q0
n∏
j=1

q[1−aj ].

Отже, права i лiва частини рiвностi рiвнi. Лему доведено. �

Лема 1 дає змогу стверджувати, що функцiя y = I(x) є коректно визначеною для

усiх Q2-рацiональних чисел з [0, 1] , якi мають по два рiзних зображення.

Теорема 3. Функцiя y = I(x) є неперервною, монотонно спадною та сингулярною

на [0, 1]
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Доведення. 1. Доведемо, що функцiя y = I(x) є неперервною в кожнiй точцi вiдрiзка

[0, 1] .

Нехай x0 — довiльна точка [0, 1] . Для доведення неперервностi I(x) в точцi x0

досить показати, що

lim
x→x0

|I(x) − I(x0)| = 0.

Спочатку розглянемо випадок, коли x0 — Q2 -iррацiональна точка. Для довiльного

x ∈ [0, 1] iснує m = m(x) таке, що



αi(x) = αi(x0), 1 ≤ i ≤ m− 1,

αm(x) 6= αm(x0),

причому умова x→ x0 рiвносильна умовi m→ ∞ . Тодi

|I(x)−I(x0)| = |△Q2

[1−α1(x)][1−α2(x)]...[1−αn(x)]...−△Q2

[1−α1(x0)][1−α2(x0)]...[1−αn(x0)]...| ≤ |(β[1−αm(x)]−

β[1−αm(x0)])
m−1∏
j=1

q[1−aj ]| → 0(m→ ∞).

Отже, I(x) — неперервна в точцi x0.

Нехай тепер x0 — Q2-рацiональне число. Доведемо, що I(x) — неперервна злiва i

неперервна справа в точцi x0.

Для доведення неперервностi злiва досить використати Q2 -представлення x0, що

мiстить перiод (1), а неперервностi справа — Q2-представлення x0, що мiстить перiод

(0), i повторити попереднi мiркування, якi проводились для Q2-iррацiональної точки.

Таким чином, ми показали, що функцiя y = I(x) є неперервною в кожнiй точцi

вiдрiзка [0, 1] .

2. Покажемо, що функцiя y = I(x) є монотонно спадною на [0, 1] .

Нехай x1 = △Q2

α
(1)
1 α

(1)
2 ...α

(1)
n ...

, x2 = △Q2

α
(2)
1 α

(2)
2 ...α

(2)
n ...

, x1 < x2.

Це означає, що ∃k ∈ N таке, що:

α
(1)
1 = α

(2)
1 = α1, α

(1)
2 = α

(2)
2 = α2, . . . , α

(1)
k−1 = α

(2)
k−1 = αk−1, але α(1)

k < α
(2)
k .

Тодi 1 − α
(1)
k > 1 − α

(2)
k .

I(x1)−I(x2) = △Q2

[1−α(1)
1 ][1−α(1)

2 ]...[1−α(1)
n ]...

−△Q2

[1−α(2)
1 ][1−α(2)

2 ]...[1−α(2)
n ]...

= △Q2

[1−α1][1−α2]...[1−αk−1][1−α(1)
k

]...
−

△Q2

[1−α1][1−α2]...[1−αk−1][1−α(2)
k

]...
= β[1−α1]+β[1−α2]q[1−α1]+· · ·+β[1−αk−1]

k−2∏
j=1

q[1−aj ]+β[1−α(1)
k

]

k−1∏
j=1

q[1−aj ]+

. . . − (β[1−α1] + β[1−α2]q[1−α1] + · · · + β[1−αk−1]

k−2∏
j=1

q[1−aj ] + β
[1−α(2)

k ]

k−1∏
j=1

q[1−aj ] + . . .) =

(β
[1−α(1)

k
]
−β

[1−α(2)
k

]
)
k−1∏
j=1

q[1−aj ]+β[1−α(1)
k+1]

q
[1−α(1)

k
]

k−1∏
j=1

q[1−aj ]−β[1−α(2)
k+1]

q
[1−α(2)

k
]

k−1∏
j=1

q[1−aj ]+. . . ≥

q0
k−1∏
j=1

q[1−aj ] −
(
q2
0

k−1∏
j=1

q[1−aj ] + q2
0q1

k−1∏
j=1

q[1−aj ] + . . .

)
= q0

k−1∏
j=1

q[1−aj ] −
q2
0

1 − q1

k−1∏
j=1

q[1−aj ] = 0.
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Отже, якщо x1 < x2, то I(x1) > I(x2), тобто функцiя y = I(x) є монотонно спадною,

що i треба було довести.

3. Доведемо сингулярнiсть функцiї y = I(x).

Розглянемо множину нормальних чисел у Q2-зображеннi. Для них частоти вiдпо-

вiдних цифр набувають наступних значень:

ν0(x) = q0, ν1(x) = q1.

Обчислимо похiдну функцiї y = I(x).

I ′(x) = lim
n→∞

I(△Q2
α1α2...αn...)

| △Q2
α1α2...αn... |

= lim
n→∞

n∏
j=1

q[1−aj ]

n∏
j=1

qaj

= lim
n→∞

q
N1(x)
0 q

N0(x)
1

q
N0(x)
0 q

N1(x)
1

= = lim
n→∞

(
q0
q1

)N1−N0

=

lim
n→∞

((
q0
q1

)N1−N0
n

)n

= lim
n→∞

((
q0
q1

)ν1−ν0)n

= = lim
n→∞

((
q0
q1

)q1−q0)n

.

Оцiнимо значення виразу

(
q0
q1

)q1−q0
.

Можливi випадки:

1. q0 < q1, тодi q0
q1
< 1, q1 − q0 > 0, значить,

(
q0
q1

)q1−q0
< 1.

2. q0 > q1, тодi q0
q1
> 1, q1 − q0 < 0, значить,

(
q0
q1

)q1−q0
< 1.

Отже, I ′(x) = lim
n→∞

((
q0
q1

)q1−q0)n

= 0.

Тому похiдна функцiї y = I(x) на [0, 1] дорiвнює нулю майже скрiзь у розумiннi

мiри Лебега, тому дана функцiя є сингулярною, що i треба було довести. �

Теорема 4. Функцiя y = I(x) не має похiдної в жоднiй з Q2-рацiональних точок

вiдрiзка [0, 1].

Доведення. Нехай x0– довiльна Q2-рацiональна точка вiдрiзка [0, 1] .

x0 = △Q2

α1α2...αk1(0).

Розглянемо послiдовнiсть (xm) таку, що

xm = △Q2
α1α2...αk1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

m

1....

Очевидно, що xm → x0, коли m→ ∞.

Знайдемо вiдповiднi значення функцiї:

I(x0) = △Q2

[1−α1][1−α2]...[1−αk ]0(1), I(xm) = △Q2

[1−α1][1−α2]...[1−αk ]0 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

0...

Обчислимо похiдну даної функцiї злiва:
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I ′−(x0) = lim
m→∞

|I(xm) − I(x0)|
|xm − x0|

= lim
m→∞

q2
0q
m
1

k∏
j=1

q[1−aj ]

qm+1
0 q1

k∏
j=1

q[1−aj ]

=

lim
m→∞

qm−1
1 · qN0

0 · qN1
1

qm−1
0 · qN1

0 · q1
= lim

m→∞

qm−1+k−N0
1 qN0

0

qm−1+k−N0
0 qN0

1

= lim
m→∞

(
q1
q0

)m−1+k−2N0

.

Оскiльки кожне Q2-рацiональне число має два рiзних зображення, то можна об-

числити значення похiдної в точцi x0 для зображення, що мiстить (1):

x0 = △Q2

α1α2...αk0(1).

Для цього зображення розглянемо наступну послiдовнiсть:

xm = △Q2
α1α2...αk0 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

m

0....

Очевидно, що xm → x0, коли m→ ∞.

I(x0) = △Q2

[1−α1][1−α2]...[1−αk ]1(0),

I(xm) = △Q2

[1−α1][1−α2]...[1−αk]1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

1...

Обчислимо похiдну даної функцiї справа:

I ′+(x0) = lim
m→∞

|I(xm) − I(x0)|
|xm − x0|

= lim
m→∞

qm+1
0 q1

k∏
j=1

q[1−aj ]

q2
0q
m
1

k∏
j=1

q[1−aj ]

= lim
m→∞

qm−1
0 · qN0

1 · qN1
0

qm−1
1 · qN0

0 · qN1
1

= lim
m→∞

qm−1+k−N0
0 qN0

1

qm−1+k−N0
1 qN0

0

= lim
m→∞

(
q0
q1

)m−1+k−2N0

.

Можливi два випадки:

1. q0 < q1, тодi:

I ′−(x0) = lim
m→∞

(
q1
q0

)m−1+k−2N0

= ∞,

I ′+(x0) = lim
m→∞

(
q0
q1

)m−1+k−2N0

= 0.

2. q0 > q1, тодi:

I ′−(x0) = lim
m→∞

(
q1
q0

)m−1+k−2N0

= 0,

I ′+(x0) = lim
m→∞

(
q0
q1

)m−1+k−2N0

= ∞.

Отже, в обох випадках похiдна в жоднiй з Q2-рацiональних точок вiдрiзка [0, 1] .

не iснує, що i треба було довести. �
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5. Зв’язок мiж Q2-зображенням та iнверсором його цифр

Означення 2. Два представлення дiйсних чисел Q2 i Q′
2 називатимемо спряженими,

якщо q′0 = q1 = 1 − q0.

Теорема 5. Для довiльного x ∈ [0, 1] має мiсце рiвнiсть:

△Q2
α1α2...αn... + △Q′

2

[1−α1][1−α2]...[1−αn]... = 1.

Доведення. Нехай x = △Q2
α1α2...αn.... Тодi 1 − x ≡ x′ ∈ (0, 1) ,

x+ x′ = 1.

Введемо перепозначення цилiндрiв:

△Q2
c1c2...cm

= △Q′

2

c′1c
′

2...c
′
m
,

де c′i = 1 − ci.

Оскiльки x належить системi цилiндрiв △Q2
α1
,△Q2

α1α2
, . . . ,△Q2

α1α2...αm
, . . . , то x′ нале-

жить системi цилiндрiв △Q′

2

α′

1
,△Q′

2

α′

1α
′

2
, . . . ,△Q′

2

α′

1α
′

2...α
′
m
, . . . .

Отже,

x′ =

∞⋂

n=1

△Q′

2

[1−α1][1−α2]...[1−αn],...,

а це означає, що x′ = △Q′

2

[1−α1][1−α2]...[1−αn]..., що i треба було довести. �
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