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Iнверсор цифр Q3-зображення

дробової частини дiйсного числа

як розв’язок системи трьох функцiональних рiвнянь
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Анотацiя. Основним обєктом дослiдження є одна монотонно спадна, залежна вiд

двох параметрiв q0 i q1 (0 < qi < 1, q0 +q1 < 1), неперервна на вiдрiзку [0, 1] функцiя

(названа iнверсором цифр Q3 – зображення дробової частини дiйсного числа), яка

означується в термiнах Q3 – зображення дiйсних чисел i належить до континуальної

двопараметричної сiм’ї неперервних монотонних або нiде не монотонних функцiй.

Її значення отримується з зображення аргумента замiною цифр: 0 на 2 та 2 на 0.

Вказано систему трьох функцiональних рiвнянь, єдиним розв’язком якої в класi

визначених та обмежених на [0, 1] функцiй є iнверсор цифр Q3 – зображення дро-

бової частини дiйсного числа.

Ключовi слова: Q3-зображення числа, iнверсор цифр, сингулярна функцiя, мi-

ра Лебега, система функцiональних рiвнянь, дробова частина дiйсного числа.

Abstract. The main object of study is a monotonically decreasing, depending on two

parameters q0 and q1 (0 < qi < 1, q0 + q1 < 1), continuous on [0, 1] function. It is called

inversor of digits of Q3-representation of fractional part of a real number and defined in

terms of Q3-representation of real numbers. This function belongs to the two-parameter

continuum family of continuous monotonic or nowhere monotonic functions. Its value is

obtained from representation of argument by change of digits: 0 to 2 and 2 to 0.

We specify system of three functional equations such that this inversor is a unique

solution of this system in the class of functions defined and bounded on [0, 1].

Keywords: Q3-representation of number, inversor of digits, singular function,

Lebesgue measure, system in the class of functions defined, fractional part of a real

number.
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Вступ

Сингулярнi функцiї (неперервнi функцiї, вiдмiннi вiд константи, похiдна яких май-

же скрiзь у розумiннi мiри Лебега дорiвнює нулю) тривалий час вважались екзоти-

чними i їм придiлялось недостатня увага дослiдникiв. Хоча сингулярна компонента

є однiєю з трьох «рiвноправних» складових у лiнiйнiй комбiнацiї розкладу Лебега

довiльної функцiї обмеженої варiацiї f = α1fd+α2fac+α3fs (αi ≥ 0, α1 +α2 +α3 = 1),

де fd – дискретна, fac – абсолютно неперервна та fs – сингулярна функцiї.

Iнтерес до сингулярних функцiй виник у теорiї ймовiрностей, де вони виступали в

якостi функцiй розподiлу випадкових величин зi складною локальною структурою,

тобто в класi монотонних функцiй. Окремий iнтерес викликали сингулярнi строго

зростаючi функцiї (про якi йдеться у роботах [10, 11, 9]), а не лише функцiї канто-

рiвського типу. Крiм того, iнтерес до таких функцiй значно зрiс пiсля доведення у

1981 роцi теореми Замфiреску [12], яка стверджує, що сингулярнi функцiї в метрично-

му просторi всiх неперервних монотонних функцiй з супремум-метрикою утворюють

множину другої категорiї Бера (не є множиною, яка є об’єднанням не бiльш нiж злi-

ченної кiлькостi нiде не щiльних множин). Ще одним, але дуже важливим рушiєм

iнтересу стало доведення того, що сингулярнi функцiї розподiлу випадкових вели-

чин є домiнуючими у класах випадкових величин, символи яких у тому чи iншому

зображеннi є незалежними [1].

В останнi роки з’являється все бiльше публiкацiй, пов’язаних з сингулярними фун-

кцiями [1, 3, 5, 8]. Але iснують деякi труднощi розвитку загальної та iндивiдуальної

теорiї сингулярних функцiй, вони насамперед пов’язанi з вiдсутнiстю ефективного

апарату для їх задання та дослiдження. Останнiм часом для цього використовують

рiзнi системи зображення дiйсних чисел i теорiю рядiв. Також для їх задання та

вивчення все частiше використовують теорiю функцiональних рiвнянь.

Дана робота присвячена однiй сингулярнiй монотонно спаднiй функцiї, залежнiй

вiд двох параметрiв q0 i q1 (0 < qi < 1, q0 + q1 < 1), зокрема як розв’язку системи

трьох функцiональних рiвнянь. Для якої ми вказуємо бiльш широкий континуальний

двопараметричний клас (залежний вiд тих же параметрiв) функцiй, кожна з яких

є або нiде не монотонною, або монотонною i сингулярною (за виключенням кiлькох

вироджених випадкiв).

Нагадаємо [1] деякi вiдомi поняття i факти з теорiї Q3 – зображення дiйсних чисел

з [0, 1], якi будуть далi використовуватись. Нехай Q3 = {q0, q1, q2} – впорядкована

множина чисел, де qk > 0, q0 + q1 + q2 = 1. Вiдомо [1], що для довiльного числа
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x ∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть (αn), αn ∈ A3 = {0, 1, 2} така, що

x = βα1 +
∞∑

k=2

[
βαk

k−1∏

j=1

qαj

]
≡ ∆Q3

α1α2...αn..., (1)

де β0 = 0, βk =
k−1∑
j=0

qj = βk−1 + qk−1, тобто β1 = q0, β2 = q0 + q1, β3 = q0 + q1 + q2 = 1.

Розклад числа x у ряд (1) називається його Q3 – представленням, а скорочений

(символiчний) запис ∆Q3
α1α2...αn... називають Q3 – зображенням, при цьому αn називає-

ться n-тим Q3 – символом цього зображення. Якщо Q3 – зображення є перiодичним,

то його перiод записується у круглих дужках.

Взагалi кажучи, поняття n-ого Q3 – символа числа x є некоректно визначеним,

оскiльки деякi числа мають по два Q3 – зображення, це числа виду

∆Q3

α1...αn−1αn(0) = ∆Q3

α1...αn−1[αn−1](2).

Такi числа називаються Q3 – рацiональними, а решта, тобто тi, що не мiстять перiода

(0) чи (2), мають єдине Q3 – зображення i називаються Q3 – iррацiональними. Для

подальших мiркувань важливим є поняття цилiндра, тому нагадаємо його.

Нехай (c1, c2, . . . , ck) — фiксований впорядкований набiр символiв з алфавiту A3.

Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm називається множина ∆Q3
c1c2...cm

всiх чисел

x ∈ [0, 1], якi мають наступне Q3 – зображення x = ∆Q3
c1c2...cmαm+1...αm+k...

, αm+i ∈ A3.

Цилiндр ∆Q3
c1c2...cm

є вiдрiзком з кiнцями a = ∆Q3

c1c2...cm(0) i b = ∆Q3

c1c2...cm(2). Крiм цього

цилiндри мають наступнi властивостi:

1)∆Q3
c1c2...cm

=
2⋃
i=0

∆Q3

c1c2...cmi
;

2)max∆Q3

c1c2...cmi
= min∆Q3

c1c2...cm(i+1);

3)|∆Q3
c1c2...cm | =

m∏
i=1

qci → 0 (m→ ∞);

4)
∞⋂
m=1

∆Q3
c1...cm = x ≡ ∆Q3

c1...cm... для довiльної послiдовностi (cm), cm ∈ A3.

Якщо всi qi = 1
3
, то Q3 – зображення є класичним трiйковим зображенням.
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1. Умови iснування розв’язку системи трьох функцiональних рiвнянь

Нехай задано чотири набори дiйсних чисел qi, βi, bi та di, де i = 0, 1, 2, причому




qi > 0,

q0 + q1 + q2 = 1,

β0 = 0, βk =
k−1∑
i=0

qi,

|di| < 1,

0 ≤ bi < 1.

Для x ∈ [0, 1] розглядається система трьох функцiональних рiвнянь

f(βi + qix) = b[2−i] + d[2−i]f(x), i = 0, 1, 2. (2)

Спочатку зауважимо, що коли ∆Q3
c1c2...cn...

— Q3 – зображення числа u, cn = cn(u),

то βi + qiu = ∆Q3

ic1c2...cn...
. Тому систему (2) можна записати у формi

f(∆Q3

iα1α2...αn...
) = b[2−i] + d[2−i]f(∆Q3

α1α2...αn...), i = 0, 1, 2, (3)

або f(∆Q3
α1α2...αn...) = b[2−α1] +d[2−α1]f(∆Q3

α2α3...αn...) ∀ (αn) ∈ L ≡ A3×A3× . . .×A3× . . . ,
якi рiвносильнi початковiй системi лише при додаткових умовах, що стосуються рi-

зних зображень Q3 – рацiональних чисел, а саме: якщо x = ∆Q3

c1c2...cn(0) = ∆Q3

c1c2...[cn−1](2),

то рiвностi (3) мають мiсце як для першого, так i для другого Q3 – зображення.

Зупинемося на кiлькох часткових випадках.

Випадок 1. Нехай d0 = d1 = d2 = 0, тодi система (2) набуде вигляду

f(βi + qix) = b[2−i], i = 0, 1, 2.

Очевидно, що остання система має розв’язки в класi обмежених i визначених на

[0, 1] функцiй, якщо функцiя f є коректно визначеною в Q3 – рацiональних точках,

зокрема f(β0 + q0∆
Q3

(2)) = f(β1 + q1∆
Q3

(0)) i f(β1 + q1∆
Q3

(2)) = f(β2 + q2∆
Q3

(0)). А це можливо

тодi i тiльки тодi, коли b0 = b1 = b2.

В цьому випадку розв’язком системи є функцiя f(x) = const = b0.

Випадок 2. Нехай di = dj = 0 i dk 6= 0, де {i, j, k} = {0, 1, 2}, тодi система (2)

набуде вигляду 


f(βk + qkx) = b[2−k] + d[2−k]f(x),

f(βm + qmx) = b[2−m], де m ∈ {i, j}.
Розглянемо випадок, коли d0 = d1 = 0 i d2 6= 0. Мiркуючи аналогiчно до пункту 1,

маємо f(β0 + q0∆
Q3

(2)) = f(β1 + q1∆
Q3

(0)) i f(β1 + q1∆
Q3

(2)) = f(β2 + q2∆
Q3

(0)), а це можливо
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тодi i тiльки тодi, коли



b2 + d2b0 = b1,

b1 = b0,
⇔




b2 = b0(1 − d2),

b1 = b0.

Для двох iнших випадкiв, при d0 = d2 = 0 i d1 6= 0 або d1 = d2 = 0 i d0 6= 0

вiдповiдно мають мiсце



b1 = b0(1 − d1),

b2 = b0;
або




b0 = b2(1 − d0),

b1 = b2.

У цьому випадку система (3) є коректно визначеною тодi i тiльки тодi, коли



bk = bj(1 − dk),

bi = bj .

Випадок 3. Нехай di = 0 та dj 6= 0 6= dk, де {i, j, k} = {0, 1, 2}. Тодi система (2)

запишеться у виглядi



f(βm + qmx) = b[2−m] + d[2−m]f(x), де m ∈ {i, j},
f(βk + qkx) = b[2−k].

Детально розглянемо лише випадок, коли d0 = 0 i d1 6= 0 6= d2. Використовуючи

аналогiчнi мiркування до попереднiх випадкiв (прирiвнюємо значення функцiї для

двох рiзних Q3 – зображень в Q3 – рацiональних точках) та рiвностi системи (2) n

разiв, отримаємо наступну систему



b2 + d2b0 = b1 + d1

(
b2 + d2b2 + d2

2b2 + . . .+ dn−1
2 b2 + dn−1

2 f
(
∆Q3

(2)

))
,

b1 + d1b0 = b0.

Очевидно, що dn−1
2 f

(
∆Q3

(2)

)
→ 0 при n → ∞, тодi сума виразу b2 + d2b2 + d2

2b2 +

. . .+ dn−1
2 b2 + dn−1

2 f
(
∆Q3

(2)

)
прямує до

b2
1 − d2

, отже,





b2 + d2b0 = b1 + d1
b2

1 − d2

,

b1 = b0(1 − d1),

⇔







b2 = b0(1 − d2),

b1 = b0(1 − d1);

d1 + d2 = 1.
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Для двох iнших випадкiв при d1 = 0 або d2 = 0, отримаємо вiдповiдно







b1 = b0
1

1 − d0

,

b2 = b0
1 − d2

1 − d0

;

d0 + d2 = 1.

або








b1 = b0
1 − d1

1 − d0
,

b2 = b0
1

1 − d0

;

d0 + d1 = 1.

Система (2) у випадку 3 є коректно визначеною тодi i тiльки тодi, коли







b1 = b0
1 − d1

1 − d0

,

b2 = b0
1 − d2

1 − d0

;

d0 + d1 + d2 = 1.

Тепер проведемо загальнi мiркування.

Лема 1. Для того, щоб система (2) мала розв’язки в класi визначених i обмежених

на [0, 1] функцiй, необхiдно i достатньо, щоб




b1 − b2 +
b2d1

1 − d2
− b0d2

1 − d0
= 0,

b0 − b1 +
b2d0

1 − d2

− b0d1

1 − d0

= 0.
(4)

Доведення. При умовi (припущеннi) iснування розв’язку системи (2) знайдемо його

форму.

Застосувавши рiвностi системи (2) n разiв, отримаємо

f(∆Q3
α1α2...αn...) = b[2−α1] +

n∑

k=2

[
b[2−αk ]

n−1∏

j=1

d[2−αj ]

]
+

(
n∏

j=1

d[2−αj ]

)
f(∆Q3

αn+1αn+2...αn+k...
).

Оскiльки функцiя визначена в кожнiй точцi вiдрiзка [0, 1], то цей процес мо-

жна продовжувати до нескiнченностi i вiн є збiжним, оскiльки залишковий член(
n∏
j=1

d[2−αj ]

)
f(∆Q3

αn+1αn+2...αn+k...
) прямує до нуля, завдяки тому, що f — обмежена, а

(
n∏
j=1

d[2−αj ]

)
→ 0 (n → ∞). Отже, розв’язок системи (2), у випадку його iснування,

має вигляд

f(∆Q3
α1α2...αn...) = b[2−α1] +

∞∑

k=2

[
b[2−αk]

k−1∏

j=1

d[2−αj ]

]
. (5)

Чи визначає рiвнiсть (5) функцiю?

Якщо число x є Q3 – iррацiональним числом, а отже, має єдине Q3 – зображення,

то очевидно, що так. Залишається перевiрити чи рiвнi значення виразу (5) для двох

рiзних зображень Q3 – рацiональної точки: x = ∆Q3

α1α2...αn−1αn(0) ≡ ∆Q3

α1α2...αn−1[αn−1](2),

де αn 6= 0. З цiєю метою виразимо рiзницю:
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δ ≡ f
(
∆Q3

α1α2...αn−1αn(0)

)
− f

(
∆Q3

α1α2...αn−1αn(2)

)
=

=

n−1∏

k=1

d[2−αk]

(
b[2−αn] − b[3−αn] + d[2−αn]f

(
∆Q3

(0)

)
− d[3−αn]f

(
∆Q3

(2)

))
=

=

(
n−1∏

i=1

d[2−αi]

)(
b[2−αn] − b[3−αn] +

b2d[2−αn]

1 − d2

− b0d[3−αn]

1 − d0

)
.

Для того, щоб δ = 0 (значення для двох рiзних Q3 –зображень кожної Q3 – рацiо-

нальної точки спiвпадали), необхiдно i достатньо, щоб

ραn ≡
(
b[2−αn] − b[3−αn] +

b2d[2−αn]

1 − d2

− b0d[3−αn]

1 − d0

)
= 0,

як при αn = 1, так i при αn = 2, тобто, щоб мала мiсце система (4).

Н е о б х i д н i с т ь. Оскiльки система (4) має розв’язки, то кожен з них має

форму (5), а рiвнiсть (5) коректно визначає функцiю, тодi i тiльки тодi, коли має

мiсце система (4).

Д о с т а т н i с т ь. З того, що має мiсце система (4) випливає коректнiсть визна-

чення функцiї f рiвнiстю (5), яка задовольняє систему функцiональних рiвнянь (2),

а отже, є її розв’язком. �

Наслiдок 1. Якщо b0 = 0, b1 = d0, b2 = d0 + d1, то d0 + d1 + d2 = 1 i система (2)

у класi обмежених i визначених на [0, 1] функцiй має єдиний розв’язок — функцiю,

визначену рiвнiстю (5).

Лема 2. Якщо b0 = 0, b1 = d0, b2 = d0 + d1, то iз системи (4) випливає, що

d0 + d1 + d2 = 1 або d0 = 0 = d1.

Доведення. Якщо b0 = 0, b1 = d0, b2 = d0 + d1, то система (4) записується у виглядi




d0 − d0 − d1 +
(d0 + d1)d1

1 − d2
− 0 · d2

1 − d0
= 0,

0 − d0 +
(d0 + d1)d0

1 − d2
− 0 · d1

1 − d0
= 0,

тобто 



d1(−1 + d0 + d1 + d2)

1 − d2

= 0,

d0(−1 + d0 + d1 + d2)

1 − d2
= 0,

⇔
[
d0 + d1 + d2 = 1,

d0 = 0 = d1.

�
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2. Умови неперервностi функцiї як розв’язку системи трьох

функцiональних рiвнянь

Теорема 1. Якщо для системи (2) одночасно виконуються умови:




d0 + d1 + d2 = 1,

max
i

|di| < 1,

b0 = 0, bk =
k−1∑
i=0

di > 0,

(6)

то функцiя f визначена рiвнiстю (5) є неперервною на вiдрiзку [0, 1].

Доведення. Нехай задано число x та x0 ∈ [0, 1], причому αi(x) = αi(x0) для всiх i < n

та αn(x) 6= αn(x0). Розглянемо рiзницю

f(x) − f(x0) =

n−1∏

i=1

d[2−αi]

(
f
(
∆Q3

αn(x)αn+1(x)...αn+k(x)...

)
− f

(
∆Q3

αn(x0)αn+1(x0)...αn+k(x0)...

))
.

Число x0 може бути Q3 – рацiональним або Q3 – iррацiональним, тому необхiдно

розглянути два випадки.

Нехай x0 — Q3 – iррацiональне число, тодi умова x→ x0 рiвносильна умовi n→ ∞
i зокрема

|f(x) − f(x0)| ≤
n−1∏

i=1

d[2−αi] ≤ (max{|d0|, |d1|, |d2|})n−1 → 0 (n→ ∞),

тобто lim
x→x0

f(x) = f(x0). Отже, функцiя f(x) неперервна в точцi x0.

Якщо x0 — Q3 – рацiональне число, тобто має два рiзних Q3 – зображення,

то неперервнiсть доводиться аналогiчними мiркуваннями з використанням означе-

ння неперервностi та виразу функцiї f . Але, коли x прямує до x0 злiва необхi-

дно використати зображення ∆Q3

α1(x0)α2(x0)...αn(x0)(0), а коли x прямує до x0 справа —

∆Q3

α1(x0)α2(x0)...[αn−1](x0)(2)
. �

Лема 3. Для приросту µf(∆Q3
c1c2...cn

) ≡ f
(
∆Q3

c1c2...cn(2)

)
− f

(
∆Q3

c1c2...cn(0)

)
функцiї f на

цилiндрi ∆Q3
c1c2...cn ≡

[
∆Q3

c1c2...cn(0); ∆
Q3

c1c2...cn(2)

]
має мiсце рiвнiсть

µf(∆
Q3
c1c2...cn

) = −
n−1∏

j=1

d[2−cj].

Доведення. Використовуючи, вираз (5) для значення функцiї f , отримуємо

f
(
∆Q3

c1c2...cn(2)

)
− f

(
∆Q3

c1c2...cn(0)

)
=

n−1∏

j=1

d[2−cj ]

(
f
(
∆Q3

(2)

)
− f

(
∆Q3

(0)

))
=
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=

n−1∏

j=1

d[2−cj]

(
b0

1 − d0
− b2

1 − d2

)
= −

n−1∏

j=1

d[2−cj ].

�

Теорема 2. Якщо для системи (2) виконуються умови (6), то функцiя є:

1) монотонною i набуває невiд’ємних значень, якщо всi di ≥ 0, i = 0, 2, зокрема

строго монотонною, якщо всi di > 0;

2) сталою на цилiндрi ∆Q3
c1c2...cm

, якщо iснує dck = 0 при k < m;

3) нiде не монотонною, якщо всi di 6= 0 та iснує хоча б одне dk < 0, k = {1, 2}.

Доведення. Твердження 1) i 2) випливають з попередньої леми.

Твердження 3) доведемо методом вiд супротивного. Припустимо, що умови твер-

дження 3) виконуються i знайдеться iнтервал монотонностi функцiї f . Але очевидно,

що iснує цилiндр ∆Q3
c1c2...cn

, який повнiстю належить цьому iнтервалу монотонностi, а

отже, є промiжком монотонностi функцiї f .

Зважаючи на те, що всi di 6= 0 та iснує хоча б одне di < 0, i = 0, 2, та попередню

лему, маємо µf(∆
Q3
c1c2...cn

) 6= 0 i µf(∆
Q3
c1c2...cn0) · µf(∆Q3

c1c2...cni
) < 0. Тобто на одному з

цилiндрiв ∆Q3

c1c2...cn0 чи ∆Q3

c1c2...cni
функцiя має додатнiй прирiст, а на iншому – вiд’єм-

ний, що суперечить монотонностi функцiї f на цилiндрi ∆Q3
c1c2...cn

i доводить останнє

твердження та всю теорему. �

Наслiдок 2. Якщо виконуються умови (6) i di = 0, то f є сингулярною функцiєю

канторiвського типу.

3. Iнверсор як розв’язок системи трьох функцiональних рiвнянь

Нехай bi = βi та di = qi, i = 0, 2. Тодi система трьох функцiональних рiвнянь

набуде вигляду

f(βi + qix) = β[2−i] + q[2−i]f(x), i = 0, 1, 2, (7)

де x ∈ [0, 1], яка для класичного трiйкового зображення має вигляд

f

(
i+ x

3

)
=

2 − i+ f(x)

3
,

єдиним розв’язком останньої є функцiя f(x) = 1 − x.

Теорема 3. Єдиним розв’язком системи функцiональних рiвнянь (7) в класi обме-

жених i визначених в кожнiй точцi [0, 1] є неперервна функцiя, значення якої в

точцi x обчислюється за формулою

f(∆Q3
α1α2...αn...) = β[2−α1] +

∞∑

k=2

(
β[2−αk ]

k−1∏

j=1

q[2−αj ]

)
. (8)
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Доведення. Зважаючи на те, що bi = βi та di = qi для всiх i = 0, 2, функцiя f є

коректно визначеною (оскiльки виконуються умови (4) i (6)), то рiвнiсть (5) перепи-

сується у формi (8).

Беручи до уваги, що для функцiї f виконуються умови (6), то f — неперервна

мотонноспадна функцiя на вiдрiзку [0, 1] i набуває невiд’ємних значень. �

Зауваження 1. Система (7) задає систему iтерованих функцiй, для яких атра-

ктором буде деяка компактна множина в R2. Але висновок про те, що цiєю мно-

жиною буде графiк неперервої функцiї на [0, 1], взагалi кажучи, є нетривiальним.

Зауваження 2. Система (7) може бути записана наступним чином

1) f(δi(x)) = β[2−i] + q[2−i]f(x), i = 0, 1, 2, де δi(x) = ∆Q3

iα1α2...αn...;

2) f(x) = β[2−α1]+q[2−α1]f(ω(x)), α1 ∈ A3, де ω(∆Q3
α1α2...αn...) = ∆Q3

α2α3...αn... – оператор

зсуву цифр Q3 – зображення числа x.

Означення 1. Iнверсором цифр Q3 – зображення числа ∆Q3
α1α2...αn... = x ∈ [0, 1] (далi

iнверсором) називатимемо функцiю I, визначену на [0, 1] рiвнiстю

I(∆Q3
α1α2...αn...) = ∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αn]... = β[2−α1] +
∞∑

k=2

(
β[2−αk]

k−1∏

j=1

q[2−αj ]

)
. (9)

Зауваження 3. Єдиним розв’язком системи (7) в класi обмежених i визначених

на [0, 1] функцiй є iнверсор I.

4. Функцiональнi спiввiдношення

Впорядкованi множини додатних дiйсних чисел Q3 = {q0; q1; q2} i Q′
3 = {q′0; q′1; q′2}

називатимемо спряженими, якщо q′0 + q′1 + q′2 = 1 i q′0 = q2, q
′
1 = q1, q

′
2 = q0.

Теорема 4. Для iнверсора I цифр Q3 – зображення чисел вiдрiзка [0, 1] має мiсце

рiвнiсть

I(∆Q3
α1α2...αn...) = 1 − ∆Q′

3
α1α2...αn.... (10)

Доведення. Нехай x = ∆Q3
α1α2...αn... — довiльне число з iнтервалу (0; 1). Тодi 1−x = x′.

Легко бачити, що має мiсце рiвнiсть: ∆Q3
c1c2...cm

≡ ∆
Q′

3

c′1c
′

2...c
′

m
, де c′i = 2 − ci. Справдi,

оскiльки x належить системi вкладених цилiндрiв ∆Q3
α1
,∆Q3

α1α2
, . . . ,∆Q3

α1α2...αn
, . . . , то

x′ = 1− x належить системi вкладених цилiндрiв ∆
Q′

3

α′

1
,∆

Q′

3

α′

1α
′

2
, . . . ,∆

Q′

3

α′

1α
′

2...α
′

n
, . . .. Тому,

x′ =

∞⋂

n=1

∆
Q′

3

α′

1α
′

2...α
′
n

=

∞⋂

n=1

∆
Q′

3

[2−α1][2−α2]...[2−αn].

З x+x′ = 1 випливає рiвнiсть ∆Q3
α1α2...αn...+∆

Q′

3

[2−α1][2−α2]...[2−αn]... = 1, яка рiвносильна

рiвностi I(∆Q3
α1α2...αn...) = 1 − ∆

Q′

3
α1α2...αn.... �
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Лема 4. Для iнверсора I мають мiсце наступнi функцiональнi спiввiдношення:

I(βi + qix) = β[2−i] + q[2−i]I(x), i = 0, 1, 2; (11)

I(x) = β[2−α1] + q[2−α1]I(ω(x)), α1 ∈ A3; (12)

I(βi + qix) = β[3−i] − q[2−i]g(x), i = 0, 1, 2; (13)

I(x) = β[3−α1] − q[2−α1]g(ω(x)), α1 ∈ A3, (14)

де ω(∆Q3
α1α2...αn...) = ∆Q3

α2α3...αn... – оператор зсуву цифр числа x, g(∆Q3
α1α2...αn...) =

∆
Q′

3
α1α2...αn... i Q′

3 = {q′0, q′1, q′2} спряжена до Q3.

Доведення. Система (11) є очевидною.

Доведемо, що має мiсце система (13). Для цього використаємо рiвнiсть (10) i роз-

глянемо спочатку функцiю g(x) визначену рiвнiстю

g(∆Q3
α1α2...αn...) = ∆Q′

3
α1α2...αn....

Очевидно, що g(∆Q3

iα1α2...αn...
) = g(βi + qi∆

Q3
α1α2...αn...), причому

g(∆Q3

iα1α2...αn...
) = ∆

Q′

3
iα1α2...αn...

= β ′
i + q′i∆

Q′

3
α1α2...αn... = β ′

i + q′ig(∆
Q3
α1α2...αn...) = β ′

i + q′ig(x).

Тодi у випадку, якщо:

1) i = 0, то β ′
0 + q′0g(x) = 0 + q2g(x) = 1 − β3 + q2g(x);

2) i = 1, то β ′
1 + q′1g(x) = q′0 + q′1g(x) = q2 + q1g(x) = 1 − β2 + q1g(x);

3) i = 2, то β ′
2 + q′2g(x) = q′0 + q′1 + q′2g(x) = q2 + q1 + q0g(x) = 1 − β1 + q0g(x).

Тому має мiсце

g(βi + qix) = 1 − β[3−i] + q[2−i]g(x).

Зважаючи на останню рiвнiсть та рiвнiсть (10), маємо

I(βi + qix) = 1 − g(βi + qix) = 1 −
(
1 − β[3−i] + q[2−i]g(x)

)
,

тобто

I(βi + qix) = β[3−i] − q[2−i]g(x).

Якщо додатково ввести функцiю, яку називають оператором зсуву цифр числа x,

для якої має мiсце рiвнiсть

ω(∆Q3
α1α2...αn...) = ∆Q3

α2α3...αn...,

то систему рiвнянь (11) можна переписати у виглядi (12), а систему (13) можна

переписати у виглядi (14). �
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