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Анотацiя. Вивчається зображення дiйсних чисел з нескiнченним алфавiтом i ну-

льовою надлишковiстю, основне метричне вiдношення для якого визначається стоха-

стичною матрицею. Розв’язуються найпростiшi задачi метричної i ймовiнiсної теорiї

дiйсних чисел для цього зображення.
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Abstract. We study representation of real numbers with infinite alphabet and zero

redundancy. Its basic metric relation is determined by a stochastic matrix. We solve

simplest problems of metric and probabilistic theory of real numbers for this representa-

tion.
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1. Вступ

Сьогоднi в математицi використовуються рiзнi зображення (кодування) дiйсних

чисел зi скiнченним та нескiнченним алфавiтом, визначенi односторонньою чи дво-

стронньою числовою послiдовнiстю (знакододотньою чи знакозмiнною) тощо. Однi

системи числення породжують простiшу, а iншi складнiшу геометрiю. Кожна систе-

ма зображення числа має свої переваги та слабкi сторони в планi використання для

задання та дослiдження рiзних математичних об’єктiв (множин, функцiй, операто-

рiв, динамiчних систем та iн), якi мають фрактальнi властивостi.

В данiй роботi ми дослiджуємо так зване маркiвське зображення, яке є узагальне-

нням s-адичного та Q-зображення, а також узагальненням зображення, запропоно-

ваного в [ОПрац,08]. Геометрiя (геометричний змiст цифр, властивостi цилiндричних
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множин, метричнi вiдношення) даного зображення є складнiшою, нiж геометрiя Q-

зображення, i залежить вiд s2 − s параметрiв. Природнiсть цього зображення i вибiр

термiну для нього обумовлена тим, що зображення функцiї розподiлу випадкової

величини, s-ковi цифри якої мають маркiвську залежнiсть (утворюють однорiдний

ланцюг Маркова) з вектором початкових ймовiрностей q0, q1,..., qs−1 i матрицею пе-

рехiдних ймовiрностей ||pij||, в яких вiдсутнi нулi, є маркiвським.

2. Цилiндричне марковське зображення чисел

Нехай A = Z0 = {0, 1, ..., s, ...} — алфавiт, q = (q0, q1, ..., qs,...) — фiксована послiдов-

нiсть додатних дiйсних чисел така, що q0 + q1 + ...+ qs + ... = 1,

G = ‖qij‖ =




q00 q01 . . . q0s . . .

q10 q11 . . . q1s . . .
...

...
. . .

...
...

q(s−1)0 q(s−1)1 . . . qss . . .




— нескiнченна стохастична матриця,

тобто qi0 + qi1 + ...+ qis + ... = 1 для всiх i ∈ A, яка не мiстить нулiв (qij > 0).

Розглянемо систему подрiбнюючих розбиттiв промiжка [0, 1)

[0, 1) = ∆0 ∪ ∆1 ∪ ... ∪ ∆s ∪ ...,

де ∆0 = [0, q0), ∆i = [qo + ... + qi−1, q0 + ...+ qi−1 + qi), i = 1, ..., s, ....

Визначимо систему промiжкiв n-го рангу

∆a1...an, де an ∈ A, n = 1, 2, ...

наступними умовами:

(1) ∆a1...an = ∆a1...an0 ∪ ... ∪ ∆a1...ans ∪ ...;
(2) max ∆a1...ani = min ∆a1...an(i+1), ∀i = 1, ..., s, ...;

(3)
|∆a1...anij |
|∆a1...ani|

= qij .

Промiжок ∆a1...an називатимемо цилiндром рангу n з основою a1...an. Iнтервал з

тими ж самими кiнцями, що й ∆a1...an позначатимемо через ▽a1...an.

Лема 1. Довжина цилiндра ∆a1...an обчислюється за формулою

|∆a1...an| = qa1

n−1∏

i=1

qaiai+1
.

Доведення. n-кратне застосування властивостi цилiндрiв (3) приводить до:

|∆a1...an| = qan−1an |∆a1...an−2an−1 | = qan−1anqan−2an−1 |∆a1...an−2| = ... =

= qan−1anqan−2an−1 ...qa2a3qa1a2 |∆a1 | = qan−1anqan−2an−1 ...qa2a3qa1a2qa1 =
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= qa1

n−1∏

i=1

qaiai+1
.

�

Наслiдок 1. Для довiльної послiдовностi (an), an ∈ A, має мiсце |∆a1...an| → 0 при

n→ ∞.

Лема 2. Для довiльної послiдовностi (an), де an ∈ A, iснує єдина точка x ∈ [0, 1),

така, що належить всiм цилiндрам послiдовностi

∆a1 , ∆a1a2 , ..., ∆a1a2...an...,

тобто

x =
∞⋂

n=1

∆a1a2...an ≡ ∆a1a2...an....

Доведення. Дане твердження випливає iз заданих властивостей промiжкiв ∆a1...am,

наслiдку 1 i аксiоми Кантора. �

Лема 3. Має мiсце рiвнiсть

x = ∆a1...an... = βa1 +
∞∑

k=1

βakak+1

k−1∏

j=1

qajaj+1
, (1)

де βa1 =

a1−1∑

i=0

qi, βakak+1
= qa1

ak+1−1∑

i=0

qaki. (2)

Доведення. Справдi,

x =

a1−1∑

i=0

|∆i| +
a2−1∑

i=0

|∆a1i| +
a3−1∑

i=0

|∆a1a2i| + ... =

=

a1−1∑

i=0

qi +

a2−1∑

i=0

qa1iqa1 +

a3−1∑

i=0

qa2iqa1a2qa1 + ... +

ak+1−1∑

i=0

qaki

k−1∏

j=1

qaj
qaj+1

qa1 + ... =

= βa1 +

∞∑

k=1

βakak+1

k−1∏

j=1

qajaj+1
.

�

Теорема 1. Для довiльного x ∈ [0; 1) iснує послiдовнiсть (an), an ∈ A така, що має

мiсце рiвнiсть (1).
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Доведення. Використовуючи властивостi цилiндрiв, легко бачити, що для довiльного

x ∈ [0; 1) iснує система вкладених вiдрiзкiв ∆a1 , ∆a1a2 , ..., ∆a1a2...an, ..., якi мiстять x.

Згiдно з лемою 2, їх перерiз спiвпадає з точкою x, тобто

x =
∞⋂

n=1

∆a1a2...an ≡ ∆a1a2...an... .

�

Символiчний запис ∆a1a2...an... виразу (1) числа x називатимемо G∞-марковським

зображенням. При цьому an називається n-ою цифрою (символом) даного G∞-

марковського зображення.

3. Множини чисел, з обмеженнями на вживання цифр

Нехай (Vn) - послiдовнiсть пiдмножин A.

Через C = C[∆, (Vn)] будемо позначати множину всiх чисел з вiдрiзка [0, 1], для

яких n-ий символ набуває значень з множини Vn, тобто

C = C[∆, (Vn)] = {x : x = ∆a1a2...an,..., an ∈ Vn}, де Vn ⊆ A.

Теорема 2. Мiра Лебега множини C, обчислюється за формулами

λ(C) =

∞∏

n=1

λ(Fn)

λ(Fn−1)
= (3)

=
∞∏

n=1

(
1 − λ(F̄n)

λ(Fn−1)

)
, (4)

де F0 = [0, 1], Fn– об’єднання цилiнрiв рангу n, серед внутрiшнiх точок яких є точки

множини C, F̄n = Fn−1 \ Fn.

Доведення. Зрозумiло, що Fn – це замкнена множина, C ⊂ Fn для довiльного n ∈ N ,

C = lim
n→∞

Fn =
∞⋂
n=1

Fn, λ(C) = lim
n→∞

λ(Fn),

i

λ(Fn) = λ(Fn−1) − λ(F̄n), (5)

причому

F̄n =





Ø якщо Vn = A,
⋃

v1∈V1

...
⋃

vn−1∈Vn−1

⋃
wn∈A\Vn

▽v1...vn−1wn.

Оскiльки Fn =
⋃

v1∈V1

· · · ⋃
vn−1∈Vn−1

⋃
vn∈A\Vn

∆v1···vn−1vn ,

то

λ(Fn) =
λ(Fn)

λ(Fn−1)
· λ(Fn−1)

λ(Fn−2)
· ... · λ(F2)

λ(F1)
· λ(F1)

λ(F0)
=
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=

∞∏

k=1

λ(Fk)

λ(Fk−1)
.

Тодi

λ(C) = lim
n→∞

λ(Fn) = lim
n→∞

n∏

k=1

λ(Fk)

λ(Fk−1)
=

=
∞∏

k=1

λ(Fk)

λ(Fk−1)
.

Рiвнiсть (1) доведено.

Враховуючи (3), отримуємо

λ(C) =

∞∏

k=1

λ(Fk−1) − λ(F̄k)

λ(Fk−1)
=

=

∞∏

k=1

(
1 − λ(F̄k)

λ(Fk−1)

)
,

що й вимагалося довести. �

Наслiдок 2. Рiвнiсть λ(C) = 0 рiвносильна рiвностi
∞∑

n=1

λ(F̄n)

λ(Fn−1)
= ∞ (6)

Доведення. Дане твердження є наслiдком теореми 2 i твердження про

взаємозв’язок мiж розбiжнiстю нескiнченних добуткiв i рядiв. �

Теорема 3. Рiвнiсть λ(C) = 0 має мiсце тодi i тiльки тодi, коли

послiдовнiсть (Vn) має властивiсть Vn 6= A для нескiнченної множини значень n.

Доведення. Нехай множина {n : Vn 6= A}
є нескiнченною i для кожного члена послiдовностi (nk)

Vnk
6= A.

Тодi
λ(F̄nk

)

λ(Fnk−1)
≥ qmin

i

lim
n→∞

λ(F̄nk
)

λ(Fnk−1)
6= 0.

Отже, не виконується необхiдна умова збiжностi ряду (4), тобто вiн розбiгається i

дає, згiдно з наслiдком теореми 2, λ(C) = 0.

Нехай λ(C) = 0. Доведемо, що послiдовнiсть (Vn) має властивiсть Vn 6= A для не-

скiнченної множини значень n. Для цього скористаємося методом вiд супротивного.
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Якщо припустити, що для всiх n, бiльших деякого n0, Vn = A, то Fn = Fn−1 для

всiх n > n0 i
λ(Fn)

λ(Fn−1)
= 1,

а отже, добуток (1) збiгається i згiдно з теоремою 2

λ(C) > 0,

що суперечить умовi λ(C) = 0. �

Наслiдок 3. λ(C[∆, V ]) = 0 тодi i тiльки тодi, коли V 6= A, де V = Vn для всiх

n ∈ N .

4. Деякi застосування

Розглянемо випадкову величину

ξ = ∆η1η2...ηk..., (7)

цифри ηk маркiвського зображення якої є незалежними i однаково розподiленими, а

саме:

P{ηk = i} = q ≥ 0, q0 + q1 + ...+ qs−1 = 1.

Нехай qi > 0.

Виникає питання: чи є функцiя розподiлу випадкової величини (7) оберненою до

функцiї розподiлу випадкової величини, що має Q-зображення, Q-символи якого

утворюють ланцюг Маркова.

Теорема 4. 1) Якщо

p0 = p1 = ... = ps−1 =
1

s
, pij =

1

s
,

то розподiл ξ є рiвномiрним.

2) Якщо pij =
1

s
, то розподiл ξ є кусково-рiвномiрним.

Теорема 5. Якщо випадкова величина ξ рiвномiрно розподiлена на [0; 1], то її цифри

є залежними i утворюють однорiдний ланцюг Маркова з початковими ймовiрно-

стями

p0 = q0, p1 = q1, ..., ps−1 = qs−1

i матрицею перехiдних ймовiностей ||pij|| = qij.
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Доведення. Оскiльки ξ рiвномiрно розподiлена на [0; 1], то

P{ξ ∈ [a, b]} = P{ξ ∈ (a, b)} = b− a,

зокрема,

P(∆||pij ||
c1c2...cm

) = |∆||pij ||
c1...cm

|.
Оскiльки

P{τ1 = j} = P{ξ ∈ ∆j} = |∆j |,
то

P{τ1 = j} = qj.

Оскiльки

P{τ2 = j/τ1 = i} = P{ξ ∈ ∆ij} = |∆ij|,
то

P{τ2 = j/τ1 = i} = qiqij .

�
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