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Анотацiя. У роботi вводиться зображення дробової частини дiйсного числа, ал-

фавiтом якого є множина натуральних чисел, а кодування чисел здiйснюється за

допомогою знакопочережних двiйкових рядiв та їх пiдрядiв; вивчається геометрiя

цього зображення (властивостi цилiндрiв та хвостових множин), описуються вла-

стивостi оператору зсуву цифр, доводиться критерiй рацiональностi числа.

Ключовi слова: ∆#-зображення дробової частини дiйсного числа, геометрiя

зображення, цилiндр, основне метричне вiдношення, рацiональнiсть числа, оператор

зсуву цифр, хвостова множина, множина канторiвського типу.

Abstract. In the paper, we introduce the representation of fractional part of real num-

ber such that its alphabet is a set of positive integers and numbers are encoded by means

of alternating binary series and their subseries. We study the geometry of this represen-

tation (properties of cylinders and tail sets), describe properties of shift operator, prove

the criterion of rationality of number.

Keywords: ∆#-representation of fractional part of real number, geometry of repre-

sentation, basic metric relation, rationality of number, shift operator, tail set, Cantor-like

set.

Вступ

Сьогоднi в математицi та її застосуваннях широко використовуються рiзнi системи

представлення та зображення (кодування) дiйсних чисел, якi в принципi є рiзними

моделями дiйсного числа. Для потреб фрактальної геометрiї та фрактального ана-

лiзу вони є зручним iнструментом у конструюваннi та дослiдженнях математичних

об’єктiв зi складною локальною структурою [1]-[3] (множин, функцiй, мiр, розподiлiв

випадкових величин, перетворень простору, динамiчних систем тощо). Однi з таких

систем використовують скiнченний [4], iншi — нескiнченний [5] алфавiти. Створення
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нової системи кодування дiйсних чисел розширює коло об’єктiв, якi формально про-

сто описуються та вивчаються. Ми розглядаємо ще одну систему кодування, алфа-

вiтом якої є множина натуральних чисел. Вона має зв’язок з представленням чисел

елементарними ланцюговими дробами [6] та нега-двiйковою системою числення. З її

допомогою моделюються сингулярнi, неперервнi нiде не монотоннi, звивистi та неди-

ференцiйовнi функцiї. Разом з цим, лише ґрунтовне вивчення її геометрiї дозволить

ефективно використовувати її в теорiї фракталiв. При цьому iснує кiлька аспектiв до-

слiдження: теоретико-числовий, геометричний (тополого-метричний), фрактальний,

ймовiрнiсний тощо, якi власне є автономними, хоча органiчно взаємопов’язаними

(тiсно переплiтаються).

Представлення чисел, якому присвячена дана робота, вперше фiгурувало у роботi

Салема [7] у виразi значення сингулярної строго зростаючої функцiї (сьогоднi так

званої функцiї Мiнковського [8]), яка в iррацiональних точках означається рiвнiстю:

? (x) =?([0; a1, a2, . . . , an, . . .]) =

= 21−a1 − 21−a1−a2 + 21−a1−a2−a3 + . . .+ (−1)n+121−a1−...−an + . . . ,

де x =
1

a1 +
1

a2 + ...

≡ [0; a1, a2, ...] − елементарний ланцюговий дрiб, (an ∈ N),

а в рацiональних точках доозначується за неперервнiстю i виражається скiнченною

сумою.

1. Представлення дробової частини дiйсного числа у системi з

основою 2 i нескiнченним алфавiтом

Лема 1. При довiльних натуральному n i наборi натуральних чисел (a1, a2, . . . , an−1, an)

число

x = 21−a1 − 21−a1−a2 + . . .+ (−1)n−121−a1−a2−...−an−1−an ≡ ∆♯
a1a2...an−1an(0) (1)

є рацiональним числом з пiвiнтервалу (0; 21−a1 ], причому якщо an = 1, то

x = 21−a1 − 21−a1−a2 + . . .+ (−1)n−221−a1−a2−...−an−2−a′n−1 ≡ ∆♯
a1a2...an−2a′n−1(0), (2)

де a′n−1 = an−1 + 1.

Доведення. Рацiональнiсть числа x очевидна. Спочатку доведемо першу частину

твердження. Для цього використаємо метод математичної iндукцiї.

При n = 1 твердження очевидно правильне, оскiльки x = 21−a1 .
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Припускаємо правильнiсть твердження для n = k, тобто, що

21−a1 − 21−a1−a2 + . . .+ (−1)k−121−a1−a2−...−ak = x ∈ (0; 21−a1].

Розглянемо випадок, коли n = k + 1. Очевидно, що

x = 21−a1 − 2−a1x1,

де x1 = 21−a2 − 21−a2−a3 + . . .+ (−1)k21−a2−a3−...−ak+1 .

За припущенням x1 ∈ (0; 21−a2 ]. Тому

0 < 21−a1 − 21−a1−a2 ≤ x = 21−a1 − 2−a1x1 < 21−a1 ,

що й вимагалось довести.

Тепер доведемо другу частину твердження.

Розглянувши рiзницю виразiв (1) i (2) при an = 1, отримаємо:

(−1)n−2((21−a1−a2−...−an−1 − 21−a1−a2−...−an−1−1) − 21−a1−a2−...−an−2−(an−1+1)) =

= (−1)n−2(2−a1−a2−...−an−1 − 2−a1−a2−...−an−1) = 0.

Отже, при an = 1 для числа x має мiсце розклад (2). �

Зауважимо, що перiод (0) у скороченому записi ∆♯
a1a2...an−1an(0) виразу (1) числа x

є чисто символiчним, мотивацiю чого ми наведемо пiзнiше.

Лема 2. Число x, що є значенням виразу (1) або (2), є двiйково-рацiональним, тоб-

то має класичне двiйкове зображення з перiодом (0).

Доведення. Враховуючи лему 1, ми можемо вважати, що n є числом парним, тобто

n=2m. Тодi

x =(21−a1 − 21−a1−a2) + . . .+ (21−a1−...−a2m−1 − 21−a1−...−a2m−1−a2m) =

=
2a2 − 1

2a1+a2−1
+

2a4 − 1

2a1+a2+a3+a4−1
+ . . .+

22m − 1

2a1+a2+...+a2m−1
.

Оскiльки

2ai − 1 = 2ai−1 + 2ai−2 + . . .+ 21 + 20,

то
2ai − 1

2a1+a2+...+ai−1
=

2ai−1 + 2ai−2 + . . .+ 21 + 20

2a1+a2+...+ai−1
=

=
1

2a1+a2+...+ai−1
+

1

2a1+a2+...+ai−1+1
+ . . .+

1

2a1+a2+...+ai−1
.

Тому

x =

(
1

2a1
+

1

2a1+1
+

1

2a1+2
+ . . .+

1

2a1+a2−1

)
+

+

(
1

2a1+a2+a3
+

1

2a1+a2+a3+1
+ . . .+

1

2a1+a2+a3+a4−1

)
+ . . .+
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+

(
1

2a1+...+a2m−1
+

1

2a1+...+a2m−1+1
+ . . .+

1

2a1+...+a2m−1+a2m−1

)
=

= ∆2
1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

a2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a3−a2

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a4

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a5−a4

...1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2m

(0)
. �

Лема 3. При довiльнiй послiдовностi натуральних чисел (an) сума x ряду

x = 21−a1 − 21−a1−a2 +. . .+ (−1)n−121−a1−a2−...−an +. . .=
∞∑

n=1

(−1)n−121−a1−a2−...−an (3)

належить iнтервалу (0; 21−a1), причому рiзним послiдовностям вiдповiдають рiзнi

суми.

Доведення. Збiжнiсть ряду (3) i те, що його сума x ≤ 21−a1 випливає з теореми

Лейбнiца — ознаки збiжностi знакозмiнного ряду. Оскiльки x = 21−a1 − 2−a1x1, де

x1 = 21−a2 − 21−a2−a3 + . . .+ (−1)n−121−a2−a3−...−an + . . . =

=
∞∑

n=2

(
21−a2−...−an − 21−a2−...−an−an+1

)
=

∞∑

n=2

21−a2−...−an

(
1 − 1

2an+1

)
> 0

i x1 ≤ 21−a2 за ознакою Лейбнiца, тобто 0 < x1 ≤ 21−a2 . Тодi

0 < 2−a1 ≤ x < 21−a1 .

Тепер доведемо, що для рiзних послiдовностей (an) i (a′n) суми вiдповiдних рядiв

x i x′ не є рiвними.

Оскiльки (an) 6= (a′n), то iснує m ∈ N таке, що am 6= a′m, але ai = a′i при i < m. Тодi

x−x′=(−1)m−121−a1−...−am−1−1

(
2−am − 2−a

′

m +

∞∑

i=1

2−am−...−am+i −
∞∑

i=1

2−a
′

m−...−a′m+i

)
.

Не порушуючи загальностi, вважатимемо, що am < a′m. Тодi

2−am − 2−a
′

m =
1

2am
− 1

2a′m
≥ 1

2am
− 1

2am+1
=

1

2am+1
.

Оскiльки ∞∑

i=1

1

2am+am+1+...+am+i
> 0,

∞∑

i=1

1

2a
′

m+a′m+1+...+a′m+i

=
1

2a′m

∞∑

i=1

1

2a
′

m+1+...+a′m+i

≤ 1

2a′m

∞∑

i=1

1

2i
=

1

2a′m
≤ 1

2am+1
,

то ∞∑

i=1

2−am−...−am+i −
∞∑

i=1

2−a
′

m−...−a′m+i > − 1

2am+1
,

а отже,
∞∑

i=1

(2−am − 2−a
′

m) +
∞∑

i=1

2−a
′

m−...−a′m+i −
∞∑

i=1

2−a
′

m−...−a′m+i >
1

2am+1
− 1

2am+1
= 0,
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тобто x > x1, що й вимагалось довести. �

Теорема 1. Для будь-якого x ∈ (0; 1] iснує скiнченна або нескiнченна послiдовнiсть

натуральних чисел (an) така, що

x =
∑

k

(−1)k−121−a1−a2−...−ak . (4)

Доведення. Оскiльки

(0; 1] =
∞⋃

n=1

(
1

2n
;

1

2n−1

]
,

то iснує a1 ∈ N таке, що

x ∈
(

1

2a1
;

1

2a1−1

]
⇔ 1

2a1
< x ≤ 1

2a1−1
.

Звiдки

− 1

2a1
< x− 1

2a1−1
≡ x1 ≤ 0.

Якщо x1 = x− 1

2a1−1
= 0, то x =

1

2a1−1
.

Нехай x1 = x− 1

2a1−1
< 0. Оскiльки

∞⋃

n=0

[
− 1

2a1+n−1
;− 1

2a1+n

)
, то iснує a2, таке, що

− 1

2a1+a2−1
≤ x1 < − 1

2a1+a2
.

Звiдки

0 ≤ x1 +
1

2a1+a2−1
≡ x2 <

1

2a1+a2
.

Якщо x2 = x1 +
1

2a1+a2−1
= 0, то x1 = − 1

2a1+a2−1
i x =

1

2a1−1
− 1

2a1+a2−1
.

Якщо x2 < 0, то процес продовжується до тих пiр, поки не буде отримано xk = 0,

яке виражається

xk ≡ xk−1 +
(−1)k

2a1+a2+...+ak−1
,

звiдки

xk−1 =
(−1)k+1

2a1+a2+...+ak−1
+ xk.

Тодi

xk−2 =
(−1)k

2a1+a2+...+ak−1−1
+ xk−1 =

(−1)k

2a1+a2+...+ak−1−1
+

(−1)k+1

2a1+a2+...+ak−1
+ xk

i т.д.

А отже,

x =
1

2a1−1
− 1

2a1+a2−1
+ . . .+

(−1)k+1

2a1+a2+...+ak−1
+ xk,

або ж до нескiнченностi.
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У першому випадку

x =
1

2a1−1
− 1

2a1+a2−1
+ . . .+

(−1)k+1

2a1+a2+...+ak−1
.

Якщо ж xk < 0 для довiльного k ∈ N , то

x =

∞∑

k=1

(−1)k+1

2a1+a2+...+ak−1
,

оскiльки збiжнiсть процесу гарантує умова

|xk| ≤
1

2a1+a2+...+ak+1−1
≤ 1

2k
→ 0 (k → ∞). �

Означення 1. Подання числа x у формi (4) називається ∆♯−представленням числа,

а його символiчний запис ∆♯
a1a2...an... у випадку нескiнченної суми та ∆♯

a1a2...an(0) у

випадку скiнченного розкладу — ∆♯−зображенням.

З теореми 1 i лем 1–3 випливає, що кожне iррацiональне число має єдине

∆♯−зображення. Єдине зображення мають також двiйково-iррацiональнi числа,

двiйково-рацiональнi числа, якi утворюють пiдмножину множини рацiональних чи-

сел, мають їх два (для одного з них an = 1).

2. Критерiй рацiональностi числа

Означення 2. Зображення ∆♯
a1a2...am... числа x ∈ (0, 1] називається перiодичним, якщо

iснують m, t ∈ N такi, що

am+nt+j = am+j ∀ n, j ∈ N.

Це коротко записується ∆♯
a1a2...am(am+1am+2...am+t)

.

Теорема 2. Для того щоб число x ∈ (0, 1] було рацiональним, необхiдно i доста-

тньо, щоб його ∆♯−зображення було скiнченним або перiодичним.

Доведення. Н е о б х i д н i с т ь. Якщо x= 1, то x= 21−1 = ∆♯
1(0). Нехай x =

p

q
−

рацiональне число з (0, 1), причому дрiб
p

q
є нескоротним. Тодi p < q. Зрозумiло,

що ∆♯−зображення числа x може бути скiнченним. Розглянемо випадок, коли його

розклад є нескiнченним. Подамо x у виглядi

x = 21−a1 − 21−a1−a2 + . . .+ (−1)n−221−a1−a2−...−an−1 + (−1)n−12−a1−a2−...−an−1xn−1,

де

xn−1 = 21−an − 21−an−an+1 + 21−an−an+1−an+2 − . . . .
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Пiсля множення останньої рiвностi на 2an , отримуємо

2anxn−1 = 2 − (21−an+1 − 21−an+1−an+2 + . . .︸ ︷︷ ︸
xn

) = 2 − xn.

Тодi кожне xn є рацiональним i

xn = 2 − 2anxn−1 = 2 − 2an(2 − 2an−1xn−2) = 2 − 2an+1 + 2an−1+anxn−2 =

= 2−2an+1 +2an−1+an(2−2an−2xn−3) = 2−2an+1 +2an−1+an+1−2an−2+an−1+anxn−3 = . . . =

= 2 − 2an+1 + 2an−1+an+1 − . . .+ (−1)n−12a2+...+an+1 + (−1)n2a1+...+anx =

=
2q − q2an+1 + q2an−1+an+1 − . . .+ (−1)n−1q2a2+...+an+1 + (−1)nq2a1+...+anp

q
=
pn
q
.

Оскiльки x ∈ (0, 1] для всiх n, то або xn = 1 для деякого натурального n, i в цьому

випадку розклад скiнченний, або ж для кожного n

xn ∈
{

1

q
,
2

q
, . . .

q − 1

q

}
.

Тому iснують t, n ∈ N такi, що xn = xn+t. Остання рiвнiсть i доводить перiоди-

чнiсть ∆♯−зображення числа x.

Д о с т а т н i с т ь. Якщо розклад числа x є скiнченним, то x як результат

скiнченної кiлькостi арифметичних операцiй над цiлими числами, є рацiональним.

Нехай x = ∆♯
a1a2...an(c1c2...ct)

— дiйсне число з (0, 1], що має перiодичне ∆♯−зображення

з перiодом (c1c2 . . . ct). Якщо покласти

a ≡ a1 + a2 + . . .+ an, c ≡ c1 + c2 + . . .+ ct,

B = 21−a1 − 21−a1−a2 + . . .+ (−1)n−121−a,

D = 2−c1 − 2−c1−c2 + . . .+ (−1)t−12−c,

то x = B + S, де

S = (−1)n21−a ·D + (−1)n+t21−a−c ·D + (−1)n+2t21−a−2c ·D + . . .

як сума всiх членiв нескiнченно спадної геометричної прогресiї з першим членом

b1 = (−1)n21−a ·D i знаменником q = (−1)t2−c виражається

S =
(−1)n21−a ·D
1 − (−1)t2−c

.

Оскiльки B i S є рацiональними числами, рацiональною є i їх сума x. �

Очевидно, що число x = ∆♯
a1a2...an..., цифри у ∆♯−зображеннi якого утворюють ари-

фметичну прогресiю, тобто an+1−an = d = const для кожного n ∈ N, є рацiональним

тодi i тiльки тодi, коли d = 0. Якщо ж цифри у ∆♯−зображеннi числа x утворю-

ють геометричну прогресiю, тобто
an+1

an
= q = const для кожного n ∈ N, то воно є

рацiональним тодi i тiльки тодi, коли q = 1.
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Означення 3. Число x називається ∆♯−рацiональним, якщо його ∆♯−зображення є

скiнченним.

Як випливає з леми 1 ∆♯−рацiональне число має два ∆♯−зображення i є рацiо-

нальним числом. Таким чином, ∆♯–рацiональнi числа утворюють злiченну пiдмно-

жину множини рацiональних чисел, а доповнення множини ∆♯−рацiональних чи-

сел до множини рацiональних чисел — це множина чисел, що мають перiодичнi

∆♯−зображення.

3. Геометрiя цилiндричного ∆♯−зображення чисел

Означення 4. Нехай (c1, c2, . . . , cm)− впорядкований набiр натуральних чисел. Ци-

лiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm називається множина ∆♯
c1c2...cm

чисел x ∈ (0, 1],

якi мають ∆♯−зображення таке, що ai(x) = ci, i = 1, m, тобто або

x =
1

2c1−1
− 1

2c1+c2−1
+ . . .+

(−1)m−1

2c1+c2+...+cm−1
,

або

x =
1

2c1−1
− 1

2c1+c2−1
+ . . .+

(−1)m−1

2c1+c2+...+cm−1
+

(−1)m

2c1+c2+...+cm
· x′,

або

x =
1

2c1−1
− 1

2c1+c2−1
+ . . .+

(−1)m−1

2c1+c2+...+cm−1
+

(−1)m

2c1+c2+...+cm
· x′′,

де

x′ =
1

2am+1−1
− 1

2am+1+am+2−1
+ . . .+

1

2am+1+...+am+k−1
,

x′′ =
1

2am+1−1
− 1

2am+1+am+2−1
+ . . .+

1

2am+1+...+am+k−1
+ . . . .

Цилiндри мають наступнi властивостi.

1.
∞⋃

c1=1

∞⋃

c2=1

. . .
∞⋃

cm=1

∆♯
c1c2...cm

= (0, 1], для будь-якого натурального m;

2. ∆♯
c1c2...cm =

∞⋃

i=1

∆♯
c1c2...cmi

;

3. inf ∆♯
c1c2...c2k−1i

= sup ∆♯
c1c2...c2k−1(i+1); sup ∆♯

c1c2...c2ki
= inf ∆♯

c1c2...c2k(i+1);

4. Для дiаметра цилiндра виконується рiвнiсть

d(∆♯
c1c2...cm

) =
1

2c1+c2+...+cm
;

5. Цилiндри одного рангу не перетинаються або спiвпадають (рiвнi), причому

∆♯
c1c2...cm

= ∆♯
c′1c

′

2...c
′

m
⇐⇒ ci = c′i i = 1, m;
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6. Для довiльної послiдовностi (cm), cm ∈ N, перерiз
∞⋂

m=1

∆♯
c1c2...cm = x ≡ ∆♯

c1c2...cm...

є ∆♯−iррацiональною точкою пiвiнтервала (0; 1].

Лема 4. Цилiндр ∆♯
c1c2...cm

є вiдрiзком, причому

∆♯
c1c2...cm = [a− δ; a], коли m = 2k − 1,

i

∆♯
c1c2...cm = [a; a+ δ], коли m = 2k,

де

δ =
1

2c1+c2+...+cm
,

a =
1

2c1−1
− 1

2c1+c2−1
+ . . .+

(−1)m−2

2c1+c2+...+cm−1−1
+

(−1)m−1

2c1+c2+...+cm−1
.

Доведення. Введемо позначення

C ≡ △♯
c1c2...cm, A ≡ [a− δ; a], B ≡ [a; a+ δ].

1. Розглянемо випадок, коли m = 2k − 1. Покажемо, що C ⊂ A.

Нехай x = ∆♯
c1c2...cm... — довiльний елемент множини C, тобто

x =
1

2c1−1
− . . .+

1

2c1+...+c2k−1−1
− 1

2c1+...+c2k−1

(
1

2a2k−1
− 1

2a2k+a2k+1−1
+ . . .

)

︸ ︷︷ ︸
x2k

.

Тодi

minC =
1

2c1−1
− 1

2c1+c2−1
+ . . .+

1

2c1+...+c2k−1−1
− 1

2c1+...+c2k−1
,

що досягається при x2k =
1

21−1
= 1, а

maxC =
1

2c1−1
− 1

2c1+c2−1
+ . . .+

1

2c1+...+c2k−1−1
.

Отже,

1

2c1−1
− . . .+

1

2c1+...+c2k−1−1︸ ︷︷ ︸
a

− 1

2c1+...+c2k−1︸ ︷︷ ︸
δ

≤ x ≤ 1

2c1−1
− . . .+

1

2c1+...+c2k−1−1︸ ︷︷ ︸
a

або a− δ ≤ x ≤ a, а це означає, що C ⊂ A.

Доведемо тепер таке включення: A ⊂ C.

Нехай x ∈ [a− δ; a]. Покажемо, що в цьому випадку або

x = ∆♯
c1c2...c2k−1(0)

, (5)
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або

x = ∆♯
c1c2...c2k−1a2ka2k+1...a2k+n(0), (6)

або

x = ∆♯
c1c2...c2k−1a2ka2k+1...

, (7)

де a2k+j ∈ N, тобто що x ∈ C, а отже, A ⊂ C.

Справдi, якщо x = a, то очевидно, що виконується рiвнiсть (5); якщо x = a− δ, то

виконується рiвнiсть (6), а саме: x = a−δ = ∆♯
c1c2...c2k−11(0). Нехай тепер a−δ < x < a.

Покажемо, що в цьому випадку ai(x) = ci для всiх i ≤ m = 2k − 1. Для цього

скористаємось методом вiд супротивного. Припустимо, що iснує ai(x) = c′i 6= ci при

i ≤ 2k − 1.

Випадок А. Розглянемо число x′ = ∆♯
c1c2...ci−1c′i(0)

. Тодi або c′i < ci, або c′i > ci,

причому можливi двi ситуацiї: 1) i− непарне, тобто i = 2j − 1; 2) i− парне, тобто

i = 2j.

A.1. Розглянемо випадок, коли c′2j−1 < c2j−1. Тодi рiзниця

x′ − a =
1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
−
(

1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
− 1

2c1+...+c2j−1+c2j−1
+ . . .+

+
1

2c1+...+c2k−1−1

)
≥ 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
− 1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
> 0.

A.2. Нехай тепер c′2j < c2j . Тодi рiзниця

x′ − a = − 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1
+

(
1

2c1+...+ci−1+c2j−1
− 1

2c1+...+c2j+c2j+1−1
+ . . .+

+
1

2c1+...+c2k−1−1

)
≤ − 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1
+

1

2c1+...+ci−1+c2j−1
<

< − 1

2c1+...+c2j+...+c2k−1
= −δ.

Отже, у випадках A.1, А.2 число x′ лежить за межами iнтервала (a− δ; a). Анало-

гiчно мiркуючи, можна показати, що у випадках, коли c′2j > c2j i c′2j−1 > c2j−1, число

x′ також лежить за межами iнтервала (a− δ; a). Таким чином, з x ∈ A випливає, що

ai(x) = ci для всiх i ≤ 2k − 1 i має мiсце рiвнiсть (7), тобто x ∈ C.

Випадок B. Розглянемо тепер число x′=∆♯
c1c2...ci−1c′iai+1...ai+n(0). Тодi також або c′i<ci,

або c′i > ci, причому можливi ситуацiї: 1) i− непарне, тобто i = 2j − 1; 2) i− парне,

тобто i = 2j.

B.1. Розглянемо випадок, коли c′2j−1 > c2j−1. Тодi рiзниця

x′−a =

(
1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
− 1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j−1
+ . . .+

(−1)2j+n−1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j+...+a2j+n−1

)
−
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−
(

1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
− 1

2c1+...+c2j−1+c2j−1
+ . . .+

1

2c1+...+c2k−1−1

)
=

=

(
1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
− 1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1

)
−

−
(

1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j−1
− 1

2c1+...+c2j−1+c2j−1

)
+ . . .+

+

(
(−1)2j+n−1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j+...+a2j+n−1
− 1

2c1+...+c2k−1−1

)
≤

≤ 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
− 1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
< − 1

2c1+...+c2j+...+c2k−1
= −δ.

B.2. Нехай тепер c′2j > c2j , тодi рiзниця

x′−a =

(
− 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1
+

1

2c1+...+c
′

2j+a2j+1−1
− . . .+

(−1)2j+n

2c1+...+c
′

2j+a2j+1+...+a2j+n+1−1

)
+

+

(
1

2c1+...+ci−1+c2j−1
− 1

2c1+...+c2j+c2j+1−1
+ . . .+

1

2c1+...+c2k−1−1

)
=

=

(
− 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1
+

1

2c1+...+ci−1+c2j−1

)
−

−
(
− 1

2c1+...+c
′

2j+a2j+1−1
+

1

2c1+...+c2j+c2j+1−1

)
+ . . .+

+

(
− (−1)2j+n

2c1+...+c
′

2j+a2j+1+...+a2j+n+1−1
+

1

2c1+...+c2k−1−1

)
≥

≥ − 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1
+

1

2c1+...+ci−1+c2j−1
> 0.

Аналогiчно у випадках, коли c′2j < c2j i c′2j−1 < c2j−1, можна показати, що число x′

лежить за межами iнтервала (a− δ; a).

Випадок C. Розглянемо тепер число x′ = ∆♯
c1c2...ci−1c′iai+1ai+2...

. В цьому випадку та-

кож або c′i < ci, або c′i > ci, причому можливо: 1) i− непарне, тобто i = 2j − 1; 2) i−
парне, тобто i = 2j.

С.1. Розглянемо випадок, коли c′2j−1 < c2j−1. Тодi рiзниця

x′−a =

(
1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
− 1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j−1
+

1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j+a2j+1−1
− . . .

)
−

−
(

1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
− 1

2c1+...+c2j−1+c2j−1
+ . . .+

1

2c1+...+c2k−1−1

)
=

=

(
1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
− 1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1

)
−
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−
(

1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j−1
− 1

2c1+...+c2j−1+c2j−1

)
+ . . .+

+

(
(−1)2j+n−1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j+...+a2j+n−1
− 1

2c1+...+c2k−1−1

)
+ . . . ≥

≥ 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
− 1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
> 0.

C.2. У випадку, коли c′2j−1 > c2j−1, рiзниця

x′−a =

(
1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
− 1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j−1
+

1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j+a2j+1−1
− . . .

)
−

−
(

1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
− 1

2c1+...+c2j−1+c2j−1
+ . . .+

1

2c1+...+c2k−1−1

)
=

=

(
1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
− 1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1

)
−

−
(

1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j−1
− 1

2c1+...+c2j−1+c2j−1

)
+ . . .+

+

(
(−1)2j+n−1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j+...+a2j+n−1
− 1

2c1+...+c2k−1−1

)
+ . . . ≤

≤ 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
− 1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
< − 1

2c1+...+c2j+...+c2k−1
= −δ.

Аналогiчно можна довести, що число x′ лежить поза iнтервалом (a − δ; a), коли

c′2j > c2j i c′2j < c2j .

Отже, x не може мати зображення, вiдмiнне вiд (5)-(7), а це означає, що x ∈ C i

A ⊂ C. Враховуючи першу частину доведення, маємо C ⊂ A i A ⊂ C, тобто A = C.

Таким чином, при m = 2k− 1 цилiндр ∆♯
c1c2...cm є вiдрiзком [a− δ; a], що i вимагалось

довести.

2. Тепер розглянемо випадок, коли m = 2k. Покажемо, що C ⊂ B.

Нехай x = ∆♯
c1c2...cm... — довiльний елемент множини C, тобто

x =
1

2c1−1
− 1

2c1+c2−1
+. . .+

(−1)2k−1

2c1+...+c2k−1
+

1

2c1+...+c2k

(
1

2a2k+1−1
− 1

2a2k+1+a2k+2−1
+. . .

)

︸ ︷︷ ︸
x2k+1

.

Тодi

maxC =
1

2c1−1
− 1

2c1+c2−1
+ . . .+ (−1)2k−1 1

2c1+...+c2k−1
+

1

2c1+...+c2k
,

що досягається при x2k+1 =
1

21−1
= 1, а

minC =
1

2c1−1
− 1

2c1+c2−1
+ . . .+ (−1)2k−1 1

2c1+...+c2k−1
.
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Отже,

1

2c1−1
+ . . .+

(−1)2k−1

2c1+...+c2k−1︸ ︷︷ ︸
a

≤ x ≤ 1

2c1−1
+ . . .+

(−1)2k−1

2c1+...+c2k−1︸ ︷︷ ︸
a

+
1

2c1+...+c2k︸ ︷︷ ︸
δ

або a ≤ x ≤ a+ δ, а це означає, що x ∈ B i C ⊂ B.

Доведемо тепер таке включення: B ⊂ C.

Нехай x ∈ [a; a + δ]. Покажемо, що в цьому випадку або

x = ∆♯
c1c2...c2k(0), (8)

або

x = ∆♯
c1c2...c2ka2k+1a2k+2...a2k+n(0), (9)

або

x = ∆♯
c1c2...c2ka2k+1a2k+2...

, (10)

де a2k+j ∈ N, тобто що x ∈ C, а отже, B ⊂ C.

Справдi, якщо x = a, то виконується рiвнiсть (8); якщо x = a+δ = ∆♯
c1c2...c2k1(0),

то виконується рiвнiсть (9). Нехай тепер a < x < a + δ. Покажемо, що в цьому

випадку ai(x) = ci для всiх i ≤ m = 2k. Для цього знову скористаємось методом вiд

супротивного i припустимо, що iснує ai(x) = c′i 6= ci при i ≤ 2k.

Випадок А. Розглянемо число x′ = ∆♯
c1c2...ci−1c′i(0)

. Тодi або c′i < ci, або c′i > ci,

причому можливi двi ситуацiї: 1) i− непарне, тобто i = 2j − 1; 2) i− парне, тобто

i = 2j.

A.1. Якщо c′2j−1 > c2j−1, то рiзниця

x′ − a =
1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
−
(

1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
− 1

2c1+...+c2j−1+c2j−1
+ . . .+

+
(−1)2k−1

2c1+...+c2k−1

)
≤ 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
− 1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
< 0.

A.2. Нехай тепер c′2j > c2j . Тодi рiзниця

x′ − a = − 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1
+

(
1

2c1+...+ci−1+c2j−1
− 1

2c1+...+c2j+c2j+1−1
+ . . .+

+
(−1)2k−1

2c1+...+c2k−1

)
≥ − 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1
+

1

2c1+...+ci−1+c2j−1
>

1

2c1+...+c2j+...+c2k
= δ.

Отже, x′ /∈ (a; a+ δ). Аналогiчно мiркуючи, можна показати, що у випадках, коли

c′2j < c2j i c′2j−1 < c2j−1, число x′ також лежить за межами iнтервала (a; a+ δ). Таким

чином, з x ∈ A випливає, що ai(x) = ci для всiх i ≤ 2k i має мiсце рiвнiсть (10), тобто

x ∈ C.
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Випадок B. Розглянемо тепер число x′=∆♯
c1c2...ci−1c′iai+1...ai+n(0). Тодi також або c′i<ci,

або c′i > ci, причому можливо: 1) i− непарне, тобто i = 2j − 1; 2) i− парне, тобто

i = 2j.

B.1. Розглянемо випадок, коли c′2j−1 < c2j−1. Тодi рiзниця

x′−a =

(
1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
− 1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j−1
+ . . .+

(−1)2j+n−1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j+...+a2j+n−1

)
−

−
(

1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
− 1

2c1+...+c2j−1+c2j−1
+ . . .+

(−1)2k−1

2c1+...+c2k−1

)
=

=

(
1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
− 1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1

)
−

−
(

1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j−1
− 1

2c1+...+c2j−1+c2j−1

)
+ . . .+

+

(
(−1)2j+n−1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j+...+a2j+n−1
− (−1)2k−1

2c1+...+c2k−1

)
≥

≥ 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
− 1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
>

1

2c1+...+c2j+...+c2k
= δ.

B.2. Якщо c′2j < c2j , то рiзниця

x′−a =

(
− 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1
+

1

2c1+...+c
′

2j+a2j+1−1
− . . .+

(−1)2j+n

2c1+...+c
′

2j+a2j+1+...+a2j+n+1−1

)
+

+

(
1

2c1+...+ci−1+c2j−1
− 1

2c1+...+c2j+c2j+1−1
+ . . .+

(−1)2k−1

2c1+...+c2k−1

)
=

=

(
− 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1
+

1

2c1+...+ci−1+c2j−1

)
−

−
(
− 1

2c1+...+c
′

2j+a2j+1−1
+

1

2c1+...+c2j+c2j+1−1

)
+ . . .+

+

(
− (−1)2j+n

2c1+...+c
′

2j+a2j+1+...+a2j+n+1−1
+

(−1)2k−1

2c1+...+c2k−1

)
≤

≤ − 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1
+

1

2c1+...+ci−1+c2j−1
< 0.

У випадках, коли c′2j−1 > c2j−1 i c′2j > c2j, аналогчно можна показати, що число x′

також лежить поза iнтервалом (a; a+ δ).

Випадок C. Розглянемо тепер число x′ = ∆♯
c1c2...ci−1c′iai+1ai+2...

. В цьому випадку або

c′i < ci, або c′i > ci, причому можливi двi ситуацiї: 1) i− непарне, тобто i = 2j − 1;

2) i− парне, тобто i = 2j.
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C.1. Коли c′2j < c2j , то рiзниця

x′−a =

(
− 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
+

1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j−1
− 1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j+a2j+1−1
+ . . .

)
+

+

(
1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
− 1

2c1+...+c2j−1+c2j−1
+ . . .+

(−1)2k−1

2c1+...+c2k−1

)
=

=

(
− 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
+

1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1

)
−

−
(
− 1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j−1
+

1

2c1+...+c2j−1+c2j−1

)
+ . . .+

+

(
− (−1)2j+n−1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j+...+a2j+n−1
+

(−1)2k−1

2c1+...+c2k−1

)
+ . . . ≤

≤ − 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
+

1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
< 0.

C.2. I, накiнець, якщо c′2j > c2j , то рiзниця

x′−a =

(
− 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
+

1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j−1
− 1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j+a2j+1−1
+ . . .

)
+

+

(
1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
− 1

2c1+...+c2j−1+c2j−1
+ . . .+

(−1)2k−1

2c1+...+c2k−1

)
=

=

(
− 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
+

1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1

)
−

−
(
− 1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j−1
+

1

2c1+...+c2j−1+c2j−1

)
+ . . .+

+

(
− (−1)2j+n−1

2c1+...+c
′

2j−1+a2j+...+a2j+n−1
+

(−1)2k−1

2c1+...+c2k−1

)
+ . . . ≥

≥ − 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
+

1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
>

1

2c1+...+c2j+...+c2k
= δ.

Аналогiчно можна довести, що коли c′2j−1 > c2j−1 або c′2j−1 < c2j−1, то число x′

лежить за межами iнтервала (a; a+ δ).

Отже, x не може мати зображення, вiдмiнне вiд (8)-(10), а це означає, що x ∈ C

i B ⊂ C, а тому B = C. Таким чином, при m = 2k цилiндр ∆♯
c1c2...cm

є вiдрiзком

[a; a+ δ], що i вимагалось довести. �

Наслiдок 1. Для довжини цилiндра рангу m мають мiсце спiввiдношення:

|∆♯
c1c2...cm

| =
1

2c1+c2+...+cm
≤ 1

2m
→ 0 (m→ ∞).
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Наслiдок 2. Для довiльного цилiндра ∆♯
c1c2...cm має мiсце рiвнiсть (основне метри-

чне вiдношення)
|∆♯

c1c2...cmi
|

|∆♯
c1c2...cm |

=
1

2i
, i = 1, 2, . . . .

Зауважимо, що значення основного метричного вiдношення залежить лише вiд

останнього символа в основi цилiндра ∆♯
c1c2...cmi

.

4. Оператор зсуву символiв

У множинi всiх ∆♯−зображень дiйсних чисел пiвiнтервала (0; 1] розглянемо опера-

тор ω зсуву цифр, означений рiвностями

ω
(
∆♯
a1a2...an...

)
= ∆♯

a2a3...an..., ω
(
∆♯
a1a2...an(0)

)
= ∆♯

a2a3...an(0),

який породжує функцiю ω : (0; 1] → (0; 1].

Даний оператор володiє властивiстю сюр’єктивностi, але не має властивостi iн’є-

ктивностi, оскiльки

ω(∆♯
ia2...an...) = ω(∆♯

ja2...an...) при i 6= j.

Точки ∆♯
(i), i = 1, 2, 3, . . . є iнварiантними для вiдображення ω.

Застосування оператора зсуву ω n раз приводить до оператора ωn :

ωn
(
∆♯
a1a2...an...

)
= ∆♯

an+1an+2...
.

Лема 5. 1. Функцiя ω(x) є кусково-лiнiйною, причому лiнiйною на кожному цилiндрi

першого рангу:

ω(x) = 2 − 2ix при x ∈ ∆♯
i, (11)

тобто x = ∆♯
ia2...an..., i = 1, 2, 3, . . ..

2. В кожнiй точцi виду x = ∆♯
[i+1](0), i ∈ N, вона має розрив першого роду зi

стрибком 1.

Доведення. 1. Справдi,

x = ∆♯
ia2a3...an...

=
1

2i−1
− 1

2i

(
1

2a2−1
− 1

2a2+a3−1
+ . . .

)
,

тобто

x =
1

2i−1
− 1

2i
ω(x),

звiдки випливає (6).

2. Дослiдимо поведiнку функцiї ω(x) в правому ε-пiвоколi точки x = ∆♯
[i+1](0).

Оскiльки умова x→ ∆♯
[i+1](0) + 0 рiвносильна умовi x ∈ ∆♯

i1j , де j → ∞, то

lim
x→∆♯

[i+1](0)
+0

ω(x) = lim
j→∞

ω
(
∆♯
i1j

)
= lim

j→∞
∆♯

1j = 1.
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У лiвому ε-пiвоколi точки x = ∆♯
[i+1](0) умова x → ∆♯

[i+1](0) − 0 рiвносильна умовi

x ∈ ∆♯
[i+1]j, де j → ∞. Тодi

lim
x→∆♯

[i+1](0)
−0

ω(x) = lim
j→∞

ω
(
∆♯

[i+1]j

)
= lim

j→∞
∆♯
j = 0. �

Зауваження 1. Всi прямi, що є графiками лiнiйних функцiй (6), мають рiзнi ку-

товi коефiцiєнти, але вiсь ординат перетинають в однiй точцi.

Наслiдок 3. Оператор зсуву символiв ω кожну пiдмножину пiвiнтервала (0; 1]

нульової мiри Лебега переводить в множину нульової мiри Лебега, а пiдмножину

повної мiри — в множину повної мiри; бiльше того, прообразом множини нульової

мiри є множина нульової мiри, а множини повної мiри — множина повної мiри.

Лема 6. При кожному фiксованому значеннi параметра i ∈ N вiдображення

δi(x) = ∆♯
ia1(x)...an(x)... = − 1

2i
x+

1

2i−1

є стискуючим вiдображенням з коефiцiєнтом
1

2i
i iнварiантною точкою x = ∆♯

(i).

Доведення. Дане твердження випливає з того, що

δi(x) = ∆♯
ia1(x)...an(x)... =

1

2i−1
− 1

2i

(
1

2a1−1
− 1

2a1+a2−1
+

1

2a1+a2+a3−1
− . . .

)
=

1

2i−1
− 1

2i
x,

а тому, ∣∣∣∣
δi(x2) − δi(x1)

x2 − x1

∣∣∣∣ =
1

2i
i δi

(
∆♯

(i)

)
= ∆♯

(i). �

Зауваження 2. Для оператора зсуву ω i вiдображення δi(x) мають мiсце рiвностi:

ω(δi(x)) = x; δa1(x)(ω(x)) = x.

На множинi всiх ∆♯−зображень дiйсних чисел пiвiнтервала (0; 1] означимо фун-

кцiю ϕ рiвностями

ϕ(∆♯
a1a2...an...) = ∆♯

[a1+a2]a3...an...
, ϕ(∆♯

a1a2...an(0)) = ∆♯
[a1+a2]a3...an(0).

Лема 7. 1. Функцiя ϕ(x) = ∆♯
[a1+a2]a3...an...

є кусково-лiнiйною, причому лiнiйною на

кожному цилiндрi першого рангу:

ϕ(x) = 21−i − x при x ∈ ∆♯
i, (12)

тобто x = ∆♯
ia2...an..., i = 1, 2, 3, . . ..

2. В кожнiй точцi виду x = ∆♯
[i+1](0), i ∈ N, вона має розрив першого роду зi

стрибком
1

2i
.
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Доведення. 1. Справдi,

x = ∆♯
ia2a3...an...

=
1

2i−1
−
(

1

2i+a2−1
− 1

2i+a2+a3−1
+ . . .

)
,

тобто

x =
1

2i−1
− ϕ(x),

звiдки випливає (12).

2. Дослiдимо поведiнку функцiї ϕ(x) в правому ε-пiвоколi точки x = ∆♯
[i+1](0).

Умова x→ ∆♯
[i+1](0) + 0 рiвносильна умовi x ∈ ∆♯

i1j , де j → ∞, тодi

lim
x→∆♯

[i+1](0)
+0

ϕ(x) = lim
j→∞

ϕ
(
∆♯
i1j

)
= lim

j→∞
∆♯

[i+1]j =
1

2i
.

Тепер дослiдимо поведiнку функцiї ϕ(x) у лiвому ε-пiвоколi точки x = ∆♯
[i+1](0).

Оскiльки умова x→ ∆♯
[i+1](0) − 0 рiвносильна умовi x ∈ ∆♯

[i+1]j, де j → ∞, то

lim
x→∆♯

[i+1](0)
−0

ϕ(x) = lim
j→∞

ϕ
(
∆♯

[i+1]j

)
= lim

j→∞
∆♯

[i+1+j] = 0. �

5. Хвостовi множини

У множинi Z♯
(0,1] всiх ∆♯−зображень чисел (0, 1] введемо бiнарне вiдношення еквi-

валентностi "мати однаковий хвiст"(символiчно: ∼).

Означення 5. Будемо говорити, що два ∆♯−зображення

∆♯
a1a2...an... i ∆♯

b1b2...bn...

мають однаковий хвiст, або перебувають у вiдношеннi ∼, якщо iснують натуральнi

числа m та k такi, що am+j = bk+j для будь-якого j ∈ N .

Очевидно, що вiдношення ∼ є вiдношенням еквiвалентностi (тобто має властивостi

рефлективностi, симетричностi та транзитивностi) i розбиває множину, на якiй воно

задане, на класи еквiвалентностi. Кожен з класiв еквiвалентностi називається хво-

стовою множиною. Кожна хвостова множина однозначно визначається довiльним

своїм елементом (представником).

Будемо говорити, що два числа x i y мають однаковий хвiст (або пребувають у

вiдношеннi ∼), якщо їх ∆♯−зображення перебувають у вiдношеннi ∼.

Символiчно: x ∼ y.

Лема 8. Кожна хвостова множина є злiченною i щiльною в (0, 1] множиною.
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Доведення. Нехай H — довiльний клас еквiвалентностi, x0 = ∆♯
c1...ck...

— його пред-

ставник. Тодi очевидно, що для довiльного натурального m iснує множина Hm таких

чисел x, що am+j(x) = ak+j(x0) для довiльного j ∈ N , k = 1, 2, ... .

Тодi множина H =
⋃
m∈N

Hm, будучи злiченним об’єднанням злiченних множин, є

множиною злiченною.

Доведемо тепер, що множина H щiльна в (0, 1]. Оскiльки належнiсть числа x до

множини H не залежить вiд довiльної скiнченної кiлькостi перших символiв його

∆♯−зображення, то в кожному з цилiндрiв довiльного рангу m iснує точка множини

H . Отже, H є всюди щiльною в (0, 1] множиною. Що й вимагалось довести. �

Теорема 3. Фактор-множина G ≡ (0, 1]/ ∼ є континуальною.

Доведення. Скористаємось методом доведення вiд супротивного. Припустимо, що G

є злiченною. Тодi, згiдно з лемою 8, пiвiнтервал (0, 1] є злiченним об’єднанням злi-

ченних множин. Але добре вiдомо, що остання множина є злiченною, а пiвiнтервал

(0, 1] є континуальною множиною. Отримана суперечнiсть доводить теорему. �
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