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Анотацiя. У роботi дослiджується випадкова величина τ , яка є випадковою не-

повною сумою знакозмiнного ряду Люрота з незалежними коефiцiєнтами. Доведено

критерiї належностi її розподiлу кожному з трьох чистих лебегiвських типiв (чи-

сто дискретному, чисто абсолютно неперервному i чисто сингулярно неперервному).

Дослiджено поведiнку модуля характеристичної функцiї випадкової величини τ на

нескiнченостi. Знайдено умову, при якiй функцiя розподiлу τ зберiгає фрактальну

розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича.

Ключовi слова: знакозмiнний ряд Люрота, випадкова неповна сума (пiдсума)
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Abstract. In the paper we study the random variable τ , which is a random partial sum

of the alternating Luroth series with independent coefficients. We derive necessary and

sufficient conditions for distribution of random variable τ to belong to each of the three

pure Lebeg’s types (pure discrete, pure absolutely continuous or a pure singularly con-

tinuous). We study the behavior module characteristic function of the random variable

τ to infinity. The conditions of preserving the fractal Hausdorff-Besicovitch dimension

of the probability distribution function of the random variable τ are also found.
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Вступ

Нехай (ak) – задана послiдовнiсть натуральних чисел,

sk = ak(ak + 1), Ak = s1s2 . . . sk−1ak.

Тодi Ak+1 = Ak(ak + 1)ak+1. Числовий ряд
∞∑

k=1

(−1)k−1

Ak
, (1)

називається знакозмiнним рядом Люрота, при цьому ak називається його k-тим нату-

ральними елементом. Вiдомо [11], що будь-яке iррацiональне число x ∈ (0; 1] розкла-

дається єдиним чином у знакозмiнний ряд Люрота, однi рацiональнi числа розклада-

ються в ряд з перiодичною послiдовнiстю натуральних елементiв, а iншi – представ-

ляються частинною сумою знакозмiнного ряду Люрота двома рiзними способами.

Розглядається випадкова величина (в.в.)

τ =
∞∑

k=1

(−1)k−1τk
Ak

, (2)

де (τk) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають значень 0 i 1

з ймовiрностями p0k, p1k вiдповiдно, причому p0k+p1k = 1. Розподiл в.в. τ є нескiнчен-

ною згорткою Бернуллi, керованою рядом (1). Згiдно з теоремою Джессена-Вiнтнера

[9] випадкова величина τ має чистий лебегiвський тип розподiлу: чисто дискретний,

чисто абсолютно неперервний або чисто сингулярний, причому критейрiй дискретно-

стi є наслiдком вiдомої теореми П. Левi [12]: розподiл τ є дискретним тодi i тiльки

тодi, коли

M ≡
∞∏

k=1

max{p0k, p1k} > 0.

Множина всiх неповних сум E(an) = {x : x =
∑

k∈K⊂N

(−1)k−1

Ak
, K ∈ 2N} ряду Люрота,

визначеного послiдовнiстю (an), є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега,

якщо нерiвнiсть an 6= 1 виконується нескiнченну кiлькiсть разiв ([5]). Тому абсолютно

неперервний розподiл можливий лише за умови an = 1 для всiх n, бiльших деякого n0.

Саме по цiй причинi даний випадок заслуговує на окрему увагу.

У цiй роботi ми шукаємо вичерпну вiдповiдь на питання про лебегiвську стру-

ктуру (лебегiвський тип) розподiлу τ , тополого-метричнi та фрактальнi властивостi

спектра розподiлу (мiнiмального замкнутого носiя), а також поведiнку модуля хара-

ктеристичної функцiї fτ (t) = Meitτ на нескiнченностi.
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1. Нега-двiйкове зображення та його геометрiя

Випадок an = 1 для всiх n ∈ N, для якого множина неповних сум E(an) ряду

Люрота є вiдрiзком, потребує окремого розгляду.

Вiдомо, що для довiльного x ∈
[
−2

3
; 4

3

]
iснує послiдовнiсть (αn), αn ∈ {0; 1}, така,

що

x =

∞∑

n=1

αn
(−2)n−1

=
α1

20
− α2

21
+
α3

22
− α4

23
+ . . . ≡ ∆̄2

α1α2...αk ...
.

Символiчний (скорочений) запис ∆̄2
α1α2...αk ...

називається нега-двiйковим зображен-

ням. Рацiональнi числа вiдрiзка
[
−2

3
; 4

3

]
мають перiодичне нега-двiйкове зображення,

а деякi з них мають два формально рiзних зображення ∆̄2
α1...αm0(01) i ∆̄2

α1...αm1(10).

Це зображення має геометрiю, яка вiдмiнна вiд геометрiї класичного двiйкового

зображення:

x =
α1

2
+
α2

22
+ ... +

αn
2n

+ ... ≡ ∆2
α1α2...αn....

Вона вiдображається у властивостях цилiндричних множин.

Нехай (c1, c2, . . . , cm) — фiксований набiр нулiв та одиниць. Цилiндром рангу m з

основою c1c2 . . . cm , що вiдповiдає нега-двiйковому зображенню, називається множи-

на ∆̄2
c1...cm

всiх чисел, якi мають зображення ∆̄2
c1...cmαm+1...αm+j ...

, αm+j ∈ {0, 1}, j ∈ N.

Цилiндри мають властивостi:

1. ∆̄2
c1...cm = ∆̄2

c1...cm0 ∪ ∆̄2
c1...cm1.

2. Цилiндр ∆̄2
c1...cm

є вiдрiзком, причому

∆̄2
c1c2...c2k−1

=

[
2k−1∑
n=1

(−1)n−1cn
2n−1

− 1

3 · 22k−3
;
2k−1∑
n=1

(−1)n−1cn
2n−1

+
1

3 · 22k−2

]
;

∆̄2
c1c2...c2k

=

[
2k∑
n=1

(−1)n−1cn
2n−1

− 1

3 · 22k−1
;

2k∑
n=1

(−1)n−1cn
2n−1

+
1

3 · 22k−2

]
.

3. max ∆̄2
c1...c2k−20

= min ∆̄2
c1...c2k−21

;

min ∆̄2
c1...c2k−10 = max ∆̄2

c1...c2k−11
.

4. diam∆̄2
c1c2...cm

= |∆̄2
c1c2...cm

| =
1

2m−1
.

5. Основне метричне вiдношення:

|∆̄2
c1c2...cmi|

|∆̄2
c1c2...cm

| =
1

2
.

6. Для будь-якої послiдовностi (cn) має мiсце рiвнiсть
∞⋂
m=1

∆̄2
c1c2...cm

= ∆̄2
c1c2...cm...

.

Лема 1. Строго зростаюча функцiя

y = f(x) =
1

3
+

1

2
x,
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яка вiдображає вiдрiзок
[
−2

3
; 4

3

]
на [0; 1], коректно визначається рiвнiстю

f(∆̄2
a1a2...an...) = ∆2

a1[1−a2]a3[1−a4]a5.... (3)

Доведення. Справдi, якщо x = ∆̄2
a1a2...an..., то

1

3
+

1

2
x =

1

3
+

1

2

( ∞∑

k=1

a2k−1

22k−2
−

∞∑

k=1

a2k

22k−1

)
=

∞∑

k=1

a2k−1

22k−1
+

(
1

3
−

∞∑

k=1

a2k

22k

)
=

=
∞∑

k=1

a2k−1

22k−1
+

∞∑

k=1

1 − a2k

22k
= ∆2

a1[1−a2]a3[1−a4]a5...
.

Коректнiсть означення функцiї f рiвнiстю (3) могла б бути порушеною, якщо для

двох рiзних нега-двiйкових зображень числа

x = ∆̄2
c1...cm0(01) = ∆̄2

c1...cm1(10)

рiвнiсть (3) давала б рiзнi результати (значення). Але

f(∆̄2
c1...c2k−10(01)

) = ∆2
c1[1−c2]...[1−c2k−2]c2k−11(00),

f(∆̄2
c1...c2k−11(10)

) = ∆2
c1[1−c2]...[1−c2k−2]c2k−10(11)

= ∆2
c1[1−c2]...[1−c2k−2]c2k−11(00)

,

f(∆̄2
c1...c2k0(01)) = ∆2

c1[1−c2]...[1−c2k]1(00),

f(∆̄2
c1...c2k1(10)) = ∆2

c1[1−c2]...[1−c2k]0(11) = ∆2
c1[1−c2]...[1−c2k]1(00).

Тому f(∆̄2
c1...cm0(01)) = f(∆̄2

c1...cm1(10)) для будь-якого набору (c1, c2, ..., cm) цифр двi-

кового алфавiту. �

2. Лебегiвська структура розподiлу

Лема 2. Випадкова величина

ψ =
∞∑

n=0

(−1)nψn
2n

,

де ψn – незалежнi в. в. такi, що P{ψk = 0} = 1
2

= P{ψk = 1}, має рiвномiрний на

вiдрiзку
[
−2

3
; 4

3

]
розподiл.

Доведення. Для доведення цього факту досить показати, що для довiльного цилiндра

∆̄2
c1...cm має мiсце рiвнiсть

P{ψ ∈ ∆̄2
c1...cm

} =
1

2
|∆̄2

c1...cm
| =

1

2m
.

Оскiльки випадковi величини ψk незалежнi i мають вказанi розподiли, то

P{ψ1 = c1, ψ2 = c2, . . . , ψn = cn, . . .} =
∞∏

k=1

pckk = lim
m→∞

1

2m
= 0.
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Враховуючи геометрiю знакозмiнного ряду Люрота (властивостi цилiндричних мно-

жин неповних сум ряду), маємо

P{ψ ∈ ∆̄2
c1...cm

} = P{ψ1 = c1, ψ2 = c2, . . . , ψm = cm} =
m∏

k=1

pckk =
1

2m
,

що й вимагалося довести. �

Наслiдок 1. Якщо iснує n0 ∈ N таке, що при n ≥ n0 для послiдовностi незалежних

випадкових величин ψ′
n виконуються рiвностi P{ψ′

n = 0} = 1
2

= P{ψ′
n = 1}, то

розподiл випадкової величини

ψ′ =

∞∑

n=0

(−1)nψ′
n

2n

є кусково рiвномiрним.

Справдi, випадкову величину ψ′ можна подати у виглядi:

ψ′ = ψ̂ +
1

2n0
ψ,

де ψ̂ =
n0−1∑
k=0

(−1)kψn
2k

, а ψ – рiвномiрно розподiлена випадкова величина за лемою 2.

Враховуючи геометрiю цилiндричних зображень точок множини неповних сум дано-

го ряду, в.в. ψ′ є рiвномiрно розподiленою на всiх цилiндричних вiдрiзках n0-го рангу

таких, що ∆j1j2...jn0
, pjkk > 0, k = 1, n0. ✷

Нехай

δk(x) = δk(∆̄
2
a1(x)a2(x)...an(x)...) =




ak(x), якщо k – непарне,

1 − ak(x), якщо k – парне.

Теорема 1. 1. Неперервно розподiлена випадкова величина

τ0 = ∆̄2
τ1τ2...τk...

,

нега-двiйковi цифри τk якої є незалежними i мають розподiли:

P{τk = i} = pik, i ∈ {0; 1},

має: 1.1 абсолютно неперервний розподiл, якщо

L ≡
∞∑

k=1

(1 − 2pδkk)
2 <∞,

причому експоненцiальний розподiл зi щiльнiстю f(x) = β
eβ−1

· eβx, −∞ < β < ∞,

якщо

p0k =





(1 + e
β

2k )−1 при непарних k,

1 − (1 + e
β

2k )−1 при парних k;
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1.2 сингулярний, якщо L = ∞.

2. Її функцiя розподiлу зберiгає фрактальну розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича

тодi i тiльки тодi, коли у матрицi ‖pik‖ вiдсутнi нулi i

lim
k→∞

p0k =
1

2
.

Доведення. З леми 1 випливає, що випадковi величини

τ0 = ∆̄2
τ1τ2...τn...

i τ̄ = ∆2
τ1[1−τ2]τ3[1−τ4]...

де τn – незалежнi випадковi величини, що мають розподiл P{τk = i} = pik, i = {0; 1},
мають еквiвалентнi розподiли.

З незалежностi членiв послiдовностi (τn) випливає незалежнiсть членiв послiдов-

ностi (τ ′n)

τ ′n =




τn при непарних n,

1 − τn при парних n.

Оскiльки властивостi розподiлу випадкової величини

τ̄ = ∆2
τ ′1τ

′

2...τ
′

n...

вивчались у роботах [3, 13, 14], то, проiнтерпретувавши вiдомi факти для τ̄ у термi-

нах означення в.в. τ , ми отримаємо перше твердження з використанням результатiв

статей [13, 14], а друге – роботи [3]. �

Наслiдок 2. Якщо p0k = p0 = const 6= 1
2
, причому 0 < p0 < 1, то функцiя розподiлу

в.в. τ є строго зростаючою сингулярною функцiєю (λ{x : F ′(x) 6= 0} = 0), причому

для її математичного сподiвання та дисперсiї мають мiсце рiвностi:

Mτ =
2

3
p1; Dτ =

3

4
p0p1.

Справдi, оскiльки

τ = τ1 −
1

2

(
τ2 −

τ3
2

+ ...
)

= τ1 −
1

2
τ̂ ,

де випадковi величини τ, τ̂ мають однаковий розподiл, то, враховуючи властивостi

математичного сподiвання, маємо

Mτ = Mτ1 −
1

2
Mτ̂.

Звiдси

Mτ =
2

3
p1.

За означенням та властивостями дисперсiї маємо

Dτ = M(τ −Mτ)2 = Mτ 2 − (Mτ)2.
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Dτ = D

(
τ1 +

(
−1

2

)
τ̂

)
= Dτ1 +

1

4
Dτ̂.

Звiдси

Dτ =
3

4
Dτ1 =

3

4
(Mτ 2

1 − (Mτ1)
2) =

3

4
(p1 − p2

1) =
3

4
p0p1. ✷

Наступне твердження узагальнює попереднi результати про лебегiвськi властивостi

розподiлу в.в.τ.

Теорема 2. Неперервний розподiл випадкової величина τ є:

1) абсолютно неперервним, якщо iснує n0 ∈ N таке, що для всiх n ≥ n0 має

мiсце рiвнiсть an = 1, i виконується умова:
∞∏

k=1

(√
p0k ·

1

2
+

√
p1k ·

1

2

)
> 0 ∼ L ≡

∞∑

k=1

(
1

2
− p0k

)2

<∞; (4)

2) чисто сингулярним в рештi випадкiв, тобто L = ∞ або an 6= 1 нескiнченну

кiлькiсть разiв.

Доведення. Нехай M = 0 i елементи знакозмiнного ряду Люрота an = 1 для всiх n

бiльших деякого n0. При n0 > 1 представимо випадкову величину τ у виглядi

τ = τ (1) + τ (2),

де τ (1) =

n0−1∑

j=1

τj(−1)j+1

Aj
i τ (2) =

(−1)n0−1

An0−1(an0−1 + 1)

∞∑

k=n0

τk(−1)k

2k
.

Випадковi величини τ (1) i τ (2) є незалежними, бо незалежними є випадковi величини

τn. Випадкова величина τ (1) має дискретний розподiл, а тому випадковi величини τ i

τ (2) мають одночасно абсолютно неперервний чи сингулярно неперервний розподiли.

Тому, не порушуючи загальностi, вважатимемо n0 = 1.

Нехай {(Ωk, Bk, µk)} i {(Ωk, Bk, νk)} двi послiдовностi ймовiрнiсних просторiв такi,

що для довiльного k ∈ N

Ωk = {0; 1}, Bk – σ-алгебра всiх пiдмножин Ωk,

µk(0) = p0k, µk(1) = p1k, νk(0) =
1

2
= νk(1).

Очевидно, що µk ≪ νk для всiх k ∈ N. Розглянемо нескiнченнi добутки ймовiрнi-

сних просторiв:

(Ω, B, µ) =
∞∏

k=1

(Ωk, Bk, µk), (Ω, B, ν) =
∞∏

k=1

(Ωk, Bk, νk).
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З теореми Какутанi [10] випливає, що µ ≪ ν тодi i тiльки тодi, коли
∞∏

k=1

ρ(µk, νk) > 0, де ρ(µk, νk) =

∫

Ωk

√
dµk
dνk

dνk– iнтеграл Хелiнгера.

У даному випадку
∞∏

k=1

∫

Ωk

√
dµk
dνk

dνk > 0 ⇔
∞∏

k=1

(√
p0k ·

1

2
+

√
p1k ·

1

2

)
> 0.

Використавши розклад Тейлора функцiї y =
√

1 + x, отримаємо, що останнiй добуток

збiжний тодi i тiльки тодi, коли збiжним є ряд
∞∑

k=1

[
(1 − 2p0k)

2 + (1 − 2p1k)
2] <∞. (5)

Оскiльки (1 − 2p0k)
2 + (1 − 2p1k)

2 = 2 (1 − 2p0k)
2, то ряди (5) i L збiгаються одно-

часно.

Отже, з умови (4) випливає умова абсолютної неперервностi мiри µ вiдносно

мiри ν.

Розглянемо вимiрне вiдображення Ω
f−→
[
−2

3
; 4

3

]
, яке визначене рiвнiстю:

∀ω = (ω1, ..., ωk, ...) ∈ Ω : f(ω) =

∞∑

k=0

(−1)kωk
2k

.

Для довiльної борелiвської множини E визначимо образи µ∗ i ν∗ мiр µ i ν пiд дiєю

вiдображення f наступним чином:

µ∗(E) = µ(f−1(E)), ν∗(E) = ν(f−1(E)).

Мiра µ∗ спiвпадає з ймовiрнiсною мiрою Pτ , а мiра ν∗ – з ймовiрнiсною мiрою Pψ.

За лемою 2 ймовiрнiсна мiра Pψ еквiвалентна мiрi Лебега λ. З абсолютної неперерв-

ностi мiри µ вiдносно мiри ν випливає абсолютна неперервнiсть мiри µ∗ вiдносно

мiри ν∗. Оскiльки мiра ν∗ еквiвалентна мiрi λ, то з умови (4) випливає абсолютна

неперервнiсть розподiлу випадкової величини τ .

Отже, для неперервно розподiленої в.в. τ , якщо an = 1 для всiх натуральних n бiль-

ших деякого n0 i деяка пiдпослiдовнiсть pτkk досить швидко збiгається до 1
2
, то роз-

подiл випадкової величини τ буде абсолютно неперервним, а якщо пiдпослiдовнiсть

pτkk збiгається до значення, вiдмiнного вiд 1
2
, або an 6= 1 для нескiнченної множини

значень, то розподiл τ буде сингулярним, в останньому випадку – канторiвського

типу. �
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3. Асимптотичнi властивостi модуля характеристичної функцiї

Характеристичною функцiєю fX(t) випадкової величини X називається матема-

тичне сподiвання комплекснозначної випадкової величини eitX , тобто

fX(t) = MeitX .

Апарат характеристичних функцiй зручний для дослiдження структури i власти-

востей розподiлiв дiйснозначних випадкових величин [10]. Зокрема, вiдомо [2], що

величина

LX = lim
|t|→∞

sup |fX(t)|
дорiвнює:

1) 1 для дискретно розподiленої випадкової величини X;

2) 0 для абсолютно неперервно розподiленої випадкової величини X.

Для сингулярних розподiлiв LX може набувати всiх значень з [0; 1]. Сингулярнi роз-

подiли з LX = 1 близькi до дискретних, а з LX = 0 — до абсолютно неперервних. Тому

величина LX характеризує близькiсть за властивостями сингулярного розподiлу до

дискретного чи абсолютно неперервного.

Лема 3. Характеристична функцiя випадкової величини τ, визначеної рiвнiстю (2),

має вигляд

fτ (t) =
∞∏

k=1

(
p0k + p1k exp

(−1)k−1it

Ak

)
, (6)

а її модуль – вираз i оцiнку

|fτ (t)| =
∞∏

k=1

|fk(t)| ≥
∞∏

k=1

∣∣∣∣cos
t

2Ak

∣∣∣∣ , (7)

де |fk(t)| =

√
1 − 4p0kp1k sin2 t

2Ak
.

Доведення. Використовуючи означення характеристичної функцiї та властивостi ма-

тематичного сподiвання, отримуємо

fτ (t) = M
(
eitτ
)

= M

(
exp

(
it

∞∑

k=1

(−1)k−1τk
Ak

))
=

= M

(
exp

itτ1
A1

· exp
−itτ2
A2

· . . . · exp
(−1)k−1itτk

Ak
· . . .

)
=

=

∞∏

k=1

M

(
exp

(−1)k−1itτk
Ak

)
=

∞∏

k=1

(
p0k + p1k exp

(−1)k−1it

Ak

)
=

=
∞∏

k=1

(
(p0k + p1k cos

(−1)k−1t

Ak
) + i(p1k sin

(−1)k−1t

Ak
)

)
=

∞∏

k=1

fk(t),
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i

|fk(t)| =

√
p2

0k + 2p0kp1k cos
t

Ak
+ p2

1k =

√
1 − 4p0kp1k sin2 t

2Ak
.

Оскiльки 4p0kp1k = 4p0k(1 − p0k) ≤ 1, то

|fτ (t)| =
∞∏

k=1

√
1 − 4p0kp1k sin2 t

2Ak
≥

∞∏

k=1

√
1 − sin2 t

2Ak
=

∞∏

k=1

∣∣∣∣cos
t

2Ak

∣∣∣∣ .

�

Наслiдок 3. Якщо p0k = 1
2

= p1k для будь-якого k ∈ N, то має мiсце рiвнiсть

|fτ (t)| =
∞∏

k=1

∣∣∣∣cos
t

2Ak

∣∣∣∣ .

Наслiдок 4. Для будь-якої послiдовностi (tn) такої, що |tn| → ∞ (n → ∞) має

мiсце нерiвнiсть

Lτ ≥ lim
n→∞

∞∏

k=1

∣∣∣∣cos
tn

2Ak

∣∣∣∣ . (8)

Справдi,

Lτ ≥ lim
n→∞

|fτ (tn)| = lim
n→∞

∞∏

k=1

|fk(tn)| ≥ lim
n→∞

∞∏

k=1

∣∣∣∣cos
tn

2Ak

∣∣∣∣ .

Дослiдимо поведiнку модуля характеристичної функцiї випадкової величини τ на

нескiнченностi.

Теорема 3.

1. Якщо an = 1 для всiх n > n0, то рiвнiсть Lτ = 0 має мiсце тодi i тiльки

тодi, коли lim
k→∞

p1k =
1

2
.

2. Якщо an 6= 1 для нескiнченної множини значень n, то Lτ > 0.

Доведення. 1. Перше твердження є наслiдком вiдомого факту, доведеного у роботi

[1], який стосується характеристичної функцiї випадкової величиниX з незалежними

однаково розподiленими випадковими двiйковими цифрами.

Справдi, оскiльки: 1) випадкову величину τ можна подати у виглядi

τ = τ (1) + τ (2),

де τ (1) =

n0∑

j=1

τj(−1)j+1

Aj
i τ (2) =

(−1)n0

An0(an0 + 1)

∞∑

k=n0+1

τk(−1)k

2k

є незалежними випадковими величинами, а тому fτ (t) = fτ (1)(t)fτ (2)(t); i

2) Lτ (1) = 1 (бо в.в. τ (1) має дискретний розподiл), то величина Lτ визначається Lτ (2)

i тому можна, не порушуючи загальностi, вважати n0 = 0.
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У даному випадку вираз характеристичної функцiї випадкової величини τ

|fτ (t)| =
∞∏

k=1

∣∣∣∣cos
t

2k

∣∣∣∣

спiвпадає з виразом характеристичної функцiї випадкової величини X.

2. Нехай нерiвнiсть an 6= 1 виконується нескiнченну кiлькiсть разiв, а саме:

anm > 1, m = 1, 2, . . . .

Розглянемо послiдовнiсть tm = 2πAnm, яка очевидно прямує до нескiнченностi при

m→ ∞. Для неї

|fτ (tm)| ≥
∞∏

k=1

∣∣∣∣cos
2πAnm

2Ak

∣∣∣∣ ,

Розглянемо окремо множник нескiнченного добутку
∣∣∣∣cos

πAnm

Ak

∣∣∣∣ =

{
1, якщо k ≤ nm,

cos π
(anm+1)anm+1(anm+1+1)...(ak−1+1)ak

, якщо k > nm.

Якщо k > nm, то

cos
π

(anm + 1)anm+1(anm+1 + 1) . . . (ak−1 + 1)ak
≥ cos

π

3 · 2k−nm−1
=

= 1 − 2 sin2 π

3 · 2k−nm
> 1 − 2

( π

3 · 2k−nm

)2

.

Тодi

|fτ (tm)| ≥
∞∏

k=nm+1

∣∣∣∣cos
πAnm

Ak

∣∣∣∣ >
∞∏

k=nm+1

(
1 −

(
π2

9 · 22(k−nm)−1

))
. (9)

Iз збiжностi ряду
∞∑

k=n+1

π2

9 · 22(k−nm)−1

випливає збiжнiсть останнього добутку нерiвностi (9) за ознакою збiжностi нескiн-

ченних добуткiв [6]: нескiнченний добуток
∞∏
k=1

(1−uk) збiгається тодi i тiльки тодi,

коли збiгається ряд
∞∑
k=1

uk.

Отже, згiдно наслiдку 4

Lτ = lim
|t|→∞

|fτ (t)| > 0.

Що i вимагалося довести. �

Теорема 4. Якщо для n ≥ n0 i всiх k > n виконується нерiвнiсть

k!

n!
≤ (an + 1)an+1(an+1 + 1) . . . (ak−1 + 1)ak, (10)

то має мiсце рiвнiсть Lτ = 1.
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Доведення. Розглянемо послiдовнiсть tn = 2πAn, де (An) – послiдовнiсть натураль-

них чисел, яка визначає знакозмiнний ряд Люрота.

Тодi за наслiдком 4

Lτ ≥ lim
n→∞

∞∏

k=1

∣∣∣∣cos
tn

2Ak

∣∣∣∣ .

Але ∣∣∣∣cos
tn

2Ak

∣∣∣∣ =

{
1, якщо k ≤ n,

cos π
(an+1)an+1(an+1+1)...(ak−1+1)ak

, якщо k > n.

Тому
∞∏

k=1

|fk(tn)| ≥
∞∏

k=n+1

cos
π

(an + 1)an+1(an+1 + 1) . . . (ak−1 + 1)ak
.

Але при k > n i виконаннi нерiвостi (10)

cos
π

(an + 1)an+1(an+1 + 1) . . . (ak−1 + 1)ak
≥ cos

πn!

k!
=

= 1 − 2 sin2 πn!

2k!
> 1 − 2

(
πn!

2k!

)2

= 1 −
(
πn!√
2k!

)2

.

Тодi
∞∏

k=n+1

cos
π

(an + 1)an+1(an+1 + 1) . . . (ak−1 + 1)ak
≥

∞∏

k=n+1

(
1 −

(
πn!√
2k!

)2
)
.

Згiдно з ознакою збiжностi нескiнченних добуткiв останнiй добуток є збiжним, бо

ряд
∞∑

k=n+1

(
πn!√
2k!

)2

є збiжним. А отже,

∞∏

k=n+1

cos
π

(an + 1)an+1(an+1 + 1) . . . (ak−1 + 1)ak
→ 1 (n→ ∞).

Тому

lim
n→∞

∞∏

k=n+1

cos
π

(an + 1)an+1(an+1 + 1) . . . (ak−1 + 1)ak
= 1.

Отже, Lτ ≥ 1. Але величина Lτ ∈ [0; 1]. Тому Lτ = 1. �

Зауваження 1. Теорема 4 свiдчить про близькiсть сингулярно неперервного роз-

подiлу випадкової величини τ при умовi (10) до дискретного.

Наслiдок 5. Якщо an+1 > an для всiх n ∈ N, то має мiсце рiвнiсть Lτ = 1.

Справдi, з умови an+1 > an випливає нерiвнiсть (10) для всiх k > n.

Зауваження 2. Умови наслiдку 5 бiльш обмежливi нiж умови теореми 4, про що

свiдчить наступний приклад.
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Приклад. Нехай a2m−1 = 2m − 1 i a2m = a2m−1 для всiх m ∈ N. Тодi очевидно

умови наслiдку 5 виконуються не для всiх n ∈ N. Але для довiльних n i k натуральних

таких, що k > n, справедливi нерiвностi

(an + 1)an+1(an+1 + 1) . . . (ak−1 + 1)ak ≥ n(n + 1)(n+ 2) . . . k ≥

≥ (n + 1)(n+ 2)(n+ 3)...(n− (k − n)) =
k!

n!
,

тобто виконуються умови теореми 4.
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