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We consider a singularly perturbed system of differential-difference equations. We obtain a representation
of an integral manifold of this system. The averaging method is applied for studying periodic solutions
of a conservative system with small delay. We use the second approximation in the averaging method to
study stability of a system of weakly coupled oscillators with time delay. A sufficient stability (instability)
condition is obtained for a linear system of differential-difference equations.

Рассматривается система сингуляpно возмущенных дифференциально-разностных уравнений.
Получено представление интегрального многообразия этой системы. Метод усреднения при-
меняется к исследованию периодических решений консервативной системы с малым запаздыва-
нием. Второе приближение в методе усреднения применено к исследованию устойчивости сис-
темы слабосвязанных осцилляторов с запаздыванием. Получено достаточное условие устой-
чивости (неустойчивости) линейной системы дифференциально-разностных уравнений.

1. Побудова iнтегрального многовиду сингулярно збуреної системи. Розглянемо систему

dx

dt
= f(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εh(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)),

(1)

ε
dy

dt
= G(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εP (t, x(t), y(t), y(t− ε∆)),

де ε — малий додатний паpаметp, x ∈ Rm, y ∈ Rn.
Припустимо, що виконуються умови:
1) для всiх t ∈ R, x ∈ Rm рiвняння G(t, x, y, y) = 0 має iзольований розв’язок y =

= ϕ(t, x), причому функцiя ϕ(t, x) та її похiднi по t i x до другого порядку включно рiвно-
мiрно неперервнi й обмеженi;

2) функцiї f(t, x, y, z), h(t, x, y, z), G(t, x, y, z), P (t, x, y, z) та їх частиннi похiднi по t, x,
y, z до другого порядку включно рiвномiрно неперервнi й обмеженi при t ∈ R, x ∈ Rm,
|y − ϕ(t, x)| ≤ ρ, |z − ϕ(t, x)| ≤ ρ.

Лiнеаризуючи функцiю G(t, x, y, z) у точцi y = ϕ(t, x), z = ϕ(t, x) вiдносно y, z, одер-
жуємо

G(t, x, ϕ(t, x) + y, ϕ(t, x) + z) = B1(t, x)y +B2(t, x)z +G1(t, x, y, z),
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причому при досить малому ρ для |y| ≤ ρ, |z| ≤ ρ виконується нерiвнiсть

|G1(t, x, y, z)| ≤ K(|y|2 + |z|2), K > 0.

Нехай виконується умова:
3) всi коренi характеристичного рiвняння

det(B1(t, x) +B2(t, x) exp(−λ∆)− λE) = 0

лежать у пiвплощинi Reλ ≤ −2α < 0.
Для регулярно збурених диференцiально-функцiональних рiвнянь iснування iнтеграль-

них многовидiв доведено в [1], а для сингулярно збурених — в [2] та iн. Згiдно з [2], пpи
деякому ε0 > 0, 0 < ε < ε0, iснує iнтегpальний многовид системи (1), який можна по-
дати у виглядi yt = ϕ(t, x) + ξ(t, x, ε), де ξ(t, x, 0) = 0. У пpацi [3] отримано зобpаження
iнтегpального многовиду лiнiйної системи. У цiй статтi одеpжано наближене зобpаження
iнтегpального многовиду нелiнiйної сингуляpно збуpеної системи бiльш загального ви-
гляду, нiж у [3, 4].

Теорема 1. Нехай для системи (1) виконуються умови 1 – 3. Тодi iнтегральний мно-
говид системи (1) можна зобразити у виглядi

yt = ϕ(t, x) + g(t, x, ε) +O(ε2),

де

g(t, x, ε) = ε[B1(t, x) +B2(t, x)]−1

[
(E + ∆B2(t, x))

(
∂ϕ

∂t
+
∂ϕ

∂x
f(t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x))

)
−

− P (t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x))

]
+ θ

[
∂ϕ

∂t
+
∂ϕ

∂x
f(t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x))

]
, −ε∆ ≤ θ ≤ 0.

Доведення. Iнтегральний многовид системи (1) будемо шукати у виглядi

y(t) = ϕ(t, x(t)) + εψ(t, x(t)) +O(ε2),

де ψ(t, x) — функцiя, яку ми визначимо пiзнiше. Тодi

y(t+ θ) = ϕ(t+ θ, x(t+ θ)) + εψ(t, x) +O(ε2) =

= ϕ

(
t+ θ, x+ θ

dx

dt

)
+ εψ(t, x) +O(ε2) =

= ϕ(t, x) + θ
∂ϕ(t, x)

∂t
+ θ

∂ϕ(t, x)

∂x

dx

dt
+ εψ(t, x) +O(ε2) =

= ϕ(t, x) + θ
∂ϕ(t, x)

∂t
+ θ

∂ϕ(t, x)

∂x
f(t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x)) + εψ(t, x) +O(ε2).
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Звiдси

y(t− ε∆) = ϕ(t, x)− ε∆
[
∂ϕ

∂t
+
∂ϕ

∂x
f(t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x))

]
+ εψ(t, x) +O(ε2).

Тому

G(t, x, y(t), y(t− ε∆)) = G(t, x, ϕ(t, x) + εψ(t, x), ϕ(t, x)−

− ε∆
(
∂ϕ

∂x
f(t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x)) +

∂ϕ

∂t

)
+ εψ(t, x)) +O(ε2) =

= εB1(t, x)ψ(t, x) + εB2(t, x)ψ(t, x)− ε∆B2(t, x)×

×
(
∂ϕ

∂t
+
∂ϕ

∂x
f(t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x))

)
+O(ε2).

Крiм того,

dy

dt
=
dϕ(t, x)

dt
+O(ε) =

∂ϕ

∂t
+
∂ϕ

∂x
f(t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x)) +O(ε).

Пiдставляючи знайденi вирази в систему (1) i зберiгаючи тiльки члени порядку ε,
одержуємо

ε
∂ϕ

∂t
+ ε

∂ϕ

∂x
f(t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x)) = εB1(t, x)ψ(t, x) + εB2(t, x)ψ(t, x)−

− ε∆B2(t, x)

(
∂ϕ

∂t
+
∂ϕ

∂x
f(t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x))

)
+ εP (t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x)),

звiдки

[B1(t, x) +B2(t, x)]ψ(t, x) = (E + ∆B2(t, x))

(
∂ϕ

∂t
+
∂ϕ

∂x
f(t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x))

)
−

− P (t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x)),

або

ψ(t, x) = (B1(t, x) +B2(t, x))−1×

×
[
(E + ∆B2(t, x))

(
∂ϕ

∂t
+
∂ϕ

∂x
f(t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x))

)
− P (t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x))

]
.

Звiдси знаходимо шуканий вираз:

g(t, x, ε) = ε[B1(t, x) +B2(t, x)]−1×
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×

[
((E + ∆B2(t, x))

(
∂ϕ

∂t
+
∂ϕ

∂x
f(t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x))

)
−

− P (t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x))] + θ

[
∂ϕ

∂t
+
∂ϕ

∂x
f(t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x))

]
, −ε∆ ≤ θ ≤ 0.

Тому iнтегральний многовид системи (1) можна зобразити у виглядi

yt = ϕ(t, x) + g(t, x, ε) +O(ε2).

Теорему доведено.
Позначимо

η(t, x) =
1

ε
g(t, x, ε)|θ=−ε∆ = [B1(t, x) +B2(t, x)]−1×

×
[
(E −∆B1(t, x))

(
∂ϕ

∂t
+
∂ϕ

∂x
f(t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x))

)
−P (t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x))

]
.

Тодi piвняння на многовидi системи (1) набере вигляду

dx

dt
= f(t, x, ϕ(t, x) + εψ(t, x), ϕ(t, x) + εη(t, x)) + εh(t, x, ϕ(t, x), ϕ(t, x)) +O(ε2).

2. Перiодичнi коливання в автономних рiвняннях з малим запiзненням. Розглянемо
сингулярно збурену систему

dx

dt
= z,

dz

dt
= f(x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εh(x(t), y(t), y(t− ε∆)),

(2)

ε
dy

dt
= G(x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εP (x(t), y(t), y(t− ε∆)),

де ε — малий додатний параметр, ∆ — фiксоване додатне число, x ∈ R, z ∈ R, y ∈ Rn.
Нехай виконуються такi умови:
1) для всiх x ∈ R рiвняння G(x, y, y) = 0 має iзольований розв’язок y = ϕ(x), причому

функцiя ϕ(x) та її похiднi по x до третього порядку включно рiвномiрно неперервнi й
обмеженi;

2) функцiї f(x, y, z), h(x, y, z), G(x, y, z), P (x, y, z) i їх частиннi похiднi по x, y, z до тре-
тього порядку включно рiвномiрно неперервнi й обмеженi при x ∈ R, |y − ϕ(x)| ≤ ρ,
|z − ϕ(x)| ≤ ρ.

Лiнеаризуючи функцiю G(x, y, z) у точцi y = ϕ(x), z = ϕ(x) вiдносно y, z, одержуємо
G(x, y + ϕ(x), z + ϕ(x)) = B1(x)y + B2(x)z +G1(x, y, z), де G1(x, y, z) = O(|y|2 + |z|2) при
|y|+ |z| → 0.

Нехай виконується умова:
3) всi коренi характеристичного рiвняння det (B1(x) + B2(x) exp(−λ∆) − λE) = 0 ле-

жать у пiвплощинi Reλ ≤ −2α < 0.
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Тодi згiдно з теоремою 1 iнтегральний многовид системи (2) можна зобразити у виг-
лядi

yt = ϕ(x) + εΨ(x, z) + θz
dϕ(x)

dx
+O(ε2), −ε∆ ≤ θ ≤ 0,

де

Ψ(x, z) = (B1(x) +B2(x))−1

[
z(E + ∆B2(x))

dϕ

dx
− P (x, ϕ(x), ϕ(x))

]
.

Позначимо η(x, z) = Ψ(x, z)−∆z
dϕ

dx
. Тодi рiвняння на многовидi системи (2) наберуть

вигляду

dx

dt
= z,

dz

dt
= f(x, ϕ(x) + εΨ(x, z), ϕ(x) + εη(x, z)) + εh(x, ϕ(x), ϕ(x)) +O(ε2). (3)

Пiдставляючи z =
dx

dt
у друге рiвняння системи (3), одержуємо рiвняння другого порядку

d2x

dt2
= f

(
x, ϕ(x) + εΨ

(
x,
dx

dt

)
, ϕ(x) + εη

(
x,
dx

dt

))
+ εh(x, ϕ(x), ϕ(x)) +O(ε2). (4)

Рiвняння (4) зведемо до вигляду

d2x

dt2
+ q(x) = εQ

(
x,
dx

dt
, ε

)
, (5)

де

q(x) = −f(x, ϕ(x), ϕ(x)),

Q(x, y, ε) = Ψ(x, y)
∂f(x, y, ϕ(x))

∂y

∣∣∣∣
y=ϕ(x)

+η(x, y)
∂f(x, ϕ(x), z)

∂z

∣∣∣∣
z=ϕ(x)

+h(x, ϕ(x), ϕ(x))+O(ε).

Нехай рiвняння

d2x

dt2
+ q(x) = 0 (6)

має перiодичний розв’язок

x = z(ψ, a), z(ψ + 2π, a) = z(ψ, a), ψ = w(a)t+ ϕ, (7)

де стала a належить деякому iнтервалу, ϕ — довiльна стала.
Дослiдженню рiвняння (5) присвячено працi М. М. Боголюбова, Ю. О. Митрополь-

ського [5], I. Г. Малкiна [6], А. М. Самойленка [7] та iн. У цiй статтi за допомогою методу
усереднення [5] встановлено iснування перiодичних розв’язкiв рiвняння (5). Цi результа-
ти застосовано до рiвнянь iз запiзненням. Метод усереднення застосовано також до до-
слiдження стiйкостi систем iз запiзненням.
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Виконаємо у рiвняннi (5) замiну

x = z(ψ, a),
dx

dt
= w(a)z′ψ(ψ, a). (8)

Врахувавши спiввiдношення w2(a)z′′ψ2 + q(z) = 0, рiвняння (5) зведемо до стандартної
форми

da

dt
=

ε

D(a)
Q(z, wz′ψ, ε)z

′
ψ,

dψ

dt
= w(a)− ε

D(a)
Q(z, wz′ψ, ε)z

′
a,

де D(a) = −wz′az′′ψ2 + z′ψ(wz′ψ)′a.
Подiливши в цiй системi перше рiвняння на друге, отримаємо

da

dψ
=

ε

D(a)w(a)
Q(z, wz′ψ, ε)z

′
ψ +O(ε2). (9)

Поставимо у вiдповiднiсть рiвнянню (9) усереднене рiвняння
da1

dψ
= εG(a1), де

G(a) =
Φ(a)

D(a)w(a)
, Φ(a) =

1

2π

2π∫
0

Q(z(ψ, a), w(a)z′ψ(ψ, a), 0)z′ψ(ψ, a) dψ.

Теорема 2. Нехай для системи (2) виконуються умови 1 – 3. Припустимо, що рiв-
няння (6) має перiодичний розв’язок (7) для a, що належать деякому околу значення ā.
Якщо Φ(ā) = 0, D(ā) 6= 0, w(ā) 6= 0, G′(ā) 6= 0, то система (2) має цикл з перiодом,
близьким до 2π/w(ā).Цей цикл буде стiйким, якщоG′(ā) < 0, i нестiйким, якщоG′(ā) >
> 0.

Для доведення досить застосувати до рiвняння (9) другу теорему Боголюбова про усе-
реднення на нескiнченному iнтервалi [5].

Дослiдимо перiодичнi коливання в рiвняннi [8]

d2x(t)

dt2
+H(x(t), x(t− ε)) = 0, (10)

де ε — малий додатний параметр, функцiя H(x, y) тричi неперервно диференцiйовна при
x ∈ R, y ∈ R.

Позначимо

q(x) = H(x, x), g(x) =
∂H(x, y)

∂y

∣∣∣∣
y=x

.

Тодi

H(x(t), x(t− ε)) = H(x(t), x(t)− εdx(t)

dt
+O(ε2)) = q(x(t))− εg(x(t))

dx(t)

dt
+O(ε2).
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Пiдставляючи в рiвняння (10), одержуємо

d2x

dt2
+ q(x) = εg(x)

dx

dt
+O(ε2).

Це рiвняння з точнiстю до O(ε2) зводиться до вигляду (5), причому Q(x, y, ε) = g(x)y +
+O(ε). Нехай рiвняння (6) має перiодичний розв’язок (7) для a, що належать деякому
околу значення ā. Виконавши у рiвняннi (10) замiну (8), можна одержати рiвняння ви-
гляду (9). Застосовуючи до цього рiвняння другу теорему Боголюбова про усереднення
на нескiнченному iнтервалi [5], переконуємось, що при Φ1(ā) = 0, D(ā) 6= 0, w(ā) 6= 0,
G′1(ā) 6= 0 система (2) має цикл з перiодом, близьким до 2π/w(ā). Цей цикл буде стiйким,
якщо G′1(ā) < 0, i нестiйким, якщо G′1(ā) > 0. Тут позначено

G1(a) =
Φ1(a)

D(a)
, Φ1(a) =

1

2π

2π∫
0

g(z(ψ, a))(z′ψ(ψ, a))2 dψ.

Як приклад розглянемо рiвняння (10) з функцiєю H(x, y) = ax3 + bx2y+ cxy2 +my3 +
+δy − γx, де a+ b+ c+m = 1, γ − δ = 1. Тодi рiвняння (10) зводиться до вигляду

d2x

dt2
+ x3 − x = εδ

dx

dt
+ εβx2 dx

dt
+O(ε2), (11)

де β = b+ 2c+ 3m. При ε = 0 це рiвняння має перiодичний розв’язок

x = z(ψ, k) =

√
2

2− k2
dn

Kψ

π
, ψ =

πt

K
√

2− k2
, w(k) =

π

K
√

2− k2
,

де k — модуль елiптичної функцiї, K — повний елiптичний iнтеграл.
Згiдно з аналогом теореми 2 умова iснування перiодичних розв’язкiв рiвняння (11)

набере вигляду

δF1(k) + βF2(k) = 0, (12)

де

F1(k) = 2(2− k2)−3/2

2K∫
0

(d′)2 du, F2(k) = 4(2− k2)−5/2

2K∫
0

d2(d′)2du.

Тут позначено d = dnu. Для обчислення F1(k) використаємо рiвнiсть
∫ 2K

0
dn2u du = 2E,

де E — повний елiптичний iнтеграл другого роду. Застосовуючи формули для похiдних
функцiї d = dnu, одержуємо

(d2)′′ = 2(1− d2)(d2 + k2 − 1) + 2d2(2− 2d2 − k2).

Оскiльки
2K∫
0

(d2)′′ du = 0,
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то
2K∫
0

d4 du =
4

3
E(2− k2)− 2

3
K(1− k2),

отже,

F1(k) = 2(2− k2)−3/2

2K∫
0

(2d2 − d4 + k2 − 1− d2k2) du =

=
4

3
[(2− k2)E + 2(k2 − 1)K](2− k2)−3/2.

Оскiльки
∫ 2K

0
(d4)′′ du = 0, то, iнтегруючи рiвнiсть

(d4)′′ = 16(2− k2)d4 + 12(k2 − 1) d2 − 20d6

в межах вiд 0 до 2K, отримуємо

2K∫
0

d6 dt =
1

15
[E(16k4 + 46− 46k2) + 8K(1− k2)(k2 − 2)],

звiдки

F2(k) =
8

15
[2(1− k2 + k4)E + (k2 − 2)(1− k2)K](2− k2)−5/2.

Iз рiвностi (12) знаходимо
β

δ
= −F1(k)

F2(k)
. При збiльшеннi модуля k вiд 0 до 1 функцiя

F1(k)

F2(k)
монотонно зростає, причому limk→1−0

F1(k)

F2(k)
=

5

4
, limk→0+0

F1(k)

F2(k)
= 1. Отже, якщо

−5

4
<

β

δ
< −1, то при малих значеннях ε > 0 iснує перiодичний розв’язок рiвняння

(11) та вiдповiдного йому рiвняння (10). Внаслiдок симетрiї рiвняння (11) iснує ще один
перiодичний розв’язок з протилежним знаком.

3. Дослiдження стiйкостi лiнiйних систем iз запiзненням. Розглянемо систему слабко-
зв’язаних осциляторiв iз запiзненням

y′′ + L2y + εP (t)y(t− h) = 0, (13)

де ε — малий додатний паpаметp, y = (y1, . . . , yq)
T , L — дiагональна матриця з додатними

рiзними дiагональними елементами, L = diag {λ1, . . . , λq}, λs > 0, λk 6= λs при k 6= s,
h > 0, P (t) — матриця з елементами

Pjs(t) =
n∑

m=1

(bjsme
iamt + b̄jsme

−iamt), bjsm ∈ C, am ≥ 0.
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Стiйкiсть розв’язкiв диференцiально-функцiональних рiвнянь у критичному випадку
вивчалась у багатьох роботах (див., наприклад, [1, 9, 10]). Далi використаємо методику
з цих робiт i знайдемо умови стiйкостi системи (13) у термiнах її коефiцiєнтiв. Друге на-
ближення в методi усереднення застосуємо для дослiдження стiйкостi розв’язкiв лiнiйної
системи.

Систему (13) запишемо у виглядi

y′′j = −λ2
jyj − ε

q∑
s=1

Pjs(t)ys(t− h), j ∈ {1, . . . , q}.

Позначимо zj = y′j/λj , тодi одержимо систему

y′j = λjzj , z′j = −λjyj −
ε

λj

q∑
s=1

Pjs(t)ys(t− h).

Перейдемо до комплексних змiнних uj = yj + izj , тодi

u′j = −iλjuj −
εi

2λj

q∑
s=1

Pjs(t)(us(t− h) + ūs(t− h)).

Виконавши замiну uj = xj exp(−iλjt), одержимо систему в стандартнiй формi

x′ = εF (t)x(t− h) + εG(t)x̄(t− h), (14)

де x = (x1, . . . , xq)
T , F (t) та G(t) — матрицi з елементами

Fjs(t) = − i

2λj
Pjs(t)e

i(λj−λs)teiλsh, Gjs(t) = − i

2λj
Pjs(t)e

i(λj+λs)te−iλsh

вiдповiдно.
Позначимо cj = bjj1 + b̄jj1.

Теорема 3 [11]. Нехай a1 = 0, am > 0 при m ≥ 2 i немає резонансу, тобто λj − λs +
+am 6= 0 при |j − s| + |m − 1| > 0, λj + λs − am 6= 0 для всiх j, s, m. Тодi нульовий
розв’язок системи (13) асимптотично стiйкий, якщо cj sin(λjh) < 0 при j ∈ {1, . . . , q},
i нестiйкий, якщо iснує k, для якого ck sin(λkh) > 0.

Стiйкiсть розв’язкiв системи (13) рiвносильна стiйкостi розв’язкiв системи (14). Тому
для доведення теореми 3 можна застосувати метод усереднення [12].

Нехай тепер am > 0 для всiх m. Тодi перше наближення в методi усереднення не дає
вiдповiдi на питання про стiйкiсть. Отже, потрiбно застосувати друге наближення.

Позначимо ds = Re{δs},

δs =

q∑
k=1

n∑
m=1

(
bskmb̄ksm exp(i(2λs + am)h)

i(λk − λs − am)(λs + λk + am)
+

b̄skmbksm exp(i(2λs − am)h)

i(λk − λs + am)(λs + λk − am)

)
.
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У випадку симетричної матрицi P (t) маємо bksm = bskm, отже,

ds =

q∑
k=1

n∑
m=1

|bskm|2
(

sin((2λs + am)h)

(λk − λs − am)(λs + λk + am)
+

sin((2λs − am)h)

(λk − λs + am)(λs + λk − am)

)
.

Теорема 4 [11]. Нехай am > 0 для всiхm i немає резонансу, тобто λj−λs+am−ak 6= 0
при |j − s| + |m − k| > 0, λj + λs − am 6= 0, λj − λs + am 6= 0, λj + λs + am − ak 6= 0,
λj + λs − am − ak 6= 0, λj − λs + am + ak 6= 0 для всiх j, s, m, k. Тодi нульовий розв’язок
системи (13) асимптотично стiйкий, якщо ds > 0 при s ∈ {1, . . . , q}, i нестiйкий, якщо
iснує k, для якого dk < 0.

Розглянемо систему

x′ = εF (t)x(t− h), (15)

де ε — малий додатний параметр, h > 0, x ∈ Rp, F (t) =
∑n

m=1(Ame
ibmt +Ame

−ibmt), bm —
дiйснi додатнi рiзнi числа, Am — матрицi з комплексними елементами.

У системi (15) виконаємо замiну x(t) = ξ(t) + εF̃ (t)ξ(t), де

F̃ (t) =

n∑
m=1

(
1

ibm
Ame

ibmt − 1

ibm
Ame

−ibmt
)
.

Тодi x(t− h) = ξ − hξ′ + εF̃ (t− h)ξ +O(ε2) = ξ + εF̃ (t− h)ξ +O(ε2), оскiльки ξ′ = O(ε2).
Пiдставляючи в систему (15), одержуємо

ξ′ + εF (t)ξ + εF̃ (t)ξ′ = εF (t)ξ + ε2F (t)F̃ (t− h)ξ +O(ε3),

або

ξ′ = ε2F (t)F̃ (t− h)ξ +O(ε3). (16)

До системи (16) можна ще раз застосувати метод усереднення [7] i одержати усередне-

ну систему ξ′ = ε2Bξ, де B = −
∑n

m=1

1

bm
sin(bmh)(AmAm +AmAm).

Теорема 5 [11]. Якщо всi власнi значення матрицi B мають вiд’ємнi дiйснi части-
ни, то система (15) асимптотично стiйка, а якщо iснує власне значення матрицi B з
додатною дiйсною частиною, то система (15) нестiйка.

Доведення теореми випливає з теореми Хейла про усереднення [12]. Якщо iснують
власнi значення матрицi B з нульовою та додатною дiйсними частинами, то треба вико-
ристати схему доведення теореми про стiйкiсть за першим наближенням.
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