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We propose a method for constructing the asymptotics for a solution of a Cauchy problem for linear
singularly perturbed differential system if the main part of the system has a multiple eigen value with the
corresponding elementary divisor having the same multiplicity.

The method is based on a use of a corresponding branching equation, Newton diagrams, and speci-
al vector and matrix notations that significantly facilitate the procedure of finding the coefficients of the
corresponding asymptotic expansions.

Предложен метод построения асимптотики решения задачи Коши для линейной сингулярной
возмущенной системы дифференциальных уравнений в случае, когда главная матрица систе-
мы имеет кратное собственное значение, которому соответствует элементарный делитель
такой же кратности.

Метод основан на использовании соответствующего уравнения ветвления, диаграмм Нью-
тона и специальных векторно-матричных обозначений, которые значительно упрощают про-
цедуру определения коэффициентов соответствующих асимптотических розложений.

Постановка задачi. У данiй роботi розглядається задача Кошi

εh
dx

dt
= A(t, ε)x+ f(t, ε), t ∈ [t0;T ], (1)

x(t0, ε) = x0(ε), (2)

де x(t, ε), f(t, ε) — n-вимiрнi вектори, A(t, ε) — квадратна матриця n-го порядку з дiйс-
ними або комплекснозначними елементами, ε ∈ (0; ε0] — малий дiйсний параметр, h —
натуральне число.

Передбачається, що виконуються такi умови:
1◦. Матриця A(t, ε) i вектор f(t, ε) допускають на заданому вiдрiзку [t0;T ] рiвномiрнi

асимптотичнi розвинення за степенями малого параметра:

A(t, ε) ∼
∞∑
k=0

εkAk(t), (3)

f(t, ε) ∼
∞∑
k=0

εkfk(t). (4)
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2◦. Коефiцiєнти розвинень (3), (4) нескiнченно диференцiйовнi на вiдрiзку [t0;T ].
3◦. Головна матрицяA0(t) має при всiх t ∈ [t0;T ] єдине власне значення λ0(t) кратностi

n, i йому вiдповiдає один елементарний дiльник такої самої кратностi.
4◦. Початковий вектор x0(ε) зображується у виглядi розвинення за степенями ε:

x0(ε) =
∑
k≥0

εkx0k. (5)

На даний час добре розвинуто теорiю побудови асимптотики загального розв’язку
системи (1). Як вiдомо, перший результат отримав Дж. Бiркгоф [1], вивiвши асимптотич-
нi формули, якими зображуються лiнiйно незалежнi розв’язки скалярного диференцiаль-
ного рiвняння n-го порядку у випадку простих коренiв вiдповiдного характеристичного
рiвняння. У [2] цей результат було узагальнено на систему вигляду (1).

Асимптотичнi формули, отриманi в [1, 2], виявились настiльки ефективними, що з’я-
вився iнтерес щодо їх узагальнення й на випадок кратного спектра головної матрицiA0(t).

У [3] було запропоновано в цьому випадку застосовувати так зване зрiзаюче перетво-
рення, за допомогою якого систему з кратним спектром головного оператора за певних
умов можна звести до системи, головна матриця якої має простий спектр. Такий же спосiб
пропонується i в монографiї [4].

Метод безпосередньої побудови асимптотичних розвинень лiнiйно незалежних роз-
в’язкiв однорiдної системи вигляду

εh
dx

dt
= A(t, ε)x (6)

у випадку, коли головна матриця A0(t) має кратне власне значення, якому вiдповiдають
кратнi елементарнi дiльники, було розроблено в [5, 6]. Виявилось, що у випадку кратного
спектра вiдповiднi розвинення необхiдно будувати за дробовими степенями малого пара-
метра, показники яких залежать вiд структури збурювальних матриць A1(t), A2(t), . . . .

У зв’язку з цим виникла проблема визначення дробових степенiв, за якими слiд буду-
вати вiдповiднi розвинення в залежностi вiд структури збурювальних матриць. Цю про-
блему було розв’язано в [7] з використанням методу дiаграм Ньютона.

Коефiцiєнти рiвняння розгалуження, виведеного в [7], мiстять повну iнформацiю що-
до дробових показникiв степенiв параметра, за якими слiд побудувати асимптотичнi роз-
винення лiнiйно незалежних розв’язкiв системи (6).

Пiзнiше [8] було виведено бiльш компактнi i зручнiшi для практичного використання
формули, якими виражаються коефiцiєнти рiвняння розгалуження.

Паралельно з розвитком теорiї асимптотичного аналiзу загального розв’язку системи
(1) окремими авторами дослiджувалось питання побудови асимптотики розв’язку почат-
кової задачi (1), (2). Зокрема, у [9] для цього використано метод регуляризацiї, за допо-
могою якого сингулярно збурена задача зводиться до регулярно збуреної задачi з час-
тинними похiдними. Однак цей метод виявився ефективним лише у випадку простого
спектра головної матрицi. Спроба поширити його на випадок кратного спектра гранич-
ного оператора, здiйснена в [10], призводить до надзвичайної громiздкостi i величезних
труднощiв технiчного характеру.

У [11, 12] побудова асимптотики розв’язку задачi (1), (2) здiйснюється з використан-
ням асимптотики загального розв’язку системи (1), але й у цих роботах у випадку кратно-
го власного значення матрицi A0(t) застосовується досить складна i громiздка технiка.
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У данiй роботi пропонується бiльш загальний i, на думку автора, бiльш рацiональний
пiдхiд до побудови розв’язку даної задачi з використанням вiдповiдного рiвняння розгалу-
ження, дiаграм Ньютона та спецiальних векторно-матричних методiв.

Рiвняння розгалуження i асимптотика загального розв’язку. З умови 4◦ випливає, що
власному значенню λ0(t) матрицiA0(t) вiдповiдає жорданiв ланцюжок завдовжки n, який
складається iз власного вектора ϕ1(t) та приєднаних векторiв ϕi(t), i = 2, n,що задоволь-
няють спiввiдношення

(A0(t)− λ0(t)E)ϕ1(t) = 0,
(7)

(A0(t)− λ0(t)E)ϕi(t) = ϕi−1(t), i = 2, n,

де E — одинична (n× n)-матриця. При цьому рiвняння

(A0(t)− λ0(t)E)y = ϕn(t) (8)

нерозв’язне при всiх t ∈ [t0;T ].
Визначивши власний вектор ϕ1(t) так, щоб усi його координати були нескiнченно ди-

ференцiйовними, що є цiлком можливим завдяки нескiнченнiй диференцiйовностi матри-
цi A0(t) [13], i позначивши його для зручностi символом ϕ(t), приєднанi вектори вирази-
мо через нього за формулою ϕi(t) = (H(t))i−1ϕ(t), i = 2, n, де H(t) — напiвобернена
матриця до матрицi A0(t) − λ0(t)E, яку також визначимо так, щоб усi її елементи були
нескiнченно диференцiйовними [13, 14].

Iз розв’язностi рiвнянь (7) i нерозв’язностi рiвняння (8) випливає, що скалярнi добутки
(H i−1ϕ,ψ) ≡ 0 при i = 1, n− 1, а (Hn−1ϕ,ψ) 6= 0 ∀t ∈ [t0;T ], де ψ(t) — власний вектор
матрицi A∗0(t), спряженої з A0(t). З огляду на те, що вектор ψ(t) визначається з точнiстю
до довiльного скалярного множника, визначимо його так, щоб (Hn−1ϕ,ψ) = 1 i ψ(t) ∈
∈ C∞[t0;T ]. Тодi, беручи до уваги, що [15, с. 36]

Hk = 0 при k ≥ n, (9)

маємо

(H i−1ϕ,ψ) = δi,n, i = 1, 2, . . . , (10)

де δij — символ Кронекера.
Виходячи з цього, у [8, c. 123] доведено, що однорiдна система рiвнянь (6) має фор-

мальний розв’язок вигляду

xi(t, ε) = ui(t, ε) exp

ε−h t∫
t0

(λ0(τ) + λ(i)(τ, ε)) dτ

 (11)

тодi i тiльки тодi, коли функцiї λ(i)(t, ε) формально задовольняють рiвняння розгалужен-
ня

(λ(i))n +
∞∑
s=1

εsL0s +
∞∑
k=1

∞∑
s=1

εsLks[(λ
(i))k] = 0, (12)
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коефiцiєнти якого виражаються формулами

Lks[(λ
(i))k] = (L̃ks[(λ

(i))k]ϕ,ψ), (13)

L̃0s =
s∑

j=1

(−1)jP s
j (HΓ), s = 1, 2, . . . , (14)

L̃ks[(λ̃
(i))k] =

[ s
h
]∑

j=0

s−jh∑
r=0

(−1)rDj [(λ(i))k]P s−jh
j+k,r(H,HΓ), k = 1, 2, . . . , s = 0, 1, . . . . (15)

Символом P s
j,r(H,HΓ) тут позначено суму всiх можливих „добуткiв” (з перестановками)

j матричних множникiвH i r операторних множникiвHΓk1 , HΓk2 , . . . ,HΓkj з натуральни-
ми iндексами, сума яких дорiвнює s. При цьому перший множник H у всiх цих множникiв
„вiдбирається”, а

Γk(t) = Ak(t)− δk,h
d

dt
, k = 1, 2, . . . . (16)

P s
j (HΓ) — утворена аналогiчним чином сума всiх можливих „добуткiв” j операторних

множникiв HΓk1 , HΓk2 , . . . ,HΓkj , сума iндексiв яких дорiвнює s, з усiх доданкiв яких „вiд-
бирається” перший множник H. За означенням покладається P s

0 (HΓ) = 0 при s > 0,
P 0
0 (HΓ) = E i аналогiчно P s

0,0(H,HΓ) = 0 при s > 0, P 0
0,0(H,HΓ) = E. Наприклад,

P 3
2 (HΓ) = Γ2HΓ1 + Γ1HΓ2, P

3
2,2(H,HΓ) = H2Γ1HΓ2 + Γ1H

2Γ2 + Γ1HΓ2H + H2Γ2HΓ1 +

+Γ2H
2Γ1 + Γ2HΓ1H.

Dj [λk] — скалярний вираз, що є сумою всiх можливих „добуткiв” k функцiй λ(t, ε)

i j операторiв диференцiювання D =
d

dt
, причому останнiм множником у всiх доданках

цього виразу має бути λ.Наприклад,D2[λ2] = D2λ2+DλDλ+λD2λ = (λ2)′′+(λλ′)′+λλ′′.
У [8] також встановлено, що коли функцiя λ(i)(t, ε) задовольняє рiвняння розгалужен-

ня (12), то вiдповiдний вектор ui(t, ε) зображується у виглядi формального розвинення

ui(t, ε) = ϕ+

∞∑
k=1

HL̃k0[(λ
(i))k]ϕ+

∞∑
s=1

εsHL̃0sϕ+

∞∑
k=1

∞∑
s=1

εsHL̃ks[(λ
(i))k]ϕ. (17)

Оскiльки згiдно з (15)

L̃k0[(λ̃
(i))k] = (λ(i))kP 0

k,0(H,HΓ) = (λ(i))kHk−1,

то, взявши до уваги (9), розвинення (17) подамо у виглядi

ui(t, ε) =
n−1∑
k=0

(λ(i))kHkϕ+
∞∑
s=1

εsHL̃0sϕ+
∞∑
s=1

∞∑
k=1

εkHL̃ks[(λ
(i))k]ϕ. (18)
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Рис. 1

Застосовуючи до рiвняння розгалуження (12) метод дiаграм Ньютона, описаний у [7,
16], наносячи на координатну площину цiлочисельнi координати точок (k; s), що вiдпо-
вiдають вiдмiнним вiд нуля коефiцiєнтам Lks даного рiвняння, встановлюємо, що це рiв-
няння завжди має n малих розв’язкiв. Це випливає з того, що незалежно вiд поведiнки
елементiв матриць Ak(t), k = 1, 2, . . . , якi входять до складу операторiв Γk(t), на коорди-
натнiй площинi завжди є точка (n; 0), а також точки (k; (n− k)h), k = 1, n− 1, розмiщенi
на прямiй h(x−n) + y = 0 (рис. 1), оскiльки згiдно з (15), (13), (10) вiдповiднi коефiцiєнти
виражаються формулою

Lk,h(n−k)[λ
k] =

n−k∑
j=0

(n−k−j)h∑
r=0

(−1)rDj [λk]P
(n−k−j)h
j+k,r (H;HΓ) =

=

n−k∑
j=0

Dj [λk](P
(n−k−j)h
j+k,0 (H;HΓ)ϕ,ψ)+

+
n−k∑
j=0

(n−k−j)h∑
r=1

(−1)r[λk](P
(n−k−j)h
j+k,r (H;HΓ)ϕ,ψ) =

= Dn−k[λk] +
n−k∑
j=0

(n−k−j)h∑
r=1

(−1)r[λk](P
(n−k−j)h
j+k,r (H;HΓ)ϕ,ψ),

в якiй перший доданок не залежить вiд збурювальних операторiв. Тому згiдно з методом
дiаграм Ньютона рiвняння (12) завжди має n рiзних розв’язкiв λ(i)(t, ε), лише один з яких
може бути нульовим (коли всi L0s = 0 i, отже, на осi ординат не буде жодної точки).
Оскiльки λ0(t) +λ(i)(t, ε) є власними значеннями оператора A0(t) +

∑∞
k=1 ε

kΓk(t), а ui(t, ε)
— вiдповiдними їм власними векторами, то цi вектори будуть лiнiйно незалежними. Отже,
знайденi таким чином розв’язки (11) системи (6) утворюють фундаментальну систему її
розв’язкiв.

Побудова цих розв’язкiв здiйснюється шляхом знаходження функцiй λ(i)(t, ε) i вiдпо-
вiдних їм векторiв ui(t, ε) у виглядi формальних розвинень за дробовими степенями па-
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Рис. 2

раметра ε. Показники цих степенiв залежать вiд коефiцiєнтiв рiвняння розгалуження i
визначаються за допомогою дiаграм Ньютона.

Для прикладу розглянемо два найпростiших випадки.
1. Припустимо, що

L01(t) = −(Γ1(t)ϕ(t), ψ(t)) = −(A1(t)ϕ(t), ψ(t)) + (ϕ′(t), ψ(t)) 6= 0 ∀t ∈ [t0;T ]. (19)

Тодi вiдповiдна дiаграма Ньютона — це вiдрiзок, що з’єднує точки (0; 1) i (n; 0) (рис. 2),
оскiльки точки, зображенi на рис. 1, лежать вище цього вiдрiзка.

Тангенс кута, який утворює цей вiдрiзок з вiд’ємним напрямом осi абсцис, дорiвнює
1

n
. Тому вiдповiдно до методу Ньютона рiвняння розгалуження (12) має n розв’язкiв, якi

можна побудувати у виглядi розвинень за степенями µ = ε
1
n :

λ(i)(t, ε) =

∞∑
k=1

µkλ
(i)
k (t). (20)

При цьому перший коефiцiєнт цих розвинень повинен задовольняти визначальне рiвнян-
ня, яке в даному випадку має вигляд

(λ
(j)
1 (t))n + L01(t) = 0. (21)

Завдяки умовi (19) воно має n рiзних вiдмiнних вiд нуля коренiв

λ
(j)
1 (t) = n

√
|L01|

(
cos

arg (−L01) + 2π(j − 1)

n
+ i sin

arg (−L01) + 2π(j − 1)

n

)
, j = 1, n.

(22)

Згiдно з (18) за степенями µ можна побудувати й вiдповiднi розвинення для векторiв
ui(t, ε):

ui(t, ε) = ϕ+
∞∑
k=1

µku
(i)
k (t). (23)
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Коефiцiєнти розвинень (20), (23) можна знайти так, як це зроблено у [5, 6], а саме,
пiдставити вираз (11) у вихiдну систему, прирiвняти в одержанiй тотожностi коефiцiєнти
при однакових степенях µ i розв’язати утворену в такий спосiб нескiнченну систему алге-
браїчних рiвнянь. Однак, маючи виведене рiвняння розгалуження i готовий вираз (18) для
векторiв ui(t, ε), доцiльнiше дiяти iнакше: функцiї λ(i)k (t), k = 1, 2, . . . , знайти методом не-

визначених коефiцiєнтiв, пiдставивши (20) у рiвняння розгалуження, а вектори u(i)k (t) —
пiдставивши знайдене розвинення (20) у (18) i, перегрупувавши доданки, зiбрати вирази з
однаковими степенями µ.

Пiдставивши розвинення (20) у рiвняння (12) i врахувавши, що

(µλ
(i)
1 + µ2λ

(i)
2 + . . .)k =

∞∑
j=k

µkP j
k (λ(i)),

де

P j
k (λ(i)) =

∑
s1+...+sk=j

λ(i)s1 λ
(i)
s2 . . . λ

(i)
sk

— сума всiх можливих добуткiв k множникiв λ(i)s1 λ
(i)
s2 . . . λ

(i)
sk , сума iндексiв яких дорiвнює j,

дiстанемо

∞∑
k=n

µkP k
n (λ(i)) +

∞∑
s=1

µnsL0s +
∞∑
s=1

∞∑
k=1

∞∑
j=k

µns+jLks[P
j
k (λ(i))] = 0. (24)

Змiнивши порядок пiдсумовування в третьому доданку цiєї рiвностi, запишемо її у виглядi

∞∑
k=n

µkP k
n (λ(i)) +

∞∑
k=n

µkL0, k
n

+
∞∑

k=n+1

µk
[ k−1

n
]∑

s=1

k−ns∑
j=1

Ljs[P
k−ns
j (λ(i))] = 0, (25)

де L0, k
n

= 0, якщо k не дiлиться на n, а оператор Ljs дiє на кожний доданок виразу

P k−ns
j (λ(i)) за тим самим правилом, що й на (λ(i))k згiдно з (13), (15).

Прирiвнявши в (25) вирази при однакових степенях µ, дiстанемо нескiнченну систему
рiвнянь

P k
n (λ(i)) + L0, k

n
+

[ k−1
n

]∑
s=1

k−ns∑
j=1

Ljs[P
k−ns
j (λ(i))] = 0, k = n, n+ 1, . . . . (26)

Перше рiвняння цiєї системи (при k = n) збiгається з визначальним рiвнянням (21).
Поклавши в нiй n+ k замiсть k, отримаємо

Pn+k
n (λ(i)) + L0, k+n

n
+

[n+k−1
n

]∑
s=1

n+k−ns∑
j=1

Ljs[P
n+k−ns
j (λ(i))] = 0.
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Неважко переконатися, що третiй доданок у лiвiй частинi цiєї рiвностi мiстить тiль-
ки тi λ(i)j , iндекси яких j не перевищують k. Що ж стосується першого доданка, то його
можна подати у виглядi

Pn+k
n (λ(i)) = n(λ

(i)
1 )n−1λ

(i)
k+1 + P̃n+k

n (λ(i)), (27)

де P̃n+k
n (λ(i)) також мiстить лише тi λ(i)j , iндекси яких j ≤ k. Звiдси, врахувавши (27),

дiстанемо таку рекурентну формулу для визначення коефiцiєнтiв λ(i)k+1, k = 1, 2, . . .:

λ
(i)
k+1(t) = − 1

n(λ
(i)
1 )n−1

P̃n+k
n (λ(i)) + L0, k+n

n
+

[n+k−1
n

]∑
s=1

n+k−ns∑
j=1

Ljs[P
n+k−ns
j (λ(i))]

 . (28)

Пiдставляючи розвинення (20) у вираз (18) i групуючи в ньому доданки з однаковими
степенями µ, отримуємо

ui(t, ε) = ϕ+
n−1∑
k=1

µk
k∑

j=1

P k
j (λ(i))Hjϕ+

+
∞∑
k=n

µk

n−1∑
j=1

P k
j (λ(i))Hjϕ+HL̃0, k

n
ϕ+

[ k−1
n

]∑
s=1

k−sn∑
j=1

HL̃js[P
k−sn
j (λ(i))]ϕ

 ,
звiдки випливає, що коефiцiєнти ряду (23) виражаються через власний вектор ϕ(t) за
формулами

u
(i)
k (t) =

k∑
j=1

P k
j (λ(i))Hjϕ, k = 1, n− 1, (29)

u
(i)
k (t) =

n−1∑
j=1

P k
j (λ(i))Hjϕ+HL̃0, k

n
ϕ+

[ k−1
n

]∑
s=1

k−sn∑
j=1

HL̃js[P
k−sn
j (λ(i))]ϕ, k = n, n+ 1, . . . . (30)

Зазначимо, що цей результат збiгається з вiдповiдною теоремою, доведеною iншим
способом у [5, c. 124 – 140; 6, c. 131 – 141].

2. Припустимо, що n > 2 i

L01(t) = −(Γ1ϕ,ψ) ≡ 0, (31)

L02(t) = −(Γ2ϕ,ψ) + (Γ1HΓ1ϕ,ψ) 6= 0 ∀t ∈ [t0;T ], (32)

L11(t) = ((HΓ1 + Γ1H)ϕ,ψ) 6= 0 ∀t ∈ [t0;T ]. (33)
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Рис. 3

У цьому випадку вiдповiдна дiаграма складається з двох ланок — вiдрiзкiв, що з’єднують
точки (0; 2) i (1; 1) та (1; 1) i (n; 0) (рис. 3).

Оскiльки нахил першої ланки дорiвнює 1, а другої —
1

p
, p = n − 1, то p розв’язкiв

рiвняння розгалуження можна побудувати у виглядi розвинення (20) за степенями µ = ε
1
p ,

а один — за цiлими степенями ε:

λn(t, ε) =
∞∑
k=1

εkλ
(n)
k (t). (34)

При цьому першi коефiцiєнти цих розвинень знаходяться з вiдповiдних визначальних
рiвнянь

λ
(i)
1 (t)L11 + (λ

(i)
1 (t))n = 0, (35)

L02(t) + λ1(t)L11(t) = 0. (36)

Завдяки умовам (32), (33) з цих рiвнянь знайдемо n рiзних функцiй λ(j)1 (t):

λ
(j)
1 (t) =

p√|L11|
(

cos
arg (−L11) + 2π(j − 1)

p
+ i sin

arg (−L11) + 2π(j − 1)

p

)
, j = 1, p,

(37)

λ
(n)
1 (t) = −L02

L11
. (38)

Для знаходження наступних коефiцiєнтiв вiдповiдних розвинень застосуємо той же
метод, що i в попередньому випадку. Пiдставивши ряд (20) у рiвняння розгалуження, отри-
маємо тотожнiсть, яка вiдрiзняється вiд (25) тiльки тим, що в другому i третьому доданках
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у лiвiй частинi число n замiнено на p:

∞∑
k=n

µkP k
n (λ(i)) +

∞∑
k=p

µkL0, k
p

+

∞∑
k=p+1

µk
[ k−1

p
]∑

s=1

k−sp∑
j=1

Ljs[P
k−sp
j (λ(i))] = 0. (39)

Прирiвнявши в цiй тотожностi вирази при однакових степенях µ i взявши до уваги (31),
прийдемо до нескiнченної системи рiвнянь, перше з яких збiгається з (35), а наступнi ма-
ють вигляд

P k
n (λ(i)) + L0, k

p
+

[ k−1
p

]∑
s=1

k−sp∑
j=1

Ljs[P
k−sp
j (λ(i))] = 0, k = p+ 2, p+ 3, . . . .

Поклавши в них k + p замiсть k i взявши до уваги, що n = p+ 1, дiстанемо

P p+k
p+1 (λ(i)) + L

0, p+k
p

+

[ p+k−1
p

]∑
s=1

p+k−sp∑
j=1

Ljs[P
p+k−sp
j (λ(i))] = 0.

Вiдокремлюючи доданки, якi мiстять λ(i)k , маємо

(p+ 1)(λ
(i)
1 )pλ

(i)
k + λ

(i)
k L11 + P̃ p+k

p+1 (λ(i)) + L
0, p+k

p
+

+

[ p+k−1
p

]∑
s=2

p+k−sp∑
j=1

Ljs[P
p+k−sp
j (λ(i))] +

k∑
j=2

Lj1[P
k
j (λ(i))] = 0.

Враховуючи, що згiдно з (35) (λ
(i)
1 )p = −L11, звiдси знаходимо

λ
(i)
k (t) =

1

pL11

P̃ p+k
p+1 (λ(i)) + L

0, p+k
p

+
k∑

j=2

Lj1[P
k
j (λ(i))] +

+

[ p+k−1
p

]∑
s=2

p+k−sp∑
j=1

Ljs[P
p+k−ps
j (λ(i))]

 , k = 2, 3, . . . . (40)

Аналогiчно, пiдставивши в рiвняння (12) розвинення (34), дiстанемо

∞∑
k=n

εkP k
n (λ(n)) +

∞∑
k=1

εkL0k +
∞∑
k=2

εk
k−1∑
s=1

k−s∑
j=1

Ljs[P
k−s
j (λ(n))] = 0.

Ця тотожнiсть одержується з (39), якщо в останнiй покласти p = 1 i µ замiнити на ε.
Прирiвнявши в нiй вирази при однакових степенях ε i взявши до уваги (31), прийдемо
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до нескiнченної системи рiвнянь, перше з яких (при k = 2) збiгається з визначальним
рiвнянням (36), а наступнi мають вигляд

P k
n (λ(n)) + L0k +

k−1∑
s=1

k−s∑
j=1

Ljs[P
k−s
j (λ(n))] = 0, k = 3, 4, . . . . (41)

Поклавши в них k + 1 замiсть k i видiливши доданки, якi мiстять λ(n)k , отримаємо

λ
(n)
k (t) =− 1

L11

P k+1
n (λ(n)) + L0,k+1 +

k∑
j=2

Lj1[P
k
j (λ(n))] +

+
k∑

s=2

k+1−s∑
j=1

Ljs[P
k+1−s
j (λ(n))]

 , k = 2, 3, . . . . (42)

Пiдставивши розвинення (20) у вираз (18) i перегрупувавши доданки, як i в поперед-
ньому випадку, одержимо вiдповiднi розвинення для векторiв ui(t, ε):

ui(t, ε) = ϕ+

p−1∑
k=1

µk
k∑

j=1

P k
j (λ(i))Hjϕ+

∞∑
k=p

µk

 p∑
j=1

P k
j (λ(i))

Hjϕ+

+HL̃0, k
p
ϕ+

[ k−1
p

]∑
s=1

k−sp∑
j=1

HL̃js[P
k−sp
j (λ(i))]ϕ, i = 1, p.

Так само, пiдставивши у (18) розвинення (34), дiстанемо вiдповiдне розвинення для
вектора un(t, ε):

un(t, ε) = ϕ+
∞∑
k=1

εk

min(k,n−1)∑
j=1

P k
j (λ(n))Hjϕ+HL̃0kϕ+

k−1∑
s=1

k−s∑
j=1

HL̃js[P
k−s
j (λ(n))]ϕ

 . (43)

Аналогiчно можна розглянути будь-який iнший випадок, пов’язаний з поведiнкою ко-
ефiцiєнтiв рiвняння розгалуження (12). Методами [8, 15] можна довести, що коли функцiя
Reλ0(t) зберiгає сталий знак на заданому вiдрiзку [t0;T ], то формальнi розв’язки систе-
ми (6), якi будуються описаним способом, є асимптотичними розвиненнями при ε → 0
фундаментальної системи точних розв’язкiв системи (6).

Для побудови загального розв’язку неоднорiдної системи (1) необхiдно ще знайти її
частинний розв’язок. Припустивши для спрощення викладок, що

detA0(t) 6= 0 ∀t ∈ [t0;T ], (44)

цей розв’язок легко побудуємо у виглядi розвинення

v(t, ε) =
∞∑
k=0

εkvk(t). (45)
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Пiдставивши його в систему (1) i прирiвнявши вирази при однакових степенях ε, дiстане-
мо такi рекурентнi формули для визначення коефiцiєнтiв vk(t):

v0(t) = −A−10 (t)f0(t),

vk(t) = −A−10 [fk −
k∑

s=1

Asvk−s − v′k−h], k = 1, 2, . . . . (46)

Побудова асимптотики розв’язку задачi Кошi. Покажемо тепер, як, користуючись
отриманими вище асимптотичними розвиненнями розв’язкiв системи (6), (1), побудува-
ти асимптотику розв’язку початкової задачi (1), (2).

1. Розглянемо перший випадок, коли виконується умова (19).
Розв’язок задачi (1), (2) будемо шукати у виглядi суми лiнiйної комбiнацiї побудованих

вище розв’язкiв однорiдної системи i частинного розв’язку (45) неоднорiдної:

x(t, ε) =
1

µn−1

n∑
i=1

ui(t, ε) exp

ε−h t∫
t0

(λ0(τ) + λ(i)(τ, ε))dτ

 ci(ε) + v(t, ε), (47)

де ci(ε) — скалярнi множники, якi пiдлягають визначенню. Наявнiсть множника µ−(n−1)

обумовлена тим, що вектори ui(t, ε) будуть лiнiйно незалежними, якщо у їх вiдповiдних
розвиненнях (23) береться не менше нiж n членiв. Як показано в [14], обернена матриця
до матрицi, складеної з цих векторiв, має полюс (n− 1)-го порядку в точцi µ = 0.

Пiдставивши вектор (47) у початкову умову (2), дiстанемо

n∑
i=1

ui(t0, ε)ci(ε) = µn−1(x0(ε)− v(t0, ε)). (48)

Пiдставивши сюди вирази (18), якими зображуються вектори ui(t, ε), будемо мати(
Φ(t0)Λ(t0, ε) +

∞∑
s=1

εs

[ ∞∑
k=0

HL̃ks[(λ
(1))k]ϕ, . . . ,

∞∑
k=0

HL̃ks[(λ
(n))k]ϕ

])
c(ε) =

= µn−1(x0(ε)− v(t0, ε)), (49)

де

c(ε) = col (c1(ε), . . . , cn(ε)),

Φ(t) = [ϕ,Hϕ, . . . ,Hn−1ϕ], (50)

Λ(t, ε) =


1 . . . 1

λ(1)(t, ε) . . . λ(n)(t, ε)
. . . . . . . . .

(λ(1)(t, ε))n−1 . . . (λ(n)(t, ε))n−1

 .

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2013, т . 16, N◦ 2



282 В. П. ЯКОВЕЦЬ

Розкладемо матрицi бiля c(ε) в ряд за степенями параметра µ. Пiдставивши знайденi
вище розвинення (20) для функцiй λi(t, ε), отримаємо

Λ(t, ε) =



1 . . . 1∑∞
k=1 µ

kP k
1 (λ(1)) . . .

∑∞
k=1 µ

kP k
1 (λ(n))

. . . . . . . . .∑∞
k=n−1 µ

kP k
n−1(λ

(1)) . . .
∑∞

k=n−1 µ
kP k

n−1(λ
(n))


=

=


1 0 . . . 0
0 µ . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . µn−1

 (Λ0 + µΛ1 + µ2Λ2 + . . .),

Λ0(t) =



1 . . . 1

λ
(1)
1 (t) . . . λ

(n)
1 (t)

. . . . . . . . .

(λ
(1)
1 (t))n−1 . . . (λ

(n)
1 (t))n−1


, (51)

Λs(t) =



0 . . . 0

P s+1
1 (λ(1)) . . . P s+1

1 (λ(n))

. . . . . . . . .

Pn−1+s
n−1 (λ(1)) . . . Pn−1+s

n−1 (λ(n))


, s = 1, 2, . . . , (52)

∞∑
s=1

εs

[ ∞∑
k=0

HL̃ks[(λ
(1))k]ϕ, . . . ,

∞∑
k=0

HL̃ks[(λ
(n))k]ϕ

]
=

=
∞∑
k=n

µk

 [ k
n
]∑

s=1

k−sn∑
j=0

HL̃js[P
k−sn
j (λ(1))]ϕ, . . . ,

[ k
n
]∑

s=1

k−sn∑
j=0

HL̃js[P
k−sn
j (λ(n))]ϕ

 .
Помноживши тепер рiвнiсть (49) злiва на матрицi Φ−1(t0, ε) i diag {1, µ−1, . . . , µ−(n−1)},
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запишемо її у виглядiΛ0 + µΛ1 + . . .+


1 0 . . . 0
0 µ−1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . µ−(n−1)

Φ−1H ×

×
∞∑
k=n

µk

 [ k
n
]∑

s=1

k−sn∑
j=0

L̃js[P
k−sn
j (λ(1))]ϕ, . . . ,

[ k
n
]∑

s=1

k−sn∑
j=0

L̃js[P
k−sn
j (λ(n))]ϕ

 c(ε) =

=


µn−1 0 . . . 0

0 µn−2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

Φ−1(x0(ε)− v(t0, ε)). (53)

Введемо вектори

b
(i)
k (t) = Φ−1H

[ k
n
]∑

s=1

k−sn∑
j=0

L̃js[P
k−sn
j (λ(i))]ϕ, i = 1, n, k = n, n+ 1, . . . , (54)

позначивши їх координати (b
(i)
k )j , j = 1, n.Використавши цi позначення i змiнивши iндек-

си, другий матричний вираз у лiвiй частинi рiвностi (53) подамо у виглядi

∑∞
k=n µ

k[(b
(1)
k )1 . . . (b

(n)
k )1]∑∞

k=n µ
k−1[(b

(1)
k )2 . . . (b

(n)
k )2]

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

∑∞
k=n µ

k−(n−1)[(b
(1)
k )n . . . (b

(n)
k )n]


=



∑∞
s=n µ

s[(b
(1)
s )1 . . . (b

(n)
s )1]∑∞

s=n−1 µ
s[(b

(1)
s+1)2 . . . (b

(n)
s+1)2]

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

∑∞
s=1 µ

s[(b
(1)
s+n−1)n . . . (b

(n)
s+n−1)n]


=

=

∞∑
s=1

µsBs(t0),

де

B1 =


0 . . . 0
. . . . . . . . .
0 . . . 0

(b
(1)
n )n . . . (b

(n)
n )n

 , B2 =


0 . . . 0
. . . . . . . . .
0 . . . 0

(b
(1)
n )n−1 . . . (b

(n)
n )n−1

(b
(1)
n+1)n . . . (b

(n)
n+1)n

 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Bn−1 =


0 . . . 0

(b
(1)
n )2 . . . (b

(n)
n )2

. . . . . . . . .

(b
(1)
2n−2)n . . . (b

(n)
2n−2)n

 ,
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Bs =

 (b
(1)
s )1 . . . (b

(n)
s )1

. . . . . . . . .

(b
(1)
s+n−1)n . . . (b

(n)
s+n−1)n

 , s = n, n+ 1, . . . .

Позначивши вектор у правiй частинi (53) через d(ε) i врахувавши (5), (45), аналогiч-
ним чином подамо його у виглядi розвинення

d(ε) =

∞∑
k=0

µkdk, (55)

де

dk = col

((
a k−(n−1)

n

)
1
,
(
a k−(n−2)

n

)
2
, . . . ,

(
a k−1

n

)
n−1

,
(
a k

n

)
n

)
,

as = Φ−1(x0s − vs(t0)), s = 0, 1, . . . , (56)

(as)j — j-та координата вектора as. Зокрема, d0 = col (0, . . . , 0, (a0)n).
В результатi рiвнiсть (53) набирає вигляду(

Λ0(t0) +
∞∑
k=0

µkUk(t0)

)
c(ε) =

∞∑
k=0

µkdk(t0), (57)

де
Uk(t) = Λk(t) +Bk(t), k = 1, 2, . . . .

Подавши вектор c(ε) у виглядi розвинення

c(ε) =
∞∑
k=0

µkc(k), c(k) = col
(
c
(k)
1 , . . . , c(k)n

)
, (58)

пiдставивши його в (57) i прирiвнявши в одержанiй тотожностi вирази при однакових
степенях µ, дiстанемо

Λ0(t0)c
(0) = d0(t0),

Λ0(t0)c
(k) = dk(t0)−

k∑
j=1

Ujc
(k−j), k = 1, 2, . . . .

Оскiльки завдяки (19), (22) матриця Вандермонда Λ0(t) є неособливою, то звiдси знайде-
мо

c(0) = Λ−10 (t0)d0(t0),

c(k) = Λ−10 (t0)

dk(t0)−
k∑

j=1

Uj(t0)c
(k−j)

 , k = 1, 2, . . . . (59)
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Пiдставивши знайденi розвинення

ci(ε) =
∞∑
k=0

µkc
(k)
i

у (47), отримаємо формальний ряд, яким зображується розв’язок задачi (1), (2).

2. Припустимо, що виконуються умови (31) – (33) i n > 2.

Розв’язок початкової задачi (1), (2), як i в попередньому випадку, будемо шукати у

виглядi (47), маючи на увазi, що в даному випадку µ =
1

εn−1
i функцiї λ(i)(t, ε), i = 1, n− 1,

зображуються формальними розвиненнями вигляду (20) за степенями µ, а λ(n)(t, ε) — за
степенями ε.

Пiдставивши вектор (47) у початкову умову (2) i використавши формулу (18), при-
йдемо до рiвностi (49) з такими самими матрицями Φ(t0) i Λ(t, ε), що й у попередньому
випадку. Але розвинення для матрицi Λ(t, ε) тепер буде iншим. Пiдставивши у (50) вiдпо-
вiднi розвинення функцiй λi(t, ε), i = 1, n, дiстанемо

Λ(t, ε) =


1 0 . . . 0
0 µ . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . µn−1

 (Λ0 + µΛ1 + . . .),

де

Λ0(t) =


1 . . . 1 1

λ
(1)
1 . . . λ

(n−1)
1 0

. . . . . . . . . . . .

(λ
(1)
1 )n−1 . . . (λ

(n−1)
1 )n−1 0

 ,

Λs(t) =


0 . . . 0 0

P s+1
1 (λ(1)) . . . P s+1

1 (λ(n−1)) P
s+1
n−1

1 (λ(n))
. . . . . . . . . . . .

P s+n−1
n−1 (λ(1)) . . . P s+n−1

n−1 (λ(n−1)) P
s+n−1
n−1

n−1 (λ(n))

 , s = 1, 2, . . .

(елементи останнього стовпця цих матриць вiдмiннi вiд нуля тiльки в тому випадку, коли
в них верхнi символи є цiлими числами, бiльшими за нижнi).

Аналогiчно, пiдставивши розвинення функцiй λi(t, ε), i = 1, n, у другий матричний
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вираз рiвностi (49), будемо мати

∞∑
s=1

εs

[ ∞∑
k=0

HL̃ks[(λ
(1))k]ϕ, . . . ,

∞∑
k=0

HL̃ks[(λ
(n))k]ϕ

]
=

=

 ∞∑
k=n−1

µk
[ k
n−1

]∑
s=1

k−s(n−1)∑
j=0

HL̃js[P
k−s(n−1)
j (λ(1))]ϕ, . . .

. . . ,

∞∑
k=n−1

µk
[ k
n−1

]∑
s=1

k−s(n−1)∑
j=0

HL̃js[P
k−s(n−1)
j (λ(n−1))]ϕ,

∞∑
k=1

µ(n−1)k

HL̃0k +

k−1∑
s=1

k−s∑
j=1

HL̃js[P
k−s
j (λ(n))]ϕ

 .

Позначивши

b
(i)
k = Φ−1H

[ k
n−1

]∑
s=1

k−s(n−1)∑
j=0

L̃js[P
k−s(n−1)
j (λ(i))], i = 1, n− 1, k = n− 1, n, . . . , (60)

b
(n)
k = Φ−1H

L̃0kϕ+
k−1∑
s=1

k−s∑
j=1

L̃js[P
k−s
j (λ(n))]ϕ

 , k = 1, 2, . . . , (61)

цей вираз подамо у виглядi

Φ

[ ∞∑
k=n−1

µkb
(1)
k , . . . ,

∞∑
k=n−1

µkb
(n−1)
k ,

∞∑
k=1

µ(n−1)kb
(n)
k

]
.

Помноживши тепер рiвнiсть (49) злiва на матрицi Φ−1(t0) та diag{1, µ−1, . . . , µ−(n−1)} i
виконавши такi самi перетворення, як i в попередньому випадку, зведемо її до вигляду( ∞∑

k=0

µkΛk(t0) +
∞∑
k=0

µkBk(t0)

)
c(ε) = d(ε),

де

Bk =


(b

(1)
k )1 . . . (b

(n−1)
k )1 (b

(n)
k

n−1

)1

(b
(1)
k+1)2 . . . (b

(n−1)
k+1 )2 (b

(n)
k+1
n−1

)2

. . . . . . . . . . . .

(b
(1)
k+n−1)n . . . (b

(n−1)
k+n−1)n (b

(n)
k+n−1
n−1

)n

 , k = 0, 1, . . . ,
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а вектор d(ε) зображується у виглядi розвинення (55), коефiцiєнти якого виражаються
через координати векторiв (56):

dk = col

((
a k−(n−1)

n−1

)
1

,

(
a k−(n−2)

n−1

)
2

, . . . ,
(
a k

n−1

)
n

)
, k = 0, 1, . . . .

Зокрема, як i в попередньому випадку, d0 = col (0, . . . , 0, (a0)n).

Таким чином, для визначення вектора c(ε) маємо рiвняння(
U0(t0) +

∞∑
k=1

µkUk(t0)

)
c(ε) = d(ε), (62)

де Uk(t) = Λk(t) +Bk(t), k = 0, 1, . . . .

З’ясуємо, що являє собою матриця U0(t). Оскiльки згiдно з (60), (61)

b
(i)
n−1(t) = Φ−1HL̃01ϕ, i = 1, n− 1, b

(n)
1 = Φ−1HL̃01ϕ,

то всi елементи останнього рядка матрицi B0(t0) рiвнi мiж собою. Позначивши їх симво-
лом b i взявши до уваги, що згiдно з (35) (λ

(i)
1 (t))n−1 = −L11(t), будемо мати

U0(t) =


1 . . . 1 1

λ
(1)
1 . . . λ

(n−1)
1 0

. . . . . . . . . . . .

(λ
(1)
1 )n−2 . . . (λ

(n−1)
1 )n−2 0

b− L11 . . . b− L11 b

 .

Розкладаючи визначник цiєї матрицi за елементами останнього стовпця, знаходимо

detU0(t) = (−1)n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ
(1)
1 . . . λ

(n−1)
1

. . . . . . . . .

(λ
(1)
1 )n−2 . . . (λ

(n−1)
1 )n−2

b− L11 . . . b− L11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 . . . 1

λ
(1)
1 . . . λ

(n−1)
1

. . . . . . . . .

(λ
(1)
1 )n−2 . . . (λ

(n−1)
1 )n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 . . . 1

λ
(1)
1 . . . λ

(n−1)
1

. . . . . . . . .

(λ
(1)
1 )n−2 . . . (λ

(n−1)
1 )n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣L11,

звiдки випливає, що detU0(t) 6= 0 ∀t ∈ [t0;T ] завдяки умовi (33). Отже, матриця U0(t0) має
обернену.

Подавши вектор c(ε) у виглядi розвинення (58), його коефiцiєнти знайдемо з рiвняння
(62) за формулами вигляду (59), у яких Λ0(t0) замiнено на U0(t). Пiдставивши знайденi
розвинення у (47), одержимо формальний ряд, яким зображується шуканий розв’язок за-
дачi (1), (2).
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Якщо Reλ0(t) < 0 ∀t ∈ [t0;T ], то формальнi ряди, побудованi в обох розглянутих
випадках, будуть асимптотичними розвиненнями точного розв’язку задачi (1), (2) при ε →
→ 0.

Зазначимо, що у бiльш складних випадках, коли вiдповiдна дiаграма Ньютона скла-
дається з кiлькох ланок рiзної довжини i вiдповiднi розв’язки рiвняння розгалуження зо-

бражуються розвиненнями за рiзними дробовими степенями параметра ε
1
p1 , ε

1
p2 , . . . , ε

1
ps ,

розв’язок початкової задачi (1), (2) будуватиметься у виглядi розвинення за степенями ε
1
p ,

де p — найбiльший спiльний дiльник чисел p1, . . . , ps.
Алгоритм знаходження коефiцiєнтiв цього розвинення такий самий, як i в розгля-

нутих нами випадках. Подiбний алгоритм можна застосувати i до бiльш складних кра-
йових задач.
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