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We obtain conditions for nonlinear almost periodic difference equations with discrete argument in a Banach
space to have almost periodic solutions without using theH-classes of these equations.

Получены условия существования почти периодических решений нелинейных почти периоди-
ческих разностных уравнений с дискретным аргументом в банаховом пространстве, в кото-
рых не используютсяH-классы этих уравнений.

1. Основнi позначення та об’єкт дослiджень. Нехай Z — множина всiх цiлих чисел, R —
множина всiх дiйсних чисел i E — довiльний банаховий простiр iз нормою ‖ · ‖E . Позна-
чимо через M банаховий простiр двостороннiх послiдовностей x = (xn)n∈Z, де xn ∈ E,
для кожної з яких supn∈Z ‖xn‖E < ∞, з нормою

‖x‖M = sup
n∈Z
‖xn‖E

i нульовим елементом 0.

У просторi M визначимо оператор зсуву Sm, m ∈ Z, формулою

(Smx)n = xn+m, n ∈ Z. (1)

Елемент y ∈ M називається майже перiодичним (за Бохнером) (див. [1]), якщо замикан-
ня множини {Smy : m ∈ Z} у просторi M є компактною пiдмножиною цього простору.

Множина B майже перiодичних елементiв простору M є пiдпростором цього просто-
ру з нормою ‖x‖B = ‖x‖M.

Нехай Ω — область простору E i K — множина всiх непорожнiх компактних пiдмно-
жин K ⊂ Ω.

Розглянемо вiдображення f : Ω → M, що визначається формулою

f(x) = (fn(x))n∈Z, x ∈ Ω,

де fn : Ω → E, n ∈ Z, — неперервнi вiдображення, i задовольняє умови:
1) f(x) як векторна функцiя зi значеннями в M неперервна по x на Ω i, отже, рiвномiр-

но неперервна по x на кожнiй множинi K ∈ K (див. [2, с. 112]);
2) f(x) як послiдовнiсть майже перiодична рiвномiрно по x на кожнiй множинi K ∈ K.
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Неважко показати, що для кожної множини K ∈ K

sup
x∈K
‖f(x)‖M = sup

n∈Z, x∈K
‖fn(x)‖E < +∞

(див. [2, с. 113]) i для довiльної послiдовностi (mk)k≥1 цiлих чисел iснує пiдпослiдовнiсть

(mkl)l≥1, для якої послiдовнiсть
(
Smkl

f(x)
)
l≥1

збiгається рiвномiрно на множинi K.

Вважатимемо, що послiдовнiсть
(
Smkl

f(x)
)
l≥1

збiгається рiвномiрно на кожнiй мно-

жинi K ∈ K i граничне вiдображення g : Ω → M, що визначається спiввiдношеннями

g(x) = (gn(x))n∈Z,

gn(x) = lim
l→∞

fn+mkl
(x), n ∈ Z, (2)

або формулою

g(x) = lim
l→∞

Smkl
f(x), (3)

задовольняє умови 1 i 2. Наведена вимога виконується, якщо, наприклад, простiр E скiн-
ченновимiрний (див. аналогiчнi дослiдження в [3, с. 429] у випадку диференцiальних рiв-
нянь). Зазначимо, що у статтi ця вимога вiдiграватиме допомiжну роль i не буде викори-
стовуватися при отриманнi основного результату.

Множина всiх визначених формулою (3) вiдображень g називається H-класом вiд-
ображення f i позначається черезH(f).

Розглянемо рiзницеве рiвняння

xn+1 = fn(xn), n ∈ Z. (4)

H-класом цього рiвняння називається множина всiх рiзницевих рiвнянь

yn+1 = gn(yn), n ∈ Z,

права частина яких визначається за допомогою (2).
Метою статтi є встановлення умов iснування майже перiодичних розв’язкiв рiвняння

(4) без використання елементiвH-класу цього рiвняння. При дослiдженнi рiвняння (4) бу-
демо використовувати функцiонал, визначений на множинi обмежених розв’язкiв цього
рiвняння (множини значень цих розв’язкiв — пiдмножини компактних множин K ∈ K).
Означення цього функцiонала наведемо в наступному пунктi.

2. Функцiонал δ. Вiдокремленi та сильно вiдокремленi розв’язки рiвняння (4). Позна-
чимо через N (f ,K) множину всiх обмежених розв’язкiв x = (xn)n∈Z рiвняння (4), для
кожного з яких замикання R(x) множини

R(x) = {xn : n ∈ Z}
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є пiдмножиною множини K ∈ K i R(x) 6= K.
Зафiксуємо довiльну множину K ∈ K i обмежений розв’язок x∗ ∈ N (f ,K) рiвнян-

ня (4). Вважаємо, що
N (f ,K) 6= ∅.

Покладемо

r(x∗,K) = sup
{
‖x− y‖E : x ∈ R(x∗), y ∈ K

}
. (5)

Завдяки нерiвностi R(x) 6= K

r(x∗,K) > 0.

Також зафiксуємо довiльне число ε ∈ [0, r(x∗,K)]. Позначимо через Ω(x∗,K, ε) множину
всiх елементiв y ∈ M, для кожного з яких

R(x∗ + y) ⊂ K (6)

i

‖y‖M ≥ ε. (7)

Аналогiчним чином можна визначити множину Ω(z,K, ε) для будь-якого iншого еле-
мента z ∈ M, для якого R(z) ⊂ K.

Розглянемо функцiонал

δ(x∗,K, ε) = inf
y∈Ω(x∗,K,ε)

sup
n∈Z

∥∥x∗n+1 + yn+1 − fn(x∗n + yn)
∥∥
E
. (8)

Означення 1. Розв’язок z ∈ N (f ,K) рiвняння (4) називається вiдокремленим на мно-
жинi Z×K, якщо цей розв’язок або є єдиним на множинi Z×K, або для кожного iншого
розв’язку u = (un)n∈Z зi значеннями в K виконується нерiвнiсть

inf
n∈Z
‖zn − un‖E ≥ ρ,

де ρ — додатна стала, залежна тiльки вiд z.

Означення 2. Розв’язок z ∈ N (f ,K) рiвняння (4) називається сильно вiдокремленим
на множинi Z×K, якщо

δ(x∗,K, ε) > 0

для кожного ε ∈ (0, r(z,K)).

Очевидно, що кожний сильно вiдокремлений на множинi Z×K розв’язок z ∈ N (f ,K)
рiвняння (4) є вiдокремленим на множинi Z ×K розв’язком цього рiвняння. Однак вiдо-
кремлений на множинi Z × K розв’язок z ∈ N (f ,K) рiвняння (4) може не бути сильно
вiдокремленим на множинi Z×K розв’язком цього рiвняння. Це пiдтверджується наступ-
ним прикладом.
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Приклад 1. Використаємо неперервну майже перiодичну на R функцiю

f(t) =

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
sin

t

2k + 1

та парну невiд’ємну i необмежену на R функцiю

F (t) =

t∫
0

f(s) ds =

∞∑
k=0

2

2k + 1
sin2 t

2(2k + 1)
,

для якої (див., наприклад, [3, c. 436])

F (tm) > ln(2m+ 1), m ∈ N, (9)

де
tm = 1 · 3 · . . . · (2m+ 1)π.

Розглянемо лiнiйне рiзницеве рiвняння

xn+1 = eF (n+1)−F (n)xn, n ∈ Z, (10)

в якому коефiцiєнт eF (n+1)−F (n) є майже перiодичним, оскiльки

F (n+ 1)− F (n) =

n+1∫
n

f(t) dt

i функцiя f(t) є майже перiодичною. Загальний розв’язок цього рiвняння має вигляд

xn = ceF (n), (11)

де c — довiльна дiйсна стала.
Оскiльки (див. [4, с. 453])

sup
t∈R
|f(t)| <

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
=
π2

8
,

то

|F ([tm])− F (tm)| < π2

8
, m ∈ N,

де [tm] — цiла частина числа tm, i завдяки (9)

F ([tm]) > ln(2m+ 1)− π2

8
, m ∈ N. (12)
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Тому кожний ненульовий розв’язок (11) рiвняння (10) (коли c 6= 0) є необмеженим на Z.
Отже, нульовий розв’язок рiвняння (10) є вiдокремленим на кожнiй множинi Z×[−µ, µ],

µ > 0. Однак цей розв’язок не є сильно вiдокремленим на жоднiй з множин Z × [−µ, µ],
µ > 0. Справдi, завдяки нерiвностям (12), парностi функцiї F (t) та зображенню загально-
го розв’язку (11) рiвняння (10) нульовий розв’язок цього рiвняння не є експоненцiально
дихотомiчним [5]. Тому лiнiйний неперервний i майже перiодичний рiзницевий оператор
A : M → M, що визначається спiввiдношенням

(Ax)n = xn+1 − eF (n+1)−F (n)xn, n ∈ Z,

не має неперервного оберненого оператора i, отже,

inf
‖x‖M=µ

sup
n∈Z

∣∣∣xn+1 − eF (n+1)−F (n)xn

∣∣∣ = 0 (13)

для кожного µ > 0 (якщо припустити, що для деякого µ0 > 0

inf
‖x‖M=µ0

sup
n∈Z

∣∣∣xn+1 − eF (n+1)−F (n)xn

∣∣∣ > 0,

то на пiдставi [5] та однорiдностi оператора A цей оператор матиме обернений неперерв-
ний оператор, що суперечитиме вiдсутностi експоненцiальної дихотомiї для нульового
розв’язку рiвняння (10)).

Iз (13) випливає, що для функцiонала δ у випадку рiзницевого рiвняння (10) викону-
ється спiввiдношення

δ(0, [−µ, µ], ε) = 0

для кожного ε ∈ (0, µ]. Це означає, що нульовий розв’язок рiвняння (10) не є сильно
вiдокремленим на жоднiй iз множин Z× [−µ, µ], µ > 0.

Застосування функцiонала δ до дослiдження майже перiодичних нелiнiйного рiзнице-
вого рiвняння (4) та аналогiчного лiнiйного рiзницевого рiвняння наведемо в наступних
пунктах.

Iнший функцiонал для дослiдження нелiнiйних майже перiодичних рiзницевого рiвня-
ння з неперервним аргументом

x(t+ 1) = f(t, x(t)), t ∈ R,

i диференцiального рiвняння

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ∈ R,

в яких вiдображення f : R×Ω → E, де Ω — довiльна область простору E, є неперервним,
використовувався автором у [6, 7].

3. Основний результат. Наведемо умови iснування майже перiодичних розв’язкiв рiв-
няння (4), в яких на вiдмiну вiд вiдомої теореми Амерiо про майже перiодичнi розв’язки
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нелiнiйних диференцiальних рiвнянь (див. [3, 8]) не використовуються H-клас рiвняння
(4) та вiдокремленiсть обмежених розв’язкiв рiвняньH-класу цього рiвняння.

Нехай Λ — обмежена пiдмножина простору E. Визначимо дiаметр diam Λ множини Λ
рiвнiстю

diam Λ = sup{‖x− y‖E : x, y ∈ Λ}.

Теорема 1. Нехай K ∈ K. Якщо для розв’язку z ∈ N (f ,K) рiвняння (4) diamR(z) 6= 0
i виконується нерiвнiсть

δ(z,K, ε) > 0 (14)

для кожного ε ∈ (0, r(z,K)), то цей розв’язок є майже перiодичним.

Зауваження 1. Розв’язок z ∈ N (f ,K) рiвняння (4), для якого diamR(z) = 0, є сталим
i, отже, майже перiодичним.

Доведення. Припустимо, що розв’язок z ∈ N (f ,K) рiвняння (4) не є елементом про-
стору B. Тодi iснує послiдовнiсть

(
Smpz

)
p≥1

, для якої кожна пiдпослiдовнiсть
(
Skpz

)
p≥1

буде розбiжною. Отже, для деяких послiдовностей (pr)r≥1, (qr)r≥1 натуральних чисел i
числа γ ∈ (0,diamR(z))

∥∥Skpr z− Skqr z∥∥M ≥ γ, r ≥ 1. (15)

Зазначимо, що diamR(z) ≤ r(z,K). Не обмежуючи загальностi можна вважати, що по-
слiдовнiсть

(
Skpf(x)

)
p≥1

збiгається рiвномiрно на K. Тодi

lim
p,q→∞

sup
x∈K

∥∥Skpf(x)− Skq f(x)
∥∥
M

= 0. (16)

Розглянемо елементи

yr = Skpr z− Skqr z, r ≥ 1,

простору M. Очевидно, що

yr ∈ Ω(Skqr z,K, γ), r ≥ 1. (17)

Покажемо, що

δ(z,K, γ) = 0. (18)

Завдяки (8), (17) та тому, що

zn+1+kpr − fn+kpr (zn+kpr ) ≡ 0, r > 1,
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виконуються спiввiдношення

δ(z,K, γ) = inf
y∈Ω(z,K,γ)

sup
n∈Z
‖zn+1 + yn+1 − fn(zn + yn)‖E =

= inf
y∈Ω(Skqr

z,K,γ)
sup
n∈Z
‖zn+1+kqr + yn+1 − fn+kqr (zn+kqr + yn)‖E ≤

≤ sup
n∈Z
‖zn+1+kqr + (zn+1+kpr − zn+1+kqr )− fn+kqr (zn+kqr + (zn+kpr − zn+kqr ))‖E =

= sup
n∈Z
‖zn+1+kpr − fn+kqr (zn+kpr )‖E ≤

≤ sup
n∈Z
‖zn+1+kpr − fn+kpr (zn+kpr )‖E + sup

n∈Z

∥∥fn+kpr (zn+kpr )− fn+kqr (zn+kpr )
∥∥
E

=

= sup
n∈Z

∥∥fn+kpr (zn+kpr )− fn+kqr (zn+kpr )
∥∥
E
,

з яких на пiдставi (16) випливає спiввiдношення (18), що суперечить (14).
Отже, припущення, що розв’язок z ∈ N (f ,K) рiвняння (4) не є майже перiодичним,

хибне.
Теорему 1 доведено.
Зазначимо, що виконання в теоремi 1 нерiвностi (14) означає, що розв’язок z ∈ N (f ,K)

рiвняння (4) є сильно вiдокремленим на множинi Z × K. Тому цю теорему можна сфор-
мулювати в наступному виглядi.

Теорема 2. Нехай K ∈ K. Якщо розв’язок z ∈ N (f ,K) рiвняння (4) сильно вiдокрем-
лений на множинi Z×K, то цей розв’язок є майже перiодичним.

Зауваження 2. Якщо розв’язок z ∈ N (f ,K) рiвняння (4) не є сильно вiдокремленим
на множинi Z × K, то цей розв’язок або може бути майже перiодичним, або нi. Це пiд-
тверджується наступними двома прикладами.

Приклад 2. Розглянемо нелiнiйне автономне рiзницеве рiвняння

xn+1 = x3
n, n ∈ Z, (19)

та його обмежений розв’язок z = (zn)n∈Z, для якого

z0 =
1

2
.

Цей розв’язок не є майже перiодичним, оскiльки

lim
n→+∞

zn = 0

i
lim

n→−∞
zn = 1.

Очевидно, що
R(z) ⊂ [0, 1].
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Зафiксуємо замкнений вiдрiзок [−1, 2]. Тодi елемент y = −z простору M (у випадку
E = R) є елементом множини Ω(z, [−1, 2], ε) для кожного ε ∈ (0, 1). Тому для ε ∈ (0, 1)

δ(z, [−1, 2], ε) = inf
x∈Ω(z,[−1,2],ε)

sup
n∈Z

∣∣zn+1 + xn+1 − z3
n − x3

n

∣∣ ≤
≤ sup

n∈Z

∣∣zn+1 + (−zn+1)− z3
n − (−z3

n)
∣∣ = 0.

Отже, для кожного ε ∈ (0, 1)

δ(z, [−1, 2], ε) = 0,

тобто розв’язок z рiвняння (19) не є сильно вiдокремленим на множинi Z× [−1, 2].
Зазначимо, що розв’язок z рiвняння (19) також не є вiдокремленим на множинi Z ×

×[−1, 2], оскiльки обмеженими розв’язками цього рiвняння також є z1 = (zn,1)n∈Z i z2 =
= (zn,2)n∈Z, де zn,1 ≡ 0, zn,2 ≡ 1, i

inf
n∈Z
|zn − zn,1| = inf

n∈Z
|zn − zn,2| = 0.

Приклад 3. Розглянемо лiнiйне автономне рiзницеве рiвняння

xn+1 = xn, n ∈ Z.

Очевидно, що розв’язки цього рiвняння мають вигляд

xn = c, n ∈ Z,

де c — довiльна дiйсна стала. Тому всi вони є майже перiодичними. Усi цi розв’язки не
є вiдокремленими i, отже, не є сильно вiдокремленими на множинах Z × [a, b] (a, b ∈ R,
a < b).

Отже, властивiсть сильної вiдокремленостi обмеженого розв’язку майже перiодич-
ного рiзницевого рiвняння (4) не є необхiдною (а є лише достатньою) умовою для майже
перiодичностi цього розв’язку.

4. Випадок лiнiйного рiвняння (4). Розглянемо майже перiодичну послiдовнiсть (An)n∈Z
лiнiйних неперервних операторiв, майже перiодичний елемент h = (hn)n∈Z ∈ M та вiд-
повiдне лiнiйне рiзницеве рiвняння

xn+1 = Anxn + hn, n ∈ Z. (20)

Оскiльки це рiвняння є окремим випадком рiвняння (4), то на пiдставi теореми 2 справ-
джується наступне твердження.

Теорема 3. Нехай K ∈ K. Сильно вiдокремлений на множинi Z × K розв’язок z =
= (zn)n∈Z рiвняння (20), для якого R(z) 6= K, є майже перiодичним.

На завершення зазначимо, що наведенi умови iснування майже перiодичних розв’яз-
кiв рiвнянь (4) i (20) є новими. На вiдмiну вiд уже згадуваної теореми Амерiо в теоремах 1
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i 2 не використовуютьсяH-клас рiвняння (4) та умова вiдокремлення обмежених розв’яз-
кiв рiвнянь H-класу цього рiвняння i банаховий простiр E може бути нескiнченновимiр-
ним. Аналогiчно в теоремi 3 також не використовуєтьсяH-клас рiвняння (20).

Крiм того, зауважимо, що дослiдженню розв’язкiв майже перiодичних рiвнянь присвя-
чено багато публiкацiй. Вiдмiтимо лише частину з них. Для звичайних лiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь першi теореми про майже перiодичнi розв’язки були доведенi Фаваром
у роботi [9], а для нелiнiйних диференцiальних рiвнянь — Амерiо в роботi [8]. У цих робо-
тах суттєво використовуються H-класи дослiджуваних рiвнянь, а у [8] використовується
також вимога вiдокремленостi обмежених розв’язкiв рiвнянь. Результати Фавара були
покращенi Е. Мухамадiєвим [10, 11]. Узагальненням теорем Мухамадiєва присвячено ро-
боти [12 – 14]. Важливi результати в цьому напрямку також належать Б. М. Левiтану [1],
Амерiо [15] та В. В. Жикову [16]. Умови майже перiодичностi обмежених розв’язкiв не-
лiнiйних рiзницевих рiвнянь з неперервним аргументом та диференцiальних рiвнянь без
використанняH-класiв цих рiвнянь отримано автором у [6, 7].

Умови iснування обмежених розв’язкiв нелiнiйних рiзницевих рiвнянь (вимога iснува-
ння таких розв’язкiв у теоремах 1 i 2 є суттєвою) отримано в [17 – 19].
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