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For the generalized Emden – Fowler equation,

y(n) = p0|y|ksgn y, n ∈ {3, 4}, k ∈ (0, 1) ∪ (1,∞), p0 6= 0,

we prove existence of solutions with a given number of zeros in the domain of definition.

Для узагальненого рiвняння Емдена – Фаулера

y(n) = p0|y|ksgn y, n ∈ {3, 4}, k ∈ (0, 1) ∪ (1,∞), p0 6= 0,

доведено iснування розв’язкiв iз заданим числом нулiв в областi визначення.

1. Введение. В данной работе для обобщенного уравнения Эмдена – Фаулера третьего и
четвертого порядков изучаются свойства осциллирующих решений, т. е. решений, име-
ющих бесконечное число нулей на бесконечном или конечном интервале. В частности,
доказывается существование решений с заданным числом нулей на отрезке, интерва-
ле, полуинтервале и полупрямой. Асимптотические свойства решений таких уравнений
исследовались многими авторами. Для линейных уравнений третьего и четвертого по-
рядков достаточные условия осцилляции, а также интересные результаты о числе нулей
осциллирующих решений и их расположении получены в [12] (см. также [10], гл. I). Для
нелинейных уравнений второго порядка в работе [9] был доказан критерий осцилляции
всех решений. Для уравнений третьего и четвертого порядков свойства осциллирующих
решений и критерии осцилляции были получены в [1 – 3, 13 – 17], для нелинейных уравне-
ний произвольного порядка — в [4, 10, 11]. В работах [5, 7, 8] получены результаты о суще-
ствовании решений с заданной областью определения и равномерных оценках решений
для уравнения третьего порядка. Классификация всех решений уравнений третьего по-
рядка в случае регулярной и сингулярной нелинейности, а также четвертого порядка в
случае регулярной нелинейности приведена в [2, 3, 6] (см. также библиографию в [6, 10]).

2. Основные результаты. Для уравнения

y(n) = p0|y|ksgn y, n ∈ {3, 4}, k ∈ (0, 1) ∪ (1,∞), p0 6= 0, (1)
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изучается задача о существовании решений с заданным числом нулей на отрезке, интер-
вале или полуинтервале при различных значениях параметра k. Доказаны следующие
теоремы.

Теорема 1. При n = 3 для любых k ∈ (1,∞), p0 6= 0, a < b и целого m ≥ 2 уравнение
(1) имеет решение, определенное на отрезке [a, b], равное нулю в точках a, b и имеющее
на этом отрезке ровно m нулей.

Теорема 2. При n = 3 для любых k ∈ (1,∞), p0 > 0, a < b и целого m ≥ 1 урав-
нение (1) имеет решение, определенное на полуинтервале (a, b], равное нулю в точке b
и имеющее на этом полуинтервале ровно m нулей, а также решение, имеющее на этом
полуинтервале счетное число нулей. Аналогично, при n = 3 для любых k ∈ (1,∞),
p0 < 0, a < b и целого m ≥ 1 уравнение (1) имеет решение, определенное на полуинтер-
вале [a, b), равное нулю в точке a и имеющее на этом полуинтервале ровно m нулей, а
также решение, имеющее на этом полуинтервале счетное число нулей.

Теорема 3. При n = 3 для любых k ∈ (0, 1), p0 6= 0, a < b и целого m ≥ 2 уравнение
(1) имеет решение, определенное на отрезке [a, b], равное нулю в точках a, b и имеющее
на этом отрезке ровно m нулей, а также решение, имеющее на этом отрезке счетное
число нулей, и ненулевое решение, имеющее на этом отрезке континуум нулей.

Теорема 4. При n = 4 для любых k ∈ (1,∞), p0 6= 0, a < b и целого m ≥ 2 уравнение
(1) имеет решение, определенное на отрезке [a, b], равное нулю в точках a, b и имеющее
на этом отрезке ровно m нулей.

Теорема 5. При n = 4 для любых k ∈ (1,∞), p0 < 0, a < b и целого m ≥ 1 уравнение
(1) имеет решения, определенные на полуинтервалах [a, b) и (a, b], равные нулю в точках
a и b соответственно и имеющие на этих полуинтервалах ровно по m нулей, а также
решения, имеющие на этих полуинтервалах счетное число нулей.

Для удобства будем использовать обозначение

(y)k± := |y(x)|k sgn(y(x)).

При использовании такого обозначения уравнение (1) принимает вид

y(n) = p0(y)
k
±, n ∈ {3, 4}, k ∈ (0, 1) ∪ (1,∞), p0 6= 0.

3. Доказательство основных результатов. При доказательстве основных результа-
тов будем использовать метод, предложенный для исследования качественных свойств и
классификации решений нелинейных дифференциальных уравнений типа Эмдена – Фау-
лера третьего и четвертого порядков, подробно описанный в работах [2] и [6] (часть I,
гл. 5 – 7). Основные этапы применения этого метода, необходимые для получения резуль-
татов, будут кратко описаны в данной работе. При этом часть вспомогательных резуль-
татов будет подробно доказана, в частности, для уравнения третьего порядка с сингуляр-
ной нелинейностью, а другая часть снабжена ссылками на соответствующие теоремы,
доказанные ранее, что относится к случаю уравнений третьего и четвертого порядков с
регулярной нелинейностью.

Уравнение (1) имеет единственное решение для любой задачи Коши в случае, когда
k > 1. Для рассмотрения случая k ∈ (0, 1) необходима следующая теорема.
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Теорема 6. Решение задачи Коши уравнения (1) при k ∈ (0, 1) с вектором начальных
данных (y(x0), . . . , y

(n−1)(x0)), не равным тождественно нулю, единственно в некото-
рой окрестности x0.

Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, что x0 = 0. Докажем су-
ществование и единственность решения задачи Коши y(0) = y00, y

′(0) = y01, . . . , y
(n−1)(0) =

= y0n−1 для x > 0.

Интегрируя уравнение (1) n раз на отрезке [0, x], получаем интегральное уравнение,
равносильное рассматриваемой задаче Коши:

y(x) = y00 + y01x+ y02
x2

2
+ . . .+ y0n−1

xn−1

(n− 1)!
+ p0

x∫
0

. . .

x∫
0

(y(x))k±(dx)
n. (2)

Пусть r = min{j : y0j 6= 0}. Тогда можно записать

y00 + y01x+ y02
x2

2
+ . . .+ y0n−1

xn−1

(n− 1)!
= xrQn−r−1(x),

где Qn−r−1(x) — многочлен степени n− r − 1, не равный нулю при x = 0.

Будем искать решение в виде

y(x) = xrQn−r−1(x) + xnu(x), (3)

где u(x) ∈ U = {u(x) : u(x) ∈ C[0, ε], |u(x)| ≤ û}, а û — некоторая положительная
постоянная. Тогда уравнение (2) запишется в виде

u(x) = p0x
−n

x∫
0

. . .

x∫
0

xrk
(
Qn−r−1(x) + xn−ru(x)

)k
± (dx)

n. (4)

Будем считать, что 0 < ε < 1, и введем обозначение

Q̂ = sup {|Qn−r−1(x)|+ û : 0 ≤ x ≤ 1} .

Покажем, что при достаточно малом ε правая часть равенства (4) принадлежит U,
если u(x) ∈ U.

Действительно,

p0

∣∣∣∣∣∣x−n
x∫

0

. . .

x∫
0

xrk
(
Qn−r−1(x) + xn−ru(x)

)k
± (dx)

n

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ p0x

−n
x∫

0

. . .

x∫
0

xrk
∣∣Qn−r−1(x) + xn−ru(x)

∣∣k (dx)n ≤
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≤ p0Q̂
kx−n

x∫
0

. . .

x∫
0

xrk(dx)n =
p0 Q̂

k

(rk + 1) . . . (rk + n)
x−n+rk+n ≤

≤ p0 Q̂
k

(rk + 1) . . . (rk + n)
εrk,

что не превышает û, если

0 ≤ x ≤ ε <

(
(rk + 1) . . . (rk + n) û

p0 Q̂k

) 1
rk

.

Докажем, что правая часть равенства (4), как функция от u(x) ∈ U, является сжима-
ющим отображением из U в U.

Поскольку Qn−r−1(0) 6= 0, можно выбрать ε так, чтобы кроме указанных выше усло-
вий для 0 ≤ x ≤ ε выполнялось неравенство

|Qn−r−1(x)| > û εn−r.

Введем обозначение

q̂ε = inf
{
|Qn−r−1(x)| − û εn−r : 0 ≤ x ≤ ε

}
> 0.

Тогда∣∣∣∣∣∣p0x−n
x∫

0

. . .

x∫
0

xrk
(
Qn−r−1(x) + xn−ru1(x)

)k
± (dx)

n −

− p0x
−n

x∫
0

. . .

x∫
0

xrk
(
Qn−r−1(x) + xn−ru2(x)

)k
± (dx)

n

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ p0x

−n
x∫

0

. . .

x∫
0

xrk
∣∣∣(Qn−r−1(x) + xn−ru1(x)

)k
± −

(
Qn−r−1(x) + xn−ru2(x)

)k
±

∣∣∣ (dx)n ≤
≤ p0x

−n
x∫

0

. . .

x∫
0

xrkkq̂k−1ε xn−r |u1(x)− u2(x)| (dx)n ≤

≤ p0 k q̂
k−1
ε

(rk + n− r + 1) . . . (rk + n− r + n)
x−n+rk+n−r+n |u1(x)− u2(x)| ≤

≤ p0 k q̂
k−1
ε

(rk + n− r + 1) . . . (rk + n− r + n)
εrk+n−r|u1(x)− u2(x)| = q|u1(x)− u2(x)|,
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где коэффициент

q =
p0 k q̂

k−1
ε

(rk + n− r + 1) . . . (rk + n− r + n)
εrk+n−r

с помощью очередного уменьшения ε можно сделать меньше единицы, так как

rk + n− r = n+ r(k − 1) > n− r > 0,

а q̂ε при уменьшении ε возрастает, так что q̂k−1ε , как и εrk+n−r, убывает.
Таким образом, доказана требуемая сжимаемость, что влечет существование и един-

ственность u(x) ∈ U, удовлетворяющего уравнению (4).
Поскольку любую функцию класса Cn с такими же начальными данными можно

представить в виде (3), единственность решения рассматриваемой задачи Коши доказана.

Замечание 1. Существование решения задачи Коши следует из непрерывности правой
части.

Замечание 2. Могут существовать два различных решения задачи Коши для нулевых
начальных условий при k ∈ (0, 1), например,

y1 =



0 при x ≤ x0,

 (1− k)np0
n−1∏
j=0

(n− j(1− k))


1

1−k

(x− x0)
n

1−k при x > x0

и y2 ≡ 0 являются решениями уравнения (1) при p0 > 0.

Теорема 7. Уравнение (1) при n > 2, p0 6= 0, имеет осциллирующие решения.

При k > 1 это частный случай утверждения 2.3 из [2], а также теоремы 6.1 из [6], а
при k ∈ (0, 1) — теоремы 7.9 из [6].

Лемма 1 ([2], лемма 2.5, или [6], лемма 6.1). Если y(x) — решение уравнения (1), A, B,
C — константы, причем |A| = B

n
k−1 , B > 0, то z(x) = Ay(Bx + C) — также решение

уравнения (1).

Доказательство. Подстановка z(x) в уравнение (1) показывает, что если выполняется
равенство

ABny(n)(Bx+ C) = p0(A)
k
±(y(Bx+ C))k±,

то z(x) является решением. ЕслиABn = (A)k±, B > 0, то равенство действительно выпол-
нится. Условия ABn = (A)k±, B > 0, равносильны условиям |A| = B

n
k−1 , B > 0.

Лемма 1 доказана.
В дальнейшем будем говорить, что если для решений y(x), z(x) существуют такие A,

B, C, что B > 0, |A| = B
n
k−1 ,

z(x) = Ay(Bx+ C), (5)
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то y(x) и z(x) связаны соотношением (5), или же что z(x) получено из y(x) применением
соотношения (5).

Лемма 2. Для уравнения (1) в зависимости от значений k > 1, p0, n возможны (но не
обязательны) лишь следующие варианты качественного поведения максимально про-
долженных вправо решений возле правой границы их области определения:

1) тождественный нуль,
2) осциллирующее решение,
3) решение, стремящееся к ±∞,
4) стремящееся к нулю кнезеровское решение, т. е. такое нетривиальное решение

y(x), что (−1)jy(j)(x) → +0 или (−1)jy(j)(x) → −0 при x → ∞, 0 ≤ j ≤ n− 1 (возможно
только в случаях n = 4, p0 > 0 и n = 3, p0 < 0).

Замечание 3. Отметим, что в случае n = 3, k ∈ (0, 1) нетривиальное решение в не-
которой точке может обращаться в нуль вместе со всеми своими производными. При
этом слева от нее оно может быть как знакопостоянным при p0 < 0, так и осциллирую-
щим при p0 > 0. Вправо от этой точки решение может быть соответственно продолжено
осциллирующим или знакопостоянным, а также тождественно равным нулю.

Замечание 4. Данная лемма имеет вспомогательный характер. Полная асимптотиче-
ская классификация решений уравнения (1) приведена в [6] (гл. 7).

Доказательство леммы 2. Любое нетривиальное решение, начиная с некоторого мо-
мента, либо знакопостоянно, либо осциллирует. Знакопостоянное решение, как следует
из вида уравнения (1), имеет знакопостоянную производную n-го порядка. Поскольку n-я
производная знакопостоянна, то (n− 1)-я производная строго монотонна и поэтому зна-
копостоянна в окрестности правой границы области определения. Продолжая рассужде-
ния, получаем, что и само решение строго монотонно в некоторой окрестности правой
границы области определения и поэтому имеет конечный или бесконечный предел. Если
этот предел конечен, то конечный предел имеет и n-я производная, а при ограниченной
справа области определения — и все младшие производные, из чего следует продолжае-
мость решения вправо за границу области определения. Таким образом, знакопостоянное
решение бывает непродолжаемым вправо за конечную границу, только если оно имеет
на ней вертикальную асимптоту.

Рассмотрим случай неограниченной справа области определения. Начиная с неко-
торого момента знакопостоянное решение монотонно и на бесконечности стремится к
пределу, конечному или бесконечному. Без ограничения общности считаем решение по-
ложительным. Если решение стремится к ненулевому пределу, то его n-я производная,
начиная с некоторого момента, больше некоторой положительной константы, так что
само решение стремится к +∞.

Eсли же решение стремится на бесконечности к нулю, то к нулю должны стремиться
и его производные порядка 1, . . . , n. Если для некоторого j ∈ {0, . . . , n− 1} функции y(j)

и y(j+1) в окрестности +∞ имеют один и тот же знак, то y(j) не может стремиться к ну-
лю. Таким образом, стремящееся к нулю решение является кнезеровским. При этом y(n)

должна, начиная с некоторого момента, иметь тот же знак, что и (−1)n y. Это возможно
только при p0 < 0, если n = 3, и при p0 > 0, если n = 4.

Лемма 2 доказана.
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3.1. Случай уравнения третьего порядка. Далее подразумевается, что n = 3 и p0 >
> 0. Для произвольного решения y(x) уравнения (1) рассматривается интервал (x1, x2),
на котором оно знакопостоянно, причем y(x1) = 0. Без ограничения общности считаем,
что y > 0, в противном случае будем рассматривать функцию−y(x), также являющуюся
решением. Для изучения уравнения третьего порядка используется замена

u1 = y′y−β1 ,

u2 = y′′y−β2

с параметризацией

t =

x∫
x0

y
1
αdx,

где

α =
3

k − 1
, β1 = 1 +

1

α
, β2 = 1 +

2

α
.

Данная замена возможна только на интервале положительности решения. Уравнение (1)
преобразуется в систему дифференциальных уравнений первого порядка

u̇1 =
du1
dt

=
du1
dx

dx

dt
= (y′y−β1)′

dx

dt
=
(
y′′y−β1 − β1(y′)2y−β1−1

)
y−

1
α =

=
(
y′′y−1−

2
α − β1(y′)2y−2−

2
α

)
= u2 − β1u21,

u̇2 =
du2
dt

=
du2
dx

dx

dt
= y′′′y−1−

2
α
− 1
α − β2y′′y′y−1−

2
α
−1− 1

α = y′′′y−k − β2u1u2 = p0 − β2u1u2.

Таким образом, получаем систему

u̇1 = u2 − β1u21,
(6)

u̇2 = p0 − β2u1u2.

Отметим, что u1 → ∞ при x → x1, если y′(x1) 6= 0, и u2 → ∞, если y′′(x1) 6= 0, так
как x1 — нуль решения y(x).

В дальнейшем максимально продолженные решения системы (6) будем называть фа-
зовыми кривыми. Эта система имеет неподвижную точку (a1, a2), где

a1 = 3

√
p0
β1β2

, a2 = 3

√
p02β1

β2
2 . (7)

Согласно [2], справедлива следующая лемма.
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Лемма 3 ([2], лемма 2.5, или [6], лемма 6.1). Система (6) задает семейство фазовых
кривых на плоскости, причем каждому знакопостоянному интервалу решения уравне-
ния (1) соответствует фазовая кривая. Более того, если двум разным интервалам со-
ответствует одна и та же фазовая кривая, то они связаны соотношением (5). Обрат-
но, двум связанным соотношением (5) решениям соответствует одна и та же фазовая
кривая.

Рассмотрим возможные фазовые кривые на плоскости. Замена выполняется на про-
межутке положительности решения уравнения (1), т. е. рассматриваемая часть решения
при продолжении вправо либо пересечет осьOx, либо нет. Следующая теорема описыва-
ет асимптотический вид максимально продолженных вправо решений, положительных в
окрестности правой границы области определения. Отрицательные же получаются из
них умножением на −1.

Теорема 8. Все фазовые кривые из первой четверти плоскости (u1, u2) стремятся
к неподвижной точке системы (a1, a2), а соответствующие им решения уравнения (1)
имеют следующий асимптотический вид:

если k ∈ (0, 1), то

y(x) =

(
3(2 + k)(1 + 2k)

(1− k)3p0

) 1
k−1

x
3

1−k (1 + o(1)) при x → ∞, (8)

если k > 1, то

y(x) =

(
3(2 + k)(1 + 2k)

(k − 1)3p0

) 1
k−1

(x∗ − x)
3

1−k (1 + o(1)) при x → x∗ − 0, (9)

где a1, a2 определяются формулами (7).
Других максимально продолженных вправо решений, положительных, начиная с не-

которого момента, уравнение (1) не имеет.

Доказательство. Рассмотрим семейство прямоугольников

[a1θ, a1/θ]× [a2θ
2, a2/θ

2], θ ∈ (0, 1).

У них есть общая точка (a1, a2). Пусть Sθ, где 0 < θ ≤ 1, — границы этих прямоуголь-
ников. Очевидно, что при θ = 1 множество Sθ вырождается в точку, а множества Sθ при
различных 0 < θ ≤ 1 не пересекаются. При этом объединение всех таких множеств
Sθ при 0 < θ ≤ 1 совпадает с R2

+. Таким образом, каждая точка u ∈ R2
+ однозначно

определяет такое θ ∈ (0, 1], что u ∈ Sθ, поэтому рассматриваемая фазовая кривая u(t)
однозначно определяет функцию θ(t). Покажем, что эта функция возрастает, т. е. если
решение u(t) пересекает Sθ, то ее касательный вектор в точке пересечения направлен
внутрь прямоугольника. Производная от u1 на левой границе прямоугольника равна

u̇1 = u2 − β1a21θ2,

но так как u2 ∈ [a2θ
2, a2/θ

2], то u̇1 > 0, т. е. фазовая кривая пересекает эту границу слева
направо или касается ее. На нижней же границе имеем

u̇2 = p0 − β2u1u2 = p0 − β2a2θ2u1,
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но так как u1 ∈ [a1θ, a1/θ], то

u̇2 > p0 − β2a2a1θ = p0 − p0θ > 0,

т. е. там фазовая кривая пересекает нижнюю границу снизу вверх. Аналогично оценива-
ются производные на оставшихся границах. Некоторые из полученных оценок нестро-
гие, поэтому возможны случаи, когда фазовая кривая остановится на границе прямо-
угольника, либо направлена вдоль нее. Но первый случай невозможен, так как система
(6) имеет лишь одну неподвижную точку. Фазовая кривая не может оставаться на левой
или правой границе прямоугольника в силу доказанных неравенств, а если траектория
пересечет прямоугольник в углу, то там оценка одной из производных строгая, и фазовая
кривая направлена внутрь прямоугольника. Итак, функция θ(t) возрастает, ограничена
сверху, а значит, стремится к конечному пределу θ∗. Если θ∗ = 1, то u(t) → (a1, a2); в
противном случае фазовая кривая наматывается на Sθ∗ , т. е. все ее предельные точки ле-
жат в Sθ∗ . Отсюда следует, что существует фазовая кривая, целиком лежащая в Sθ∗ , что
невозможно. Следовательно, все фазовые кривые действительно стремятся к (a1, a2).

Докажем вторую часть утверждения при k ∈ (0, 1). Если в некоторой точке x0 функ-
ция y(x) и все ее производные положительны, то для всех x > x0 выполняется y(x) >
> y(x0) > 0. В области y > y(x0) > 0 правая часть уравнения удовлетворяет глобаль-
ному условию Липшица, поэтому y(x) продолжаема вправо до +∞ и y(x) → +∞ при x →
→ +∞, так как y′′′(x) > p0y(x0)

k. Применяя правило Лопиталя и учитывая, что − 1

α
> 0,

получаем

lim
x→+∞

y−
1
α

x
= lim

x→+∞

− 1
αy
− 1
α
−1 y′

1
= − 1

α
lim

x→+∞
u1 = −a1

α
,

откуда

y =
(
−a1 x

α

)−α
(1 + o(1)) =

(
3(2 + k)(1 + 2k)

(1− k)3p0

) 1
k−1

x
3

1−k (1 + o(1)).

Таким образом, фазовые кривые, оказавшиеся в первой четверти, соответствуют ре-
шениям, имеющим вид (8).

Аналогично доказывается тот факт, что при k > 1 решения имеют вид (9) (см. [2] или
[6], теорема 5.4).

Согласно лемме 2, при n = 3 и p0 > 0 любое максимально продолженное вправо
знакопостоянное (без ограничения общности положительное) на своей области опреде-
ления решение уравнения (1) стремится к +∞. Тогда и пределы всех его производных
порядка j = 0, 1, 2, 3 равны +∞. Действительно, если область определения решения не
ограничена, то из y → +∞ в силу уравнения (1) следует, что y(n) → +∞, откуда при
повторном интегрировании получаем, что y(j) → +∞ при 0 < j < n. В случае же огра-
ниченной области определения, если хотя бы один из пределов y(j) конечен, при повтор-
ном интегрировании убеждаемся, что y(x) также стремится к конечному пределу. Таким
образом, других максимально продолженных вправо решений, положительных, начиная
с некоторого момента, уравнение (1) не имеет.

Теорема 8 доказана.
Для изучения осциллирующих решений уравнения (1) воспользуемся следующей лем-

мой, в которой t∗ и t∗ обозначают соответственно левую и правую границы области изме-
нения параметра t.
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Лемма 4 (при k > 1 следствие леммы 2.5 из [2] или [6], следствие 6.1.1). На плоскости
(u1, u2) существует:

ровно одна фазовая кривая системы (6), для которой u1 → +∞ и u2 → 0 при t → t∗,

ровно одна фазовая кривая, для которой u1 → −∞ и u2 → 0 при t → t∗,

ровно одна фазовая кривая, для которой u2 ∼ +
u21
2

и u1 → +∞ при t → t∗,

ровно одна фазовая кривая, для которой u2 ∼ +
u21
2

и u1 → −∞ при t → t∗,

для любого C 6= 0 ровно одна фазовая кривая, для которой u1 → +∞ при t → t∗ и

u2 ∼ C|u1|β2/β1 , (10)

для любого C 6= 0 ровно одна фазовая кривая, для которой u1 → −∞ при t → t∗ и
выполняется (10).

Замечание 5. Асимптотика фазовой кривой вида (10) и u1 → −∞ означают, что со-
ответствующее решение определено на некотором (конечном или бесконечном) интер-
вале знакопостоянства с правым концом x0, причем y(x0) = 0, y′(x0) 6= 0, y′′(x0) 6= 0.
Аналогично, если u1 → +∞ и выполняется (10), то решение имеет интервал знакопосто-
янства с левым концом x0, где y(x0) = 0, y′(x0) 6= 0, y′′(x0) 6= 0.

Среди фазовых кривых со степенной асимптотикой (10) есть одна особенная, играю-
щая важную роль.

Лемма 5 (при k > 1 см. [2], лемма 2.6, или [6], лемма 6.2). Существует фазовая кривая
системы (6), которая при t → t∗ и t → t∗ удовлетворяет (10) с константами C0, −C0

соответственно, причем C0 6= 0.

Доказательство. Рассмотрим некоторое осциллирующее решение y(x) уравнения (1)
при n = 3, k ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞), p0 > 0 на его промежутке знакопостоянства с правым
концом x2. Обозначим через y1(x) ограничение y(x) на этот промежуток. Без ограниче-
ния общности y1(x) > 0. Пусть y′1(x2) < 0, y′′1(x2) > 0. Поскольку p0 > 0, y1(x) > 0, то
y′′′(x) > 0, т. е. y′′(x) убывает при убывании x. Рассуждая, как и при доказательстве лем-
мы 2, убеждаемся, что y1(x) монотонна в окрестности левого конца интервала. Замена
x → −x позволяет при p0 < 0 применить лемму 2, согласно которой бесконечный ин-
тервал знакопостоянства возможен, только если решение стремится либо к нулю, либо
к бесконечности.

Пусть y1(x) → +∞ при x → −∞. Тогда при x → −∞ имеем y′′′1 (x) → +∞, y′′1(x) →
→ −∞, y′1(x) → +∞, y1(x) → −∞— противоречие.

Второй случай также невозможен, так как если y1(x) → +0 при x → −∞, то и
y
(j)
1 (x) → +0, j = 1, 2, 3. Но тогда y′1(x) положительна и возрастает при росте x, а это

противоречит тому, что y′1(x2) < 0.

Пусть y1(x) → +∞ при x → x1 + 0, где x1 > −∞— левый конец интервала знакопо-
стоянства. В этом случае при x → x1+0 имеем y′1(x) → −∞, y′′1(x) → +∞, y′′′1 (x) → −∞,
что невозможно, так как p0 > 0.

Итак, при любом k ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞), если y′1(x2) < 0, y′′1(x2) > 0, решение имеет
конечный интервал знакопостоянства (x1, x2), причем y1(x1) = 0. Очевидно, y′1(x1) ≥ 0.
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Поскольку

0 <

x2∫
x1

p0|y|k+1 dx =

x2∫
x1

yy′′′dx = −
x2∫
x1

y′′dy = −
x2∫
x1

y′dy′ =
(y′(x1))

2 − (y′(x2))
2

2
,

то |y′(x1)| > |y′(x2)|, следовательно, y′(x1) > 0. Поэтому в некоторой точке a ∈ (x1, x2)
выполнено y′(a) = 0. Тогда

0 <

x2∫
a

p0|y|k+1 dx =

x2∫
a

yy′′′dx = −y(a)y′′(a)−
x2∫
a

y′′dy =

= −y(a)y′′(a)−
x2∫
a

y′dy′ = −y(a)y′′(a)− (y′(x2))
2

2
.

Так как y(a) > 0, то y′′(a) < 0. На (x1, x2) функция y′′(x) возрастает, поэтому y′′(x1) < 0.
Итак, y′(x2) < 0, y′′(x2) > 0, тогда y′(x1) > 0, y′′(x1) < 0.

Поскольку x2 — правый конец интервала знакопостоянства, соответствующая реше-
нию фазовая кривая будет иметь при t → t∗ асимптотику

u1 → −∞, u2 ∼ y′′(x2)|y′(x2)|−β2/β1 |u1|β2/β1 .

Аналогично, для x1 при t → t∗ получим

u1 → +∞, u2 ∼ y′′(x1)|y′(x1)|−β2/β1 |u1|β2/β1 .

Если при t → t∗ выполняется (10) с C > 0, то при t → t∗ также выполняется (10), но
с некоторой константой C1 < 0. Зададим функцию ϕ : R+ → R+ формулой ϕ : C 7→
7→ −C1. Заметим, что если при t → t∗ две фазовые кривые удовлетворяют (10), то у той
кривой, что выше, константа C больше, а ϕ(C) меньше. Поэтому ϕ(C) строго убывает
и, очевидно, имеет связную область значений. Поэтому существует такое C0 > 0, что
C0 = ϕ(C0).

Лемма 5 доказана.

Замечание 6. Фазовая кривая с данным свойством существует и при k ∈ (0, 1), и при
k > 1.

Лемма 6. Уравнение (1) имеет такое знакопеременное решение, что если (x1, x2),
(x2, x3) — два последовательных интервала его знакопостоянства и y1(x), y2(x) — ог-
раничения решения на эти два интервала, то y1(x), y2(x) связаны соотношением (5) c
коэффициентами A1, B1, C1, причем A1, B1 одинаковы при любом выборе интервала
(x1, x2) из имеющихся интервалов знакопостоянства.

Доказательство. Рассмотрим некоторый интервал (x1, x2) знакопостоянства решения
y(x), соответствующий фазовой кривой, существование которой утверждается в лемме 5.
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Без ограничения общности можно считать, что y(x) > 0 на (x1, x2). Пусть y1, y2 — огра-
ничения решения y на интервал (x1, x2) и на следующий за ним интервал знакопостоян-
ства. В точке x2 значения первой и второй производной y(x) таковы, что асимптотика
соответствующей y1 фазовой кривой при t → t∗ имеет вид (10) с константой

C0 = y′′(x2)|y′(x2)|−β2/β1 .

Поскольку y2(x) < 0, рассмотрим фазовую кривую, соответствующую |y2(x)| = −y(x).
Для нее выполняется (10) при t → t∗ с константой

−C0 = −y′′(x2)|y′(x2)|−β2/β1 .

Но согласно лемме 5, функции−y2 соответствует та же фазовая кривая, так как кривая с
одинаковыми по модулю коэффициентами асимптотик единственна. Поэтому, согласно
лемме 1, ограничения рассматриваемого решения на соседние интервалы знакопостоян-
ства связаны соотношением (5) с некоторыми коэффициентами A1, B1, C. Но эти коэф-
фициенты однозначно находятся из условия гладкости решения. Именно, пусть y(x) —
решение на (x1, x2), A1y(B1x + C) — решение на (x2, x3). Так как фазовая кривая имеет
асимптотический вид (10), в точках x1, x2 производные первого и второго порядков не
равны нулю. Тогда из условия гладкости следует, что

y′(x2) = B1A1y
′(x1), y′′(x2) = B2

1A1y
′′(x1),

откуда

B1 =
y′(x1)y

′′(x2)

y′(x2)y′′(x1)
, A1 =

y′(x2)

y′(x1)B1
, C = x1 −B1x2.

A1 и B1 зависят только от отношений
y′(x1)

y′(x2)
и
y′′(x1)

y′′(x2)
, которые равны соответственно

отношениям
y′(x2)

y′(x3)
и
y′′(x2)

y′′(x3)
. Действительно, учитывая то, как связаны ограничения ре-

шения y(x) на отрезки [x1, x2] и [x2, x3], получаем

y′(x2)

y′(x3)
=
B1A1y

′(x1)

B1A1y′(x2)
=
y′(x1)

y′(x2)
,

y′′(x2)

y′′(x3)
=
B2

1A1y
′′(x1)

B2
1A1y′′(x2)

=
y′′(x1)

y′′(x2)
.

Таким образом, A1, B1 одинаковы для ограничений решения на любую пару соседних
интервалов знакопостоянства.

Аналогично, решение можно продолжить влево.
Лемма 6 доказана.

Замечание 7. Существование знакопеременного решения следует из существования
особенной фазовой кривой, которая существует и при k ∈ (0, 1), и при k ∈ (0,+∞).

Фазовая кривая задает знакопеременное решение, ограничения которого на соседние
промежутки знакопостоянства связаны соотношением (5) с фиксированными коэффи-
циентами A1, B1. Заметим, что A1 — коэффициент вертикального растяжения решения
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при применении соотношения (5), аB1 — коэффициент горизонтального растяжения ре-
шения при применении соотношения (5).

Пусть x1, x2, x3 — соседние нули решения, ограничения решения на соседние отрезки
связаны соотношением y2(x) = A1y1(B1x+ C1). Тогда

|x3 − x2|
|x2 − x1|

=
1

B1
,
|y′(x1)|
|y′(x2)|

=
1

|A1B1|
= B

− 3
k−1
−1

1 .

Показатель степени при B1 положителен при k ∈ (0, 1) и отрицателен при k > 1. Заме-
тим также, что

0 <

x2∫
x1

p0|y|k+1 dx =

x2∫
x1

yy′′′dx = −
x2∫
x1

y′′dy = −
x2∫
x1

y′dy′ =
(y′(x1))

2 − (y′(x2))
2

2
.

Это значит, что |y′(x1)| > |y′(x2)| и
|y′(x1)|
|y′(x2)|

> 1. Следовательно, B1 > 1 при k ∈ (0, 1) и

B1 < 1 при k > 1. В обоих случаях A1 = B
3

k−1

1 < 1.
Пусть m ∈ Z — порядковый номер интервала знакопостоянства решения (интерва-

лу (x1, x2) присвоен номер 0, отрицательные номера соответствуют интервалам знакопо-
стоянства, расположенным слева от точки x1). Длинаm-го интервала равна |x2−x1|B−m1 .
Ограничение решения на m-й интервал связано соотношением (5) с ограничением реше-
ния на интервал (x1, x2) с коэффициентом вертикального масштаба A = Am1 .

При k ∈ (0, 1) имеем B−11 < 1, поэтому при возрастании m длины соответствующих
интервалов образуют убывающую геометрическую прогрессию. Убывающая геометри-
ческая прогрессия имеет конечную сумму, поэтому у множества правых концов данных
интервалов (фактически это множество нулей рассматриваемого решения) будет точка
накопления x∗, причем объединение интервалов лежит левее x∗. Решение при x → x∗−0
будет стремиться к нулю со всеми производными, так как Am1 → 0 при m → ∞. Таким
образом, правее точки x∗ решение можно продолжить тождественным нулем, причем
y(x∗) = 0. Левее x∗ решение имеет счетное число нулей, причем с единственной точкой
накопления x∗.

При k > 1 имеем B−11 > 1, поэтому аналогичная точка накопления нулей x∗ возник-
нет при продолжении решения влево. Но продолжить решение левее x∗ невозможно, так
как при убывании m значение Am1 возрастает, поэтому модули локальных экстремумов
решения будут стремиться к бесконечности при x → x∗ + 0. Правее x∗ решение имеет
счетное число нулей, причем x∗ — единственная точка накопления нулей.

Использовав полученные результаты, докажем основные теоремы при n = 3.

Доказательство теоремы 1. По доказанному выше уравнение (1) при p0 > 0 и k ∈
∈ (1,∞) имеет решения, число нулей которых является счетным. Пусть y(x) — такое
решение. Очевидно, что можно выбрать такой отрезок [x1, x2], что y(x1) = y(x2) = 0 и
на отрезке имеется m нулей решения, где m ≥ 2. Продеформировав данное решение и
переместив его в отрезок [a, b] с помощью соотношения (5), получим решение

ỹ(x) =

(
|x2 − x1|
|b− a|

) n
k−1

y

(
x1 +

|x2 − x1|
|b− a|

(x− a)
)
, (11)
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удовлетворяющее условиям теоремы. При p0 < 0 задача сводится к предыдущей заменой
x 7→ −x.

Теорема 1 доказана.

Доказательство теоремы 2. Утверждение про конечное число нулей следует из тео-
ремы 1. Как было показано выше, уравнение (1) при n = 3, p0 > 0 и k ∈ (1,∞) име-
ет решение y(x), число нулей которого является счетным, с локальными максимумами,
стремящимися к бесконечности при x → x1+0.Тогда y(x) имеет на полуинтервале (x1, x2]
счетное число нулей, и для полуинтервала (a, b] решение (11) удовлетворяет условию тео-
ремы. При p0 < 0 и полуинтервале [a; b) задача сводится к предыдущей заменой x 7→ −x.

Теорема 2 доказана.

Доказательство теоремы 3. Как было показано выше, при k ∈ (0, 1) уравнение (1)
имеет решение y(x) с точкой x̃ накопления нулей, продолженное нулем вправо. Можно
выбрать отрезок [x1, x2] так, чтобы он содержал в себе m нулей (x2 < x̃), либо чтобы
на отрезке оказалось счетное число нулей (x2 = x̃), либо (при x2 > x̃) чтобы получить
нетривиальное решение с континуумом нулей. Во всех этих случаях продеформирован-
ное и перемещенное в отрезок [a, b] решение (11) удовлетворяет условию теоремы. При
p0 < 0 задача сводится к предыдущей заменой x 7→ −x.

Теорема 3 доказана.

3.2. Случай уравнения четвертого порядка. Пусть n = 4.

Лемма 7. Функция

F (y, y′, y′′, y′′′) :=

y∫
0

p0(y)
k
±dy +

(y′′)2

2
− y′y′′′

является первым интегралом для уравнения (1) при n = 4, p0 > 0.

Доказательство. Имееем

dF (y, y′, y′′, y′′′)

dx
= p0(y)

k
±y
′ + y′′y′′′ − y′y′′′′ − y′′y′′′ = 0,

т. е. при подстановке в F решения y(x) уравнения (1) получится константа.

Лемма 8 ([6], лемма 6.5). Знакопеременные решения уравнения (1) при n = 4, p0 > 0
ограничены, как и их вторые производные.

Доказательство. Пусть y(x) — знакопеременное решение и первый интеграл F при-
нимает на нем значение c. Тогда в точках, где y′ = 0, имеем

y∫
0

p0(y)
k
±dy =

p0|y|k+1

k + 1
= c− (y′′)2

2
≤ c,

из чего следует ограниченность решения. В точках, где y′′′ = 0, выполняется неравенство

(y′′)2

2
= c− p0|y|k+1

k + 1
≤ c,
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что и завершает доказательство леммы.
Согласно теореме 6.5 из [6], для любого знакопеременного решения y(x) уравнения

(1) при n = 4, k > 1 и p0 > 0 существуют такие d, e, что если δ — расстояние между
любыми соседними нулями, то d < δ < e.Отсюда следует, что знакопеременное решение
будет определено на всей прямой и имеет на ней счетное число нулей.

Согласно теореме 4.3 из [3] (см. также теорему 7.2 из [6]), уравнение (1) при n = 4, k >
> 1 и p0 < 0 имеет решение, определенное на интервале (a, b), где a, b — точки накопле-
ния нулей, причем экстремумы решения стремятся к бесконечности при приближении x
к границам интервала.

Доказательство теоремы 4. По доказанному выше, уравнение (1) при n = 4 во всех
случаях, удовлетворяющих условию теоремы, имеет решения со счетным числом нулей.
Пусть y(x) — такое решение. Очевидно, что можно выбрать такой отрезок [x1, x2], что
y(x1) = y(x2) = 0 и на отрезке имеется m нулей решения, где m ≥ 2. Продеформировав
и сдвинув решение в отрезок [a, b] с помощью соотношения (5), получим решение (11),
удовлетворяющее условиям теоремы.

Доказательство теоремы 5. Как было доказано выше, уравнение (1) в данном слу-
чае имеет решение y(x) с двумя точками накопления нулей, причем максимумы решения
стремятся к бесконечности при стремлении x к точкам накопления нулей. Выбрав по-
луинтервал между x1, x2 так, чтобы точка накопления нулей дополняла его до отрезка,
продеформировав и сдвинув решение в отрезок [a, b] соотношением (5), получим реше-
ние (11), удовлетворяющее условию теоремы.
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