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We find necessary and sufficient conditions for solvability of a Fredholm boundary-value problem for a
system of dynamical equations on a time scale. The structure of solutions of this boundary-value problem
is researched. An example of a Fredholm boundary-value problem has been considered in the case where
the time scale is the Contor set.

Встановлено необхiднi та достатнi умови розв’язностi нетерових крайових задач для систем
динамiчних рiвнянь на часовiй шкалi. Дослiджено структуру множини розв’язкiв таких задач.
Розглянуто приклад крайової задачi у випадку, коли часова шкала є канторовою множиною.

Розглянемо систему динамiчних рiвнянь вигляду

z∆ = A(t)z + f(t), t ∈ T, (1)

де f(t) ∈ Crd(T;Rn) — rd-неперервна [1] вектор-функцiя, A ∈ R(T;Rn×n) — регресивна
[1] rd-неперервна матричнозначна функцiя.

За вiдомими результатами [1] отримуємо, що для довiльної правої частини f(t) дина-
мiчна система (1) має n-параметричну сiм’ю розв’язкiв вигляду

z(t) = eA(t, a)c+ F (t), c ∈ Rn, (2)

де F (t) :=

∫ t

a
eA(t, σ(s))f(s) ∆s, eA(t, s) — (n × n)-вимiрна матричнозначна функцiя, що

називається матричною експоненцiальною функцiєю [1].
Розглянемо крайову задачу, що складається з динамiчної системи (1) та крайової умо-

ви

`z = α ∈ Rm, (3)

де ` — m-вимiрний лiнiйний вектор-функцiонал, визначений у вiдповiдному просторi
n-вимiрних вектор-функцiй:

` = col (`1, `2, . . . , `m) : [a, b]T := [a, b] ∩ T → Rm, `i : [a, b]T → R, i = 1, . . . ,m.
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Використавши метод псевдообернених матриць Мура – Пенроуза [2, 3], знайдемо не-
обхiднi й достатнi умови розв’язностi крайової задачi (1), (3). Пiдставляючи загальний
розв’язок системи (1), що має вигляд (2), у крайову умову (3), отримуємо алгебраїчну
систему рiвнянь вiдносно константи c ∈ Rn:

Qc = α− `F (·) ∈ Rm (4)

зi сталою (m× n)-вимiрною матрицею Q := `eA(·, a). Позначимо n1 := rankQ. Тодi n1 ≤
≤ min{m,n}.

Знаходимо (n × n)-вимiрну матрицю PQ := In − Q+Q, що є ортопроектором PQ :
Rn → N(Q), та (m×m)-вимiрну матрицю PQ∗ := Im −QQ+, що є ортопроектором PQ∗ :
Rm → N(Q∗), деQ∗— транспонована доQматриця, аQ+ — єдина (n×m)-вимiрна псевдо-
обернена за Муром – Пенроузом до Q матриця. У цьому випадку алгебраїчна система (4)
є розв’язною тодi й тiльки тодi, коли її права частина α − `F (·) належить образу матри-
цi Q, тобто ортогональному доповненню (kerQ∗)⊥. З урахуванням того, що rankPQ =
= n − rankQ = n − n1, а rankPQ∗ = m − rankQ∗ = m − rankQ = m − n1, позначимо
через PQ∗

d
(d × m)-вимiрну матрицю, що складається з d := m − n1 лiнiйно незалежних

рядкiв матрицi PQ∗ , а через PQr (n × r)-вимiрну матрицю, що складається з r := n − n1

лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi PQ. Тодi алгебраїчна система (4) є розв’язною, якщо
для неоднорiдностей f(t) ∈ Crd(T;Rn) i α ∈ Rm виконується умова

PQ∗
d
(α− `F (·)) = θd. (5)

Якщо умова (5) виконується, то система (4) має розв’язок вигляду

c = PQrcr +Q+(α− `F (·)), cr ∈ Rr.

Пiдставляючи цей вираз у розв’язок (2) системи (1), отримуємо загальний розв’язок кра-
йової задачi (1), (3):

z(t) = z(t; cr) := Xr(t)cr +G[f ](t) +X(t)Q+α, cr ∈ Rr,

де X(t) := eA(t, a), Xr(t) := eA(t, a)PQr , G[f ](t) := F (t) − eA(t, a)Q+`F (·), як i у випадку
диференцiальних або рiзницевих систем [3], будемо називати узагальненим оператором
Ґрiна крайової задачi (1), (3) для динамiчних систем на часовiй шкалi.

Таким чином, доведено наступну теорему.

Теорема 1. Нехай Q = `eA(·, a) i rankQ = n1. Тодi виконуються наступнi тверджен-
ня:

1) однорiдна крайова задача

z∆ = A(t)z, t ∈ [a, b]T,
(6)

`z = 0 ∈ Rm,
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що вiдповiдає крайовiй задачi (1), (3), має рiвно r = n−n1 лiнiйно незалежних розв’язкiв

z(t; cr) = eA(t, a)PQrcr, cr ∈ Rr;

2) неоднорiдна крайова задача (1), (3) є розв’язною тодi й тiльки тодi, коли неодно-
рiдностi f(t) ∈ Crd ([a, b]T) та α ∈ Rm задовольняють d = m − n1 лiнiйно незалежних
умов (5), i має r-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв вигляду

z(t; cr) = eA(t, a)PQrcr +G[f ](t) +X(t)Q+α, cr ∈ Rr. (7)

Визначення поняття часової шкали [1, c. 1] дає можливiсть дослiджувати динамiчнi
рiвняння та їх системи на канторовiй множинi Π [4, c. 138].

Приклади. 1. Розглянемо однорiдну динамiчну систему

x∆(t) = x(t), t ∈ Π,

де x(t) ∈ C1
rd(Π;Rn), та побудуємо для неї фундаментальну матрицю X(t) := eA(t, a) =

= eIn(t, 0).

Згiдно з теорiєю [4, c. 141, 1, с. 19], точка t ∈ [0, 1] буде належати канторовiй множинi
Π тодi й тiльки тодi, коли цю точку можна подати у виглядi

t =

∞∑
k=1

ak
3k
, ak ∈ {0, 2}, (8)

причому iснують три випадки розташування цiєї точки на канторовiй множинi Π,що роз-
бивають всю цю множину на вiдповiднi класи:

1) SL =

{
m−1∑
k=1

ak
3k

+
2

3m
,m ∈ N, ak ∈ {0, 2},∀k = 1,m

}
— множина лiвих кiнцiв вiдпо-

вiдних вiдрiзкiв;

2) SR =

{
m−1∑
k=1

ak
3k

+
∞∑

k=m+1

2

3k
,m ∈ N, ak ∈ {0, 2},∀k = 1,m

}
— множина правих кiнцiв

вiдповiдних вiдрiзкiв;
3) S′ = Π \ (SL ∪ SR) — множина точок, що не є кiнцями вiдрiзкiв.
Iснування останнiх можна пояснити, наприклад, збiжнiстю наступної послiдовностi

вкладених вiдрiзкiв
[
0,

1

3

]
⊃
[

2

9
,
1

3

]
⊃
[

2

9
,

7

27

]
⊃
[

20

81
,

7

27

]
⊃ . . . ⊃ 1

4
=

∞∑
k=1

2

32k
, або

належнiстю данiй множинi, наприклад, точок tα =

∞∑
k=1

2

3k2+α
, α ∈ N.

Зрозумiло, що множина SR мiстить всi справа розсiянi точки [1, c. 1] множини Π, а
множина Π \ SR — справа щiльнi точки [1, c. 2] даної множини.

Оскiльки побудова самої множини Π здiйснюється порангово [4, c. 138] (див. рисунок),
то виведення форми фундаментальної матрицi виконуватимемо у такий же спосiб.
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Π0: t ∈ [0, 1]. Маємо X(t) = etIn.

Π1: t ∈
[
0,

1

3

]⋃[2

3
, 1

]
. Тодi з рiвностi X∆

(
1

3

)
= 3

(
X

(
2

3

)
−X

(
1

3

))
= X

(
1

3

)
маємо X

(
2

3

)
=

4

3
X

(
1

3

)
. Враховуючи умову x(t, c) = X(t)c, знаходимо константу c з

рiвняння e
2
3 c =

4

3
e

1
3 . Отримуємо c =

4

3
e−

1
3 , а тому фундаментальна матриця має вигляд

X(t) =


etIn, t ∈

[
0,

1

3

]
,

4

3
e−

1
3 etIn, t ∈

[
2

3
, 1

]
.

Аналогiчно отримуємо для 2- та 3-го рангiв:

Π2: t ∈
[
0,

1

9

]⋃[2

9
,
1

3

]⋃[2

3
,
7

9

]⋃[8

9
, 1

]
,

X(t) =



etIn, t ∈
[
0,

1

9

]
,

10

9
e−

1
9 etIn, t ∈

[
2

9
,
1

3

]
,

4

3
e−

1
3

10

9
e−

1
9 etIn, t ∈

[
2

3
,
7

9

]
,

4

3
e−

1
3

(
10

9
e−

1
9

)2

etIn, t ∈
[

8

9
, 1

]
;
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Π3: t ∈
[
0,

1

27

]⋃[ 2

27
,
1

9

]⋃[2

9
,

7

27

]⋃[ 8

27
,
1

3

]⋃[2

3
,
19

27

]⋃[20

27
,
7

9

]⋃[8

9
,
25

27

]⋃[26

27
, 1

]
,

X(t) =



etIn, t ∈
[
0,

1

27

]
,

28

27
e−

1
27 etIn, t ∈

[
2

27
,
1

9

]
,

10

9
e−

1
9

28

27
e−

1
27 etIn, t ∈

[
2

9
,

7

27

]
,

10

9
e−

1
9

(
28

27
e−

1
27

)2

etIn, t ∈
[

8

27
,
1

3

]
,

4

3
e−

1
3

10

9
e−

1
9

(
28

27
e−

1
27

)2

etIn, t ∈
[

2

3
,
19

27

]
,

4

3
e−

1
3

10

9
e−

1
9

(
28

27
e−

1
27

)3

etIn, t ∈
[

20

27
,
7

9

]
,

4

3
e−

1
3

(
10

9
e−

1
9

)2(28

27
e−

1
27

)3

etIn, t ∈
[

8

9
,
25

27

]
,

4

3
e−

1
3

(
10

9
e−

1
9

)2(28

27
e−

1
27

)4

etIn, t ∈
[

26

27
, 1

]
.

Цей процес продовжується до нескiнченностi.
Отже, вiдповiдно до розташування точки t та її однозначного зображення (8) загальна

формула фундаментальної матрицi для заданої однорiдної системи має вигляд

X(t) =


∏
i

[(
3αi + 1

3αi
e−

1
3αi

) ∞∏
l=αi+1

((
3l + 1

3l
e
− 1

3l

)2l−αi−1)]
etIn ∀t =

∑
i

2

3αi
,

et In, t = 0,

(9)

де αi ∈ N, αi 6= αj , i 6= j,
∑
i

— скiнченна чи нескiнченна сума,
∏
i

— скiнченний чи

нескiнченний добуток вiдповiдно в залежностi вiд однозначного зображення точки t.
Дiйсно, для справа щiльних точок, тобто t ∈ Π \ SR = SL ∪ S′, отримуємо X∆(t) =

= Ẋ(t), i умова Ẋ(t) = X(t) очевидно виконується. Для справа розсiяних точок t ∈ SR

повинна виконуватись рiвнiсть X(σ(t)) =
3m + 1

3m
X(t), де m — ранг точок t ∈ SR i σ(t) =

= t+
1

3m
∈ SL. Тодi нехай маємо такi зображення точок:

t =

m−1∑
k=1

ak
3k

+

∞∑
k=m+1

2

3k
, σ(t) =

m−1∑
k=1

ak
3k

+
2

3m
,
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де ak ∈ {0, 2}. Таким чином, на пiдставi формули (9) фундаментальнi матрицi X(t) та
X(σ(t)) мають вигляд

X(t) = M
∞∏

k=m+1

[(
3k + 1

3k
e
− 1

3k

) ∞∏
l=k+1

((
3l + 1

3l
e
− 1

3l

)2l−k−1)]
etIn =

= M
∞∏

l=m+1

((
3l + 1

3l
e
− 1

3l

)2l−m−1)
etIn,

X(σ(t)) = M
3m + 1

3m
e−

1
3m

∞∏
l=m+1

((
3l + 1

3l
e
− 1

3l

)2l−m−1)
et+

1
3m In =

= M
3m + 1

3m

∞∏
l=m+1

((
3l + 1

3l
e
− 1

3l

)2l−m−1)
etIn,

де M — той множник у виразах фундаментальних матриць X(t), X(σ(t)), що вiдповiдає

сумi
m−1∑
k=1

ak
3k
. Тодi отримуємо X(σ(t)) =

3m + 1

3m
X(t), що i потрiбно було показати. Отже,

формула (9) загального вигляду фундаментальної матрицi є правильною.

Зокрема, наприклад, для t = 1 =
∑∞

k=1

2

3k
фундаментальна матриця має вигляд

X(1) =
∏∞
k=1

((
3k + 1

3k
e
− 1

3k

)2k−1)
e In. При цьому множник у виразi для фундаменталь-

ної матрицi, зображеної нескiнченним добутком, збiгається до деякого числа:

∞∏
k=1

((
3k + 1

3k
e
− 1

3k

)2k−1)
≈ 0, 9412.

2. Розглянемо однорiдну динамiчну систему

x∆(t) = A(t)x(t), t ∈ Π,

де x(t) ∈ C1
rd(Π;Rn), A(t) =

1

t+ 1
In, та побудуємо для неї фундаментальну матрицю

X(t) := eA(t, a) = e 1
t+1

In
(t, 0). Очевидно, що на неперервному промiжку X(t) = (t+ 1) In.

Розглянемо тепер t як справа розсiяну точку деякого рангуm, тодi σ(t) = t+
1

3m
. З рiвнос-

тi X∆(t) = 3m (X(σ(t))−X(t)) =
1

t+ 1
X(t) отримуємо X(σ(t)) =

(
1 +

1

(1 + t)3m

)
X(t).

Враховуючи рiвнiсть X(t) = (t+ 1) In, знаходимо

X(σ(t)) =

(
1 + t+

1

3m

)
In = (σ(t) + 1) In.
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Отже, для кожної точки t ∈ Π фундаментальна матриця має вигляд

X(t) = (1 + t)In. (10)

3. Розглянемо лiнiйну двоточкову крайову задачу

x∆ = A(t)x+ f(t), t ∈ Π,
(11)

`x = M1 x(0) +M2 x(1) = α, α ∈ R2,

деA(t) =

 1 0

0
1

t+ 1

 , x(t) ∈ C1
rd(Π,R2), f(t) ∈ Crd(Π,R2), M2 = I2 =

(
1 0
0 1

)
, M1 =

=

 1− e
∏∞
k=1

((
3k + 1

3k
e
− 1

3k

)2k−1)
0

0 −2

 . З урахуванням формул (9) та (10) фунда-

ментальна матриця вiдповiдної однорiдної системи x∆ =

 1 0

0
1

t+ 1

x набере вигляду

X(t) =



I2, t = 0,
∏
i

[(
3αi + 1

3αi
e−

1
3αi

) ∞∏
l=αi+1

((
3l + 1

3l
e
− 1

3l

)2l−αi−1)]
et 0

0 t+ 1

 ∀t =
∑
i

2

3αi
,

(12)

зокрема, для заданих у крайовiй умовi точках маємо

X(t) =



I2, t = 0, e
∞∏
k=1

((
3k+1

3k
e
− 1

3k

)2k−1
)

0

0 2

 , t = 1.

Матриця Q = `X(·) матиме вигляд Q =

(
1 0
0 0

)
. З урахуванням того, що Q∗ = Q,

безпосередньо отримуємо Q+ = Q =

(
1 0
0 0

)
i PQ = PQ∗ =

(
0 0
0 1

)
. Тодi за теоре-

мою 1 крайова задача (11) є розв’язною тодi i тiльки тодi, коли α ∈ R2 i f ∈ Crd(Π,R2)
задовольняють умову (5). У даному випадку d = 1 i PQ∗

d
=
(

0 1
)
. Знайдемо `F.
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За означенням F (t) :=

∫ t

0
eA(t, σ(s))f(s) ∆s. Для канторової множини Π маємо

σ(t) =


t, якщо t ∈ Π \ SR,

t+
1

3m
, якщо t ∈ SR,

µ(t) =


0, якщо t ∈ Π \ SR,

1

3m
, якщо t ∈ SR,

eA(t, s) =



 et−s 0

0
t+ 1

s+ 1

 , якщо s ∈ Π \ SR,


(

3m + 1

3m

)3m(t−s)
0

0
t+ 1

s+ 1

 , якщо s ∈ SR,

eA(1, σ(s)) =



 e1−s 0

0
2

s+ 1

 , якщо s ∈ Π \ SR,


(

3m + 1

3m

)3m(1−s)−1

0

0
2 · 3m

3ms+ 3m + 1

 , якщо s ∈ SR.

Очевидно, що `F = F (1) =

∫ 1

0
eA(1, σ(s))f(s) ∆s.Нехайα =

(
α1

α2

)
, f(t) =

(
f1(t)
f2(t)

)
.

Тодi умова розв’язностi (5) для крайової задачi (11) набере вигляду

α2 =

1∫
0

e
(2)
A (1, σ(s))f2(s) ∆s ∀α1 ∈ R2 ∀f1 ∈ Crd(Π,R2), (13)

де

e
(2)
A (1, σ(s)) =


2

s+ 1
, якщо s ∈ Π \ SR,

2 · 3m

3ms+ 3m + 1
, якщо s ∈ SR.

Покладемо, зокрема, f2(t) ≡ 1 та оцiнимо значення
∫ 1

0
e

(2)
A (1, σ(s)) ∆s. Використовуючи

вiдповiднi властивостi ∆-iнтегрування [1], вiдносно кожного рангу побудови множини Π
отримуємо такi значення:
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1)
∫ 1

0
e

(2)
A (1, σ(s)) ∆s =

∫ 1
3

0

2

s+ 1
ds+

2

1 + 3 + 1
+

∫ 1

2
3

2

s+ 1
ds;

2)
∫ 1

0
e

(2)
A (1, σ(s)) ∆s =

∫ 1
9

0

2

s+ 1
ds+

2

1 + 32 + 1
+

∫ 1
3

2
9

2

s+ 1
ds+

2

1 + 3 + 1
+

∫ 7
9

2
3

2

s+ 1
ds+

+
2

7 + 32 + 1
+

∫ 1

8
9

2

s+ 1
ds;

3)
∫ 1

0
e

(2)
A (1, σ(s)) ∆s =

∫ 1
27

0

2

s+ 1
ds+

2

1 + 33 + 1
+

∫ 1
9

2
27

2

s+ 1
ds+

2

1 + 32 + 1
+

∫ 7
27

2
9

2

s+ 1
ds+

+
2

7 + 33 + 1
+

∫ 1
3

8
27

2

s+ 1
ds+ +

2

1 + 3 + 1
+

∫ 19
27

2
3

2

s+ 1
ds+

2

19 + 33 + 1
+

∫ 7
9

20
27

2

s+ 1
ds+

2

7 + 32 + 1
+

+

∫ 25
27

8
9

2

s+ 1
ds+

2

25 + 33 + 1
+

∫ 1

26
27

2

s+ 1
ds; . . . .

Спрямовуючи процес до нескiнченностi, помiчаємо, що сума iнтегралiв на неперерв-

них вiдрiзках прямуватиме до нуля. Тодi значення iнтеграла
∫ 1

0
e

(2)
A (1, σ(s)) ∆s =: S буде

дорiвнювати такiй сумi:

S =
2

1 + 3 + 1
+

(
2

1 + 32 + 1
+

2

7 + 32 + 1

)
+

+

(
2

1 + 33 + 1
+

2

7 + 33 + 1
+

2

19 + 33 + 1
+

2

25 + 33 + 1

)
+ . . . <

<
2

3
+

(
2

3

)2

+

(
2

3

)3

+ . . . =
∞∑
k=1

(
2

3

)k
= 2.

Таким чином, умова (13) для f2(t) ≡ 1 має вигляд α2 = S. Якщо ця умова викону-
ється, то крайова задача (11) має однопараметричну (r = 1) сiм’ю лiнiйно незалежних
розв’язкiв вигляду

z(t; c) =

(
0

c(t+ 1)

)
+

t∫
0

eA(t, σ(s))

(
f1(s)

1

)
∆s−

−X(t)

 α1 −
1∫

0

e
(1)
A (1, σ(s))f1(s) ∆s

0

 ∀c ∈ R,

де

e
(1)
A (1, σ(s)) =


e1−s, якщо s ∈ Π \ SR,(

3m + 1

3m

)3m(1−s)−1

, якщо s ∈ SR,
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а X(t) визначається за формулою (12). Оцiнимо iнтеграл
∫ 1

0
e

(1)
A (1, σ(s))f1(s) ∆s, поклав-

ши f1(t) ≡ 1. Одержимо

1∫
0

e
(1)
A (1, σ(s)) ∆s =

(
3 + 1

3

)3−1−1

+

((
32 + 1

32

)32−1−1

+

(
32 + 1

32

)32−7−1
)

+

+

((
33 + 1

33

)33−1−1

+

(
33 + 1

33

)33−7−1

+

(
33 + 1

33

)33−19−1

+

+

(
33 + 1

33

)33−25−1
)

+ . . . < e
∞∑
k=1

2k−1

3k
= e.
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