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We discuss a dynamical system model generated by the conflict interaction between alternative essences of
"fire - water"type under permanent external replenishment and internal mixing. The behavior of trajectori-
es is investigated. We prove the existence of periodic orbits and convergence of trajectories to ω-limit cyclic
orbits.

Построена модель динамической системы, заданная конфликтным взаимодействием между
альтернативными стихиями типа „огонь – вода” при систематическом внешнем восполнении
ресурса и внутренним перемешиванием. Исследовано поведение траекторий. Установлена схо-
димость траекторий системы к ω-предельным циклическим орбитам.

1. Вступ. Математична наука про конфлiкт виникла близько 100 рокiв тому, швидко роз-
вивалась i вже у 1944 р. була послiдовно викладена у фундаментальнiй монографiї фон
Неймана та Моргенстерна (див. ювiлейне видання за 2006 рiк [1]). Метою було не тiльки
впорядкування великої кiлькостi чисто iгрових задач, але i їх застосування в економiчних
та соцiальних моделях. Теорiя iгор, як абстрактна наука про рiзного типу конфлiктнi си-
туацiї, набула потужного розвитку в багатьох публiкацiях (див., наприклад, [2, 3] та на-
ведену там бiблiографiю). Неможливо не згадати монографiю Т. Шеллiнга „Стратегiя
конфлiкту” [4], яка iстотно удосконалила теорiю стандартної iгрової ситуацiї, вiдому як
„zero-sum game”.

По-справжньому новий етап розвитку теорiї конфлiкту виник при дослiдженнях склад-
них систем, коли об’єдналися методи чистої теорiї iгор з методами динамiчних систем
[5 – 7] та методами нелiнiйної динамiки [13 – 16]. Коло моделей теорiї конфлiктiв значно
розширилось i включило в себе не лише економiчнi та соцiальнi проблеми, а i бiологiч-
нi (див. [8]), полiтичнi, релiгiйнi, екологiчнi, практично всi актуальнi проблеми людської
цивiлiзацiї на мовi теорiї динамiчних систем [10 – 12, 21]. В теорiї конфлiкту складних сис-
тем кiнцевим результатом процесу конфлiктної взаємодiї, тобто „гри”, вже може бути
не тiльки фiксований рiвноважний стан, а i циклiчна орбiта, вибiр мiж колекцiєю рiвно-
важних станiв або циклiчних орбiт, навiть хаос чи колапс [16].

Потужна гiлка теорiї конфлiктiв вiдома як диференцiальнi iгри [17 – 20].
В останнє десятилiття методи моделювання складних конфлiктних систем збагатили-

ся новими пiдходами: статистичною iнтерпретацiєю та регiоналiзацiєю простору [22 – 27].
У цiй роботi побудовано i дослiджено поведiнку максимально спрощеної моделi склад-

ної динамiчної системи, породженої перетворенням конфлiктної взаємодiї мiж альтерна-
тивними стихiями F та W типу вогню та води, якi розподiленi по секторах замкнено-
го простору. Припускається додатково, що стихiя F зазнає систематичного зовнiшнього
впливу (пiдживленння, аналогiчного сонячнiй радiацiї з одночасною дисипацiєю), а роз-
подiл стихiї W трансформується за певним законом (перемiшуванням). У розглядуванiй
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моделi простiр розподiлу стихiй F, W є колом, подiленим на n ≥ 2 секторiв (регiонiв) ∆k,
k = 1, . . . , n. Вага наявностi кожної iз стихiй F, W в регiонi ∆k задається статистично. В
початковий момент часу t = 0 стихiям F, W ставиться у вiдповiднiсть пара стохастичних
векторiв p, r ∈ Rn+, координати яких pk, rk ≥ 0, k = 1, . . . , n, мають сенс iмовiрностей
знаходження F, W в регiонi ∆k:

pk := P(F ∈ ∆k), rk := P(W ∈ ∆k).

Еволюцiю векторiв p(t), r(t), t ≥ 0, задано системою 2n звичайних диференцiальних
рiвнянь

dpk
dt

= p̃k(θ − r̃k),
drk
dt

= r̃k(θ − p̃k), k = 1, . . . , n, (1)

якi визначають закон конфлiктної взаємодiї мiж F таW.Вплив зовнiшнього пiдживлення
та внутрiшнього перемiшування з точнiстю до нормування має адитивний характер:

p̃k =
pk + sk
zp

, r̃k =
rk + hk
zr

, (2)

де sk, hk ≥ 0 — деякi перiодичнi функцiї. Величина θ(p, r) є показником конфлiктнос-
тi мiж стихiями F, W в момент часу t. Нормуючi знаменники zp, zr в (2) забезпечують
стохастичнiсть векторiв у кожен момент часу. Еквiвалентна модель задається системою
рiвнянь

ṗk =
pk(θ − rk) + sk

zp
, ṙk =

rk(θ − pk) + hk
zr

, k = 1, . . . , n. (3)

Схематично модель зображено на рис. 1.

Рис.1. Схема моделi.
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Дослiдження поведiнки траєкторiй моделi, заданої рiвняннями (1), (2) або (3), розiб’ємо
на кiлька етапiв. На першому етапi розглядаємо автономну систему з чисто внутрiшньою
конфлiктною взаємодiєю. Потiм окремо вивчаємо модель, коли конфлiктної взаємодiї
мiж стихiями немає, але кожна з них зазнає перiодичного зовнiшнього впливу. Нарештi
дослiджуємо повну модель, задану рiвняннями (1) – (3), яка моделює процес конфлiктної
взаємодiї мiж парою альтернативних пiдсистем (опонентiв), що мають систематичне зов-
нiшне пiдживлення.

Стiйкiсть системи забезпечується сталою дисипацiєю стихiї F (аналога теплової енер-
гiї) та iнварiантнiстю повної кiлькостi стихiї W (аналога води) в усьому просторi.

Опишемо коротко розглядувану модель в дискретному часi. У просторi пар стохастич-
них векторiв p, r ∈ Rn+, n ≥ 2, розглядається нелiнiйне вiдображення (p0 = p, r0 = r)

Rn+ × Rn+ 3 {pN , rN}
>−→ {pN+1, rN+1} ∈ Rn+ × Rn+, N = 0, 1, . . . , (4)

яке визначається в термiнах координат формулами

pN+1
i =

p̃Ni (1− r̃Ni )

cNp
, rN+1

i =
r̃Ni (1− p̃Ni )

cNr
, i = 1, . . . , n, (5)

де cNp , c
N
r — нормуючi знаменники, якi забезпечують стохастичнiсть векторiв pN+1, rN+1, а

p̃Ni =
pNi + sN+1

i

zNp
, r̃Ni =

rNi + hNi
zNr

, (6)

де sN+1
i = sNi+1 при 1 ≤ i < n, sN+1

n = sN1 , а sN=0 = (s1, . . . , sn), hN=0 = (h1 . . . , hn) —
фiксованi вектори з Rn+, їх залежнiсть вiд N задається певним законом. Вiдображення
>, згiдно з формулами (5), має iнтерпретацiю альтернативної конфлiктної взаємодiї мiж
парою фiзичних систем, якi знаходяться в станах pN , rN у моменти дискретного часуN =
= 1, 2, . . . . При цьому кожна з систем отримує систематичне зовнiшнє „пiдживлення”,
задане формулами (6).

У роботi дослiджується асимптотична поведiнка траєкторiй динамiчної системи (1).
Зокрема, при певних умовах на вектори s, h та p, r встановлено iснування ω-граничних
перiодичних траєкторiй. А саме, при наявностi зовнiшнього джерела впливу (аналога со-
нячної радiацiї) для однiєї iз стихiй та закономiрного або випадкового перемiшування по
регiонах другої стихiї (аналога вiтру) доведено iснування циклiчних орбiт, до яких асимп-
тотично збiгаються траєкторiї моделi. Цей результат є багатовимiрним аналогом вiдомої
теореми Пуанкаре – Бендiксона (див., наприклад, [10]) про iснування циклiв для двовимiр-
них динамiчних систем i наслiдком двох фактiв: iснування нерухомої ω-граничної точки
динамiчної системи, заданої формулами (5) з p̃Ni = pNi , r̃

N
i = rNi (див. [28, 29]), та ко-

ливального характеру рiвномiрно обмеженого зовнiшнього пiдживлення i внутрiшнього
перемiшування.

Зазначимо, що рiзнi методи побудов складних динамiчних систем iз внутрiшньою конф-
лiктною взаємодiєю дослiджувались у роботах [30, 31, 34, 35], а деякi попереднi результа-
ти до моделi „вогонь – вода” доповiдалися на конференцiях [36, 37].
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2. Модель чистого конфлiкту. Розглянемо випадок чистого конфлiкту альтернативних
стихiй, коли немає зовнiшнього пiдживлення та внутрiшнього перемiшування, sk = hk =
= 0, k = 1, . . . , n. Тодi система рiвнянь (1) cпрощується i набирає вигляду

ṗk = pk(θ − rk), ṙk = rk(θ − pk), k = 1, . . . , n, (7)

де показник конфлiктностi θ(t) = (p, r) =
∑n

k=1 pkrk — скалярний добуток векторiв p(t),
r(t). Покажемо, що в цьому випадку кожна траєкторiя {p(t), r(t)}, t ≥ 0, вiдповiдної ди-
намiчної системи збiгається до нерухомої точки (компромiсного стану).

Зауважимо, що завдяки стохастичностi кожного з векторiв p(t), r(t) при довiльному
t ≥ 0 справджуються рiвностi

ṗ =
d

dt

(
n∑
k=1

pk

)
= 0, ṙ =

d

dt

(
n∑
k=1

rk

)
= 0.

Бiльш того, аналiз рiвнянь (1) показує, що при зростаннi часу похiдна кожної з координат
pk, rk прямує до нуля:

lim
t→∞

ṗk(t) = 0 = lim
t→∞

ṙk(t), k = 1, 2, . . . .

Це означає, що всi координати pk(t), rk(t) збiгаються до фiксованих граничних значень:

lim
t→∞

pk(t) = p∞k , lim
t→∞

rk(t) = r∞k .

Отже, кожна траєкторiя динамiчної системи чистого конфлiкту збiгається до ω-граничної
нерухомої точки у просторi Rn+ × Rn+:

p∞ = lim
t→∞

pt, r∞ = lim
t→∞

rt.

Значення граничних координат мають точний опис. Справедливою є така теорема.

Теорема 1 (про чистий конфлiкт). Кожна траєкторiя динамiчної системи
{p(t), r(t)}t≥0, заданої в термiнах координат рiвняннями (7), збiгається у просторi Rn+×
×Rn+ до нерухомої точки:

{p∞, r∞} = lim
t→∞
{p(t), r(t)}.

Якщо в момент t = 0 початковi вектори є рiзними, p 6= r, то граничнi вектори орто-
гональнi, p∞ ⊥ r∞, а їхнi координати мають такi значення:

p∞i =


di
D
, i ∈ N+,

0, i /∈ N+,

(8)

r∞k =


−dk
D
, k ∈ N−,

0, k /∈ N−,
(9)
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де di = pi − ri, N+ = {i|pi > ri}, N− = {k|pk < rk}, D = 1/2
∑

i |di|. Зокрема, якщо
для довiльної координати pl = rl, то p∞l = r∞l = 0. У випадку p = r граничнi вектори
також рiвнi, p∞ = r∞, а їхнi координати рiвномiрно розподiленi по регiонах: p∞k = p∞k =

=
1

m
, де m ≤ n — кiлькiсть ненульових координат векторiв p, r.

Доведення рiзницевого аналога цiєї теореми наведено в роботах [28, 29]. Тут викла-
демо основнi iдеї аргументацiї, якi мають мiсце для моделi з неперервним часом. Нехай у
початковий момент часу для довiльної пари координат виконується нерiвнiсть pi > ri. То-
дi з рiвнянь (7) випливає, що функцiя di(t) := pi(t)− ri(t) монотонно зростає. При t → ∞,
завдяки обмеженостi кожної з координат, випливає iснування границi,

d∞i = lim
t→∞

di(t) ≤ 1.

При цiй же умовi, pi > ri, розглянемо вiдношення Ri(t) := pi(t)/ri(t). З (7) випливає, що
величина Ri(t) необмежено зростає:

R∞i = lim
t→∞

Ri(t) = ∞.

Це означає, що координата ri(t) збiгається до нуля. Як наслiдок, одержуємо iснування

p∞i = lim
t→∞

pi(t) > 0.

Аналогiчно встановлюємо iснування

r∞k = lim
t→∞

rk(t) > 0

та збiжнiсть pk(t) до нуля при умовi pk < rk. Iснування таких границь з необхiднiстю
викликає збiжнiсть до нуля показника конфлiктностi,

θ∞ = lim
t→∞

θ(t) = 0,

що еквiвалентно ортогональностi граничних векторiв, p∞ ⊥ r∞ при умовi p 6= r на по-
чатковi вектори. Зокрема, це означає, що границi рiвних початкових координат pl = rl
є нульовими: p∞l = r∞l = 0. Нерухомiсть граничного стану випливає з рiвностi θ∞ = 0.
Формули (8), (9) для граничних значень p∞i , r

∞
k одержуємо з рiвнянь

p∞i
p∞i′

=
d∞i
d∞i′

=
di
di′
, i, i′ ∈ N+,

r∞k
r∞k′

=
d∞k
d∞k′

=
dk
dk′

, k, k′ ∈ N−.

Нарештi, рiвнiсть p∞ = r∞ та рiвномiрна розподiленiсть координат цих векторiв по ре-
гiонах у випадку, коли початковi вектори рiвнi, p = r, встановлюється впорядкуванням
координат за величиною значень при кожному t: p1(t) ≤ p2(t) ≤ . . . ≤ pm(t) i спостере-
женням, що

lim
t→∞

[p1(t)− pm(t)] = 0.

Тому limt→∞ pj(t) = 1/m, j = 1, . . . , m ≤ n.
Теорему 1 доведено.
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Рис. 2. Асимптотичний розподiл граничних координат.

Приклад 1. Модель еволюцiї динамiчної системи з чисто внутрiшньою конфлiктною
взаємодiєю в неперервному часi.

Траєкторiя стохастичних векторiв p(t), r(t), координати яких задовольняють рiвнян-
ня (7), збiгається до фiксованої нерухомої точки {p∞, r∞} ∈ Rn+ × Rn+ з координатами,
зображеними на рис. 2.

3. Модель динамiчної системи без конфлiктної взаємодiї. Розглянемо випадок, коли
конфлiктної взаємодiї мiж стихiями F, W немає, але кожна з них зазнає зовнiшнього
впливу перiодичного характеру. Покажемо, що це приводить до iснування граничних цик-
лiчних орбiт.

З (1) випливає, що при вiдсутностi конфлiктної взаємодiї система задається двома на-
борами незалежних рiвнянь:

ṗk(t) =
pk(t) + sk(t)

zp(t)
, ṙk(t) =

rk(t) + hk(t)

zr(t)
, k = 1, . . . , n ≥ 2, t ≥ 0, (10)

де перiодичнi функцiї sk(t), hk(t) описують зовнiшнiй вплив, а нормуючi знаменники zp(t),
zr(t) забезпечують стохастичнiсть векторiв p(t), r(t) в кожний момент часу.

Далi дослiджуємо поведiнку одного з незалежних векторiв p(t) або r(t), поведiнка дру-
гого буде аналогiчною. Виберемо вектор p(t), але щоб вiдрiзнити його вiд випадку, коли
мiж p(t) та r(t) вiдбувається конфлiктна взаємодiя, позначимо його через x(t). Отже, ми
хочемо дослiдити систему рiвнянь

ẋk(t) =
xk(t) + sk(t)

z(t)
, k = 1, . . . , n, t ≥ 0. (11)

Насправдi далi ми дослiджуємо деякий рiзницевий варiант системи (11) у фiксованi мо-
менти часу, кратнi деякому куту α:

xk(tN+1) =
xk(tN ) + sk(tN )

z(tN )
, k = 1, . . . , n, tN = αN, N = 0, 1, . . . , (12)
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де покладено, що вплив зовнiшнього джерела вiдбувається по закону

sk(tN ) = s(αk + tN ), α > 0. (13)

Тут s(t) — деяка додатна перiодична неперервна функцiя така, що s(t) = s(αn + t), на-
приклад s(t) = c(1 + sin t), c > 0, α = 2π/n.

Легко перевiрити, що нормуючий знаменник у (12), який забезпечує стохастичнiсть
вектора x(t), не залежить вiд часу, i його можна знайти:

z = z(tN ) = 1 + s, s =
n∑
k=1

sk, sk = s(αk). (14)

Позначимо

xNk := xk(tN ), sNk := sk(tN ) = s(αk + tN ) ≡ sk+N .

Тодi система рiвнянь (12) набере вигляду

xN+1
k =

xNk + sNk
1 + s

, x0k ≡ xk(t0) = xk, k = 1, . . . , n, N = 0, 1, . . . . (15)

Iтеруючи цю систему, можна знайти значення координат xk(tN ) для довiльного мо-
менту часу tN . Отже, рiвняння (15) задають у просторi Rn+ деяку динамiчну систему в
дискретному часi:

x0 ≡ x(t0)
T1−→ x1

T2−→ x2
T3−→ . . .

TN−1−→ xN−1
TN−→ xN

TN+1−→ . . . , (16)

де T1, T2, . . . позначають послiдовнiсть залежних вiд часу перетворень, заданих формула-
ми (15). Завдяки (13) ця послiдовнiсть перетворень перiодично повторюється через кожнi
n крокiв. Тому для кожного k = 1, . . . , n Tk = Tk+n = Tk+Nn, N = 0, 1, . . . . Нас цiка-
вить поведiнка вектора xN ≡ x(tN ) при N → ∞. Покажемо, що при будь-яких початко-
вих значеннях координат xk(t0) послiдовнiсть векторiв x(tN ) наближається до фiксованої
циклiчної орбiти перiоду n.

Теорема 2. Кожна траєкторiя xN = x(tN ) динамiчної системи (16), заданої систе-
мою рiзницевих рiвнянь (12), збiгається у просторi Rn+ до ω-множини Γ∞, iнварiант-
ної вiдносно впорядкованої послiдовностi перетворень T1, . . . , Tn. Множина Γ∞ склада-
ється iз n векторiв

Γ∞ = {Γ∞j }nj=1.

Координати вектора Γ∞1 визначаються набором значень s1, . . . , sn джерела зовнiшньо-
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го впливу за формулами

γ∞1 =
s1 + s2z + . . .+ snz

n−1

zn − 1
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γ∞k =
sk + sk+1z + . . .+ sk−1z

n−1

zn − 1
≡ 1

zn − 1

n−1∑
j=0

s|k+j|(modn)z
j ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γ∞n =
sn + s1z + . . .+ sn−1z

n−1

zn − 1
,

де z = 1 + s, s = s1 + . . . + sn. Кожен вектор Γ∞j , j > 1, визначається (j − 1)-кратним
циклiчним зсувом координат першого вектора Γ∞1 = (γ∞1 , . . . , γ

∞
n ) :

γ∞1 → γ∞2 , . . . , γ∞k → γ∞k+1, . . . , γ
∞
n → γ∞1 .

Гранична ω-множина Γ∞ є циклiчною орбiтою динамiчної системи (16). Вона не за-
лежить вiд початкової точки x = x(t0) траєкторiї x(tN ) i повнiстю визначається
джерелом зовнiшнього впливу.

Доведення ґрунтується на аналiзi поведiнки координат xk(tN ) при N → ∞. Виходячи
з (12), одержуємо таку еволюцiю (послiдовнiсть) значень першої координати:

x11 =
x1 + s1

z
=
x1
z

+
s1
z
,

x21 =
x11 + s2

z
=
x1
z2

+
s1
z2

+
s2
z
,

x31 =
x21 + s3

z
=
x1
z3

+
s1
z3

+
s2
z2

+
s3
z
, (17)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xN1 =
xN−11 + sN

z
=

x1
zN

+
s1
zN

+
s2

zN−1
+ . . .+

sN
z
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Друга координата має аналогiчну еволюцiю:

x12 =
x2 + s2

z
,

x22 =
x2
z2

+
s2
z2

+
s3
z
,

x32 =
x2
z3

+
s2
z3

+
s3
z2

+
s4
z
, (18)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xN−12 =
x2
zN−1

+
s2

zN−1
+ . . .+

sN
z
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

де, як у першому, так i у другому випадках послiдовнiсть sN циклiчно повторює свої
значення s1, . . . , sn таким чином, що sn+l = sl, l = 1, . . . , n. Порiвнюючи (17) i (18), помi-
чаємо, що при довiльному N

xN1 − xN−12 =
x1
zN

+
s1
zN
− x2
zN−1

.

Тому завдяки z > 1 робимо висновок, що

lim
N→∞

(
xN1 − xN−12

)
= 0.

Аналогiчно для всiх k < n

lim
N→∞

(
xNk − xN−1k+1

)
= 0.

При k = n з тих же мiркувань одержуємо

lim
N→∞

(
xNn − xN−11

)
= 0.

Таким чином, при N → ∞ для γ∞k := xN=∞
k виникає система рiвнянь

γ∞1 + s1
z

= γ∞2 , . . . ,
γ∞k + sk

z
= γ∞k+1, . . . ,

γ∞n + sn
z

= γ∞1 .

Неважко знайти розв’язок цiєї системи рiвнянь:

γ∞1 =
s1 + s2z + . . .+ snz

n−1

zn − 1
,

γ∞2 =
s2 + s3z + . . .+ snz

n−2 + s1z
n−1

zn − 1
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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γ∞k =
sk + sk+1z + . . .+ sk−1z

n−1

zn − 1
,

γ∞n =
sn + s1z + . . .+ sn−1z

n−1

zn − 1
.

Введемо вектор Γ∞1 = (γ∞1 , . . . , γ
∞
n ).Використовуючи явну форму перетворень T1, . . . , Tn,

задану рiвняннями (12), безпосередньо перевiряємо, що

(T 1Γ∞1 )k =
γ∞k + sk

z
= γ∞k+1, k < n.

Наприклад, при k = 1 маємо

(T1Γ
∞
1 )1 =

γ∞1 + s1
z

=
s1 + s2z + . . .+ snz

n−1

(zn − 1)z
+
s1
z

=

=
s1 + s2z + . . .+ snz

n−1 + s1(z
n − 1)

(zn − 1)z
=
s2z + . . .+ snz

n−1 + s1z
n

(zn − 1)z
= γ∞2 .

Зокрема, при k = n

(T1Γ
∞
1 )n =

γ∞n + sn
z

= γ∞n+1 = γ∞1 .

Таким чином, ми показали, що T1Γ∞1 = Γ∞2 , де використано позначення

Γ∞2 := (γ∞2 , . . . , γ
∞
n , γ

∞
1 ).

Аналогiчно, T2Γ∞2 = Γ∞3 , де вектор Γ∞3 утворюється однократним циклiчним зсувом влi-
во координат вектора Γ∞2 .Далi застосовуємо перетворення T3 до вектора Γ∞3 i послiдовно
продовжуємо цi дiї. За побудовою на n-му кроцi повертаємося до вектора Γ∞1 = TnΓ∞n .

Теорему 2 доведено.
Встановлений результат можна переформулювати у виглядi iншої теореми з простi-

шим доведенням, якщо ввести iншу динамiчну систему, породжену перетворенням, що не
залежить вiд часу. З цiєю метою побудуємо у просторi Rn+ перетворення T (не залежне
вiд часу), яке породжує динамiчну систему, по сутi, еквiвалентну (16), але в iншiй системi
координат. ПриN = 0 позначимо y0 = x0, y0k = x0k, k = 1, 2, . . . , n, i визначимо для N = 1
перетворення T формулами

(Ty)k ≡ y1k =
y0k+1 + sk

1 + s
, sk = s(αk), k = 1, . . . , n, (19)

де покладемо
y0n+1 = y01 при k = n.

Аналогiчно до (19) для будь-якого N ≥ 1 координати вектора yN визначаються фор-
мулами

(TNy)k ≡ yNk =
yN−1k+1 + sk

1 + s
, yN−1n+1 = yN−11 , k = 1, . . . , n. (20)
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Виявляється, що для довiльних початкових значень координат y0k = x0k послiдовнiсть
векторiв yN збiгається до єдиної нерухомої точки у просторi Rn+.

Теорема 3. Кожна траєкторiя {yN}∞N=0 динамiчної системи, породженої перетворен-
ням T, згiдно з формулами (19), (20,) збiгається у просторi Rn+ до нерухомої точки, за-
даної вектором

y∞ = lim
N→∞

TNy ∀y ∈ Rn,

координати якого визначаються лише набором значень s1, . . . , sn джерела зовнiшнього
впливу:

y∞k =
sk + sk+1z + . . .+ sk−1z

n−1

zn − 1
≡ 1

zn − 1

n−1∑
j=0

s(k+j)(modn)z
j , k = 1, . . . , n, (21)

де z = 1 + s (див. (14)). Зокрема,

y∞1 =
s1 + s2z + . . .+ snz

n−1

zn − 1
, y∞n =

sn + s1z + . . .+ sn−1z
n−1

zn − 1
.

Доведення. З формул (20) знаходимо, що кожну координату yNk при великомуN мож-
на записати у виглядi суми двох доданкiв. Перший доданок має вигляд y0l z

−N , l =
= 1, . . . , n, та залежить вiд k та N. Очевидно, цей доданок збiгається до нуля, оскiльки
всi |y0l | ≤ 1, а z > 1. Другий доданок є сумою N членiв геометричної прогресiї iз знамен-

ником q =
1

zn
i першим членом

ak = snz
−n + sn+1z

−n+1 + . . .+ sk−1z−1,

де s0 = sn, sn+1 = s1. При N → ∞ для yNk одержуємо значення з набору (21).
Теорему 3 доведено.

Рис. 3. Еволюцiя та граничний цикл довiльної пари координат у фазовому просторi.
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Приклад 2. Модель еволюцiї динамiчної системи з циклiчним пiдживленням та пере-
мiшуванням (без конфлiктної взаємодiї).

Траєкторiя кожного вектора p(tN ), r(tN ) динамiчної системи (16) при довiльних p(0),
r(0) ∈ Rn+ × Rn+ збiгається до циклiчної орбiти {Γ∞,Ψ∞} перiоду n (див. рис. 3). Тут Ψ∞

позначає граничну орбiту для {r(tN )}∞N=0, яка iснує згiдно з теоремою 2.

4. Iснування циклiчних орбiт у загальному випадку. У загальному випадку еволюцiя
динамiчної системи (4) вiдбувається пiд впливом одночасної взаємодiї рiзної природи:
внутрiшньої конфлiктної взаємодiї мiж стихiями F, W ; взаємодiї iз зовнiшнiм джерелом
впливу на стихiю F у виглядi перiодичного пiдживлення; нарештi, процесу мiграцiї, який
описується у термiнах внутрiшнього перемiшування розподiлiв стихiї W по регiонах. Ви-
являється, що i в цьому випадку практично кожна траєкторiя динамiчної системи асимп-
тотично наближається до фiксованої циклiчної орбiти.

Цей результат можна пояснити якiсно таким чином. Згiдно з теоремою 1 чисто конф-
лiктна взаємодiя мiж F, W гарантує iснування фiксованих граничних значень p∞k , r

∞
k для

кожної пари координат pNk , r
N
k , k = 1, . . . , n. Перiодичне зовнiшнє пiдживлення для F та

процес перемiшування для W, який також має перiодичний характер, приводять до фiк-
сованих перiодичних зсувiв передграничних значень цих координат. При цьому важливо,
що величини змiн координат завдяки вiдштовхувальнiй конфлiктнiй взаємодiї мiж F та
W є незначними у порiвняннi з ефектами зовнiшнього впливу i внутрiшнього перемiшу-
вання. Тому, як правило, всi пари координат pNk , r

N
k , k = 1, . . . , n, при N → ∞ наближа-

ються до однiєї i тiєї ж циклiчної орбiти, яка є збуренням ω-граничної множини {Γ∞,Ψ∞}
з теореми 2.

Для точного формулювання цього результату розглянемо динамiчну систему

{pN , rN} >−→ {pN+1, rN+1}, p0, r0 ∈ Rn+, N = 0, 1, . . . , (22)

в якiй перетворення > задано набором рiзницевих рiвнянь у термiнах координат:

pN+1
k =

pNk (θN + 1− rNk ) + sk+N
zp

,

(23)

rN+1
k =

rNk (θN + 1− pNk ) + hk+N
zr

, k = 1, . . . , n,

з zp = 1 + s, zr = 1 + h, де залежнiсть послiдовностей sk+N , hk+N вiд дискретного часу є
перiодичною: sN+n = sN , hN+n = hN .

Комп’ютерне моделювання на численних конкретних прикладах показує, що кожна
траєкторiя динамiчної системи (22), заданої вiдображенням (23), збiгається до певної гра-
ничної циклiчної орбiти. При цьому проекцiї цiєї орбiти на фазовi простори кожної пари
координат {pk, rk, k = 1, . . . , n} мають однакову форму. Наведена нижче теорема є прав-
доподiбною, але швидше гiпотетичною, оскiльки на даний момент має лише схематичне
доведення.

Теорема 4. Якщо всi пари координат {pNk , rNk }, k = 1, . . . , n, збiгаються до однiєї i
тiєї ж циклiчної орбiти на площинi, то гранична ω-множина {Γ,Ψ} динамiчної системи
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(22) складається з набору 2n векторiв: Γ = {Γj}nj=1, Ψ = {Ψj}nj=1, Γj ,Ψj ∈ Rn+. Коорди-
нати першої пари векторiв Γ1 = (γ1, . . . , γn), Ψ1 = (ψ1, . . . , ψn) є розв’язками системи
2n алгебраїчних рiвнянь

γk+1 =
γk(θ + 1− ψk) + sk

1 + s
,

(24)

ψk+1 =
ψk(θ + 1− γk) + hk

1 + h
, k = 1, . . . , n,

де γn+1 = γ1, ψn+1 = ψn, θ = Σn
k=1γkψk. Кожна пара векторiв Γj , Ψj , 1 < j ≤ n,

утворюється циклiчним зсувом координат першої пари векторiв Γ1, Ψ1 на j − 1 крок
влiво. При цьому однократний зсув координат векторiв Γn, Ψn приводить до Γ1 та Ψ1

вiдповiдно.

Доведення. Безпосередня iтерацiя координат pNk , r
N
k , згiдно з формулами (23), пока-

зує, що при N = Mn+ l, l = 1, . . . , n, M = 1, 2, . . . , кожну з цих координат (далi детально
дослiджуємо лише pNk ) можна подати у виглядi двох груп доданкiв рiзного характеру по-
ведiнки:

pNk = INk + ΠN
k ,

де

INk =
FNk (p, r)

zNp
, ΠN

k =
n∑
j=1

SNkj ,

FNk (p, r) — деякий полiном вiд координат векторiв p, r, а ΠN
k (завдяки перiодичним влас-

тивостям послiдовностей sN , hN ) розкладається в комбiнацiю часткових сум SNkj геомет-
ричних прогресiй з одним i тим же знаменником (що не перевищує одиницi), але рiзними
першими членами, якi виражаються через si, hi, i = 1, . . . , n. Неважко переконатися, що
значення FNk рiвномiрно обмеженi, оскiльки всi координати pk, rk ≤ 1. Тому

lim
N→∞

INk = 0, k = 1, . . . , n,

тому що zp = 1+s > 1.Беручи до уваги, що всi геометричнi прогресiї, з яких складаються
SNkj , є збiжними, робимо висновок, що iснують границi

γk = lim
M→∞

ΠMn
k , k = 1, . . . , n.

Докладний аналiз структури доданкiв SNkj (з урахуванням формул (23)) показує, що
для членiв ΠN

k виконуються спiввiдношення

ΠN
1 = ΠN+1

n , ΠN
k = ΠN+1

k−1 , k > 1. (25)

Тому при Mn = N → ∞, завдяки припущенню теореми, граничнi значення γk вiдрiз-
няються вiд граничних значень γ∞k з теореми 2 на вiдносно малi величини, якi називаємо
зсувами i позначаємо через dγk . Вони також є сумами збiжних геометричних прогресiй,
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першi члени яких визначаються добутками sk · hk та добутками початкових координат
pk · rk. Аналогiчним чином переконуємося, що iснують границi γlk = limM→∞ΠMn+l

k ,
l = 1, . . . , n − 1. Бiльш того, завдяки (25) залежнiсть цих границь вiд l є циклiчною. Як
наслiдок, робимо висновок, що залежнiсть величин зсувiв dγk вiд iндексу l також є циклiч-
ною i мають мiсце формули

dγk(l) = dγk+l, dγn+1 = dγ1 . (26)

Цей факт приводить до того, що граничнi значення γlk, k = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n − 1,
можна одержати циклiчним зсувом на l крокiв влiво координат γk:

(γ1, . . . , γn) → (γl, . . . , γn, . . . , γ1, . . . , γl−1).

Зауважимо, що формули (26) (разом iз аналогiчними формулами для зсувiв dψk ) є точним
математичним записом припущення теореми про єдину форму орбiти для кожної пари
координат. Таким чином, при виконаннi умови (26) послiдовнiсть pN1 при N → ∞ набли-
жається до граничної ω-множини, яка утворює вектор Γ1 з координатами (γ1, . . . , γn), а
послiдовнiсть pNl , 1 < l ≤ n, — до аналогiчної граничної ω-множини, яка утворює вектор
Γl з координатами (γl, . . . , γn, . . . , γ1, . . . , γl−1).

Аналогiчнi мiркування i твердження справедливi i при iтерацiї координат rNl , що при-
водить до знаходження системи векторiв Ψl, якi (при 1 < l ≤ n) можна виразити послi-
довним зсувом координат першого вектора Ψ1 = (ψ1, . . . , ψn).

Таким чином, у термiнах граничних векторiв один крок перетворення, заданого рiвнян-
нями (23), приводить до рiвностi

T1Γ1 = Γ2,

де

(T1Γ1)k = (Γ2)k =
γk(θ + 1− χk) + sk

1 + s
, k = 1, . . . , n.

При цьому координати вектора Γ2 утворюються зсувом влiво координат вектора Γ1:

(Γ2)k = γk+1,

де γn+1 = γ1. Для координат (T1Ψ1)k виконується аналогiчна рiвнiсть

(T1Ψ1)k = (Ψ2)k = ψk+1.

На другому кроцi виникають вектори Γ3, Ψ3, а на j-му кроцi маємо Γj = Tj ◦ . . . ◦ T1Γ1,
або в термiнах координат

(Tj ◦ . . . ◦ T1Γ1)k = γk+j , (Tj ◦ . . . ◦ T1Ψ1)k = ψk+j , j < n.

При j = n отримуємо
Tn ◦ . . . ◦ T1Γ1 = Γ1,

або в термiнах координат

(Tn ◦ . . . ◦ T1Γ1)k = γk, (Tn ◦ . . . ◦ T1Ψ1)k = ψk.
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Рис. 4. Порiвняння еволюцiй та граничних орбiт.

Отже, ми довели, що при N → ∞ вектори pN , rN наближаються до циклiчної орбiти,
перiод якої дорiвнює розмiрностi простору Rn+:

{Γ1,Ψ1}
T1→ {Γ2,Ψ2}

T2→ . . .
Tn−1→ {Γn,Ψn}

Tn→ {Γ1,Ψ1}.

Важливо, що скалярний добуток (Γj ,Ψj) не залежить вiд iндексу j = 1, . . . , n. Тому показ-
ник конфлiктностi θ є сталою величиною, яка залежить, взагалi кажучи, вiд початкової
пари векторiв {p, r}.

Той факт, що координати граничних векторiв задовольняють рiвняння (24), безпосе-
редньо випливає з явного вигляду конфлiктного перетворення ∗.

Теорему 4 доведено.
Отже, в загальному випадку, коли динамiчна система визначається вiдображенням за-

даним формулами (23), i виконується умова (26), кожна траєкторiя {pN , rN} збiгається у
просторi Rn+ до ω-множини, яка складається з циклiчної орбiти {Γ,Ψ}. Iнварiантнiсть цiєї
множини вiдносно генератора ∗ динамiчної системи випливає з формул (24).

Приклад 3. Модель динамiчної системи, генератор якої включає в себе конфлiктну
взаємодiю, циклiчне пiдживлення та перемiшування.

Для динамiчних систем конфлiкту iз зовнiшнiм пiдживленням та внутрiшнiм перемi-
шуванням не iснує нерухомих рiвноважних станiв. Кожна траєкторiя такої системи збiга-
ється до циклiчної орбiти.

Урахування конфлiктної взаємодiї деформує циклiчну орбiту з прикладу 2. На рис. 4
зображено траєкторiю еволюцiї та граничну орбiту динамiчної системи з конфлiктною
взаємодiєю, циклiчним пiдживленням та перемiшуванням (зображенi знизу) в порiвнян-
нi з траєкторiєю та граничною орбiтою динамiчної системи без конфлiктної взаємодiї
(зображенi зверху).

5. Комп’ютерний аналiз. Якщо пiдживлення i перемiшування мають однаковi напрям-
ки, то кожна пара координат pNk , r

N
k , k = 1, . . . , n, наближається до однiєї фiксованої
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Рис. 5. Типова форма граничної орбiти.

Рис. 6. Ефект деформацiї граничних орбiт.

циклiчної орбiти (див. рис. 5). Точна форма орбiти залежить вiд величин sk, hk згiдно з
формулами (24).

При зменшеннi величин hk виникає ефект деформацiї орбiт в окремих регiонах (див.
рис. 6). Значна деформацiя орбiт є наслiдком привалювання конфлiктної взаємодiї. У
випадку, коли напрямки коливань пiдживлення i перемiшування протилежнi, кожна па-
ра координат pNk , r

N
k наближається до своєї iндивiдуальної циклiчної орбiти (див. рис. 7).

При цьому форма орбiти в конкретному регiонi залежить вiд нелокальної конфлiктної
взаємодiї.
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Рис. 7. Рiзнi форми граничних орбiт.

Рис. 8 Форми орбiт при сталому перемiшуваннi.

Аналогiчний ефект виникає при сталому (неперiодичному) перемiшуваннi. При цьо-
му можуть з’явитися координати r∞j = 0 (див. рис. 8). Наближення rNj до нуля є наслiдком
мiнiмiзацiї перемiшування.

6. Вiдкритi питання. В цiй роботi ми ставили собi за мету показати, що поведiнка
траєкторiй складної моделi, яка описує конфлiктну взаємодiю мiж абстрактними аль-
тернативними стихiями F та W пiд впливом зовнiшнього джерела пiдживлення для F та
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фiксованим законом внутрiшнього перемiшування (мiграцiєю) для W, в елементарному
варiантi нагадує фiзичну картину перерозподiлу теплової енергiї та вологостi на поверхнi
планети.

Для побудови закону конфлiктної взаємодiї ми виходимо з того, що теплота (стихiя
F ) та вологiсть (стихiя W ) мають протилежнi, в певному сенсi, альтернативнi власти-
востi. Внаслiдок цього виникає конфронтацiйний перерозподiл початкової ваги їхньої
наявностi у рiзних регiонах спiльного простору iснування. Але це лише одна з причин
динамiчної картини. В розглядуванiй математичнiй моделi ми враховуємо також дiю зов-
нiшнього джерела енергiї. Воно систематично по певному закону пiдживлює запас те-
плоти в кожному конфлiктному регiонi. При цьому повна кiлькiсть теплової енергiї в
усьому просторi залишається в середньому сталою завдяки природнiй дисипацiї. Мате-
матично це забезпечується нормуванням на кожному кроцi конфлiктного перетворення.
Варто зазначити, що джерело зовнiшнього впливу збурює можливу компромiсну рiвно-
вагу мiж альтернативними стихiями, зокрема викликає перемiщення вологостi з високо-
температурних регiонiв у холоднi. В моделi це забезпечується процедурою внутрiшнього
перемiшування.

В побудуванiй вище моделi повний математичний механiзм конфлiктної взаємодiї
(див. (5)) мiж аналогом теплової енергiї (стихiя F ) та водою (стихiяW ) фактично описано
в термiнах умовних iмовiрностей наявностi цих стихiй у кожному з регiонiв замкненого
простору (кола). При цьому беруться до уваги лише деякi, найбiльш важливi на наш по-
гляд, причини перерозподiлу альтернативних стихiй по рiзних регiонах. Звичайно, голов-
ним „двигуном” динамiчної картини є зовнiшнє джерело енергiї, яке впливає на стихiю
F. Але без введення додаткового механiзму внутрiшнього перемiшування (мiграцiї) для
стихiї W, наприклад завдяки вiтру, еволюцiя системи стає досить примiтивною, зокрема
можливий варiант, коли увесь запас W намертво зосереджується в одному з регiонiв.

Урахування всiх зазначених вище причин перерозподiлу ми проводимо в три етапи.
У пунктi 2 розглядаємо найпростiший абстрактний варiант динамiчної системи з чисто
конфлiктною взаємодiєю типу „мiнус-мiнус”. Доводимо теорему про еволюцiйну поведiн-
ку системи та iснування граничного рiвноважного стану для кожної траєкторiї. Описуємо
точнi значення компромiсних розподiлiв у термiнах початкових станiв.

У пунктi 3 дослiджується модель з двох незалежних пiдсистем без конфлiктної вза-
ємодiї, але з перiодичним зовнiшнiм впливом. Показано, що кожна траєкторiя такої
системи асимптотично наближається до фiксованої циклiчної орбiти, не залежної вiд по-
чаткової точки. Гранична орбiта повнiстю визначається джерелом зовнiшнього впливу,
лише включення конфлiктної взаємодiї мiж пiдсистемами змiнює граничну поведiнку.

У пунктi 4 показано, що факт iснування циклiчних орбiт та збiжнiсть до них траєкто-
рiй динамiчної системи залишається справедливим у загальному випадку, коли дiють усi
три причини перерозподiлу стихiй F та W по рiзних регiонах. Звичайно, в цьому випадку
граничнi орбiти є залежними вiд початкової точки (не є атракторами) i чутливi до спiввiд-
ношень мiж потужностями зовнiшнiх впливiв на F та W. Зокрема, з’являються регiони з
особливою поведiнкою, неподiбною до поведiнки в бiльшостi регiонiв. А у випадку, коли
пiдживлення для стихiї F вiдбувається у напрямку, протилежному до мiграцiйного пере-
мiшування для стихiїW, практично в усiх регiонах спостерiгається своя iндивiдуальна гра-
нична циклiчна орбiта. Для встановлення точної характеристики таких ефектiв потрiбнi
подальшi дослiдження.

Можливо, що iснування циклiчних граничних орбiт в теоремах 3, 4 є наслiдком
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абстрактного твердження теорiї динамiчних систем, який ми наводимо, як еврiстичний,
без доведення. Якщо вiдомо, що траєкторiї динамiчних систем, породжених генераторами
T1, T2, в одному i тому ж просторi збiгаються до нерухомих граничних станiв або циклiч-
них орбiт, то траєкторiї динамiчної системи, породженої генератором T3 = T1 ◦T2, також
збiгаються до нерухомого стану або циклiчної орбiти.

Нагадаємо, що проблема iснування циклiчних орбiт для динамiчних систем на пло-
щинi

ẋ = f(x, y), ẏ = g(x, y)

має цiкаву iсторiю. З нею пов’язана шiстнадцята проблема Гiльберта, яка досi до кiнця не
розв’язана. Найбiльш вiдомою у цьому напрямку є теорема Пуанкаре – Бендiксона, яка
гарантує iснування циклiчних орбiт, якщо функцiї f, g є неперервно диференцiйовними,
координати x(t), y(t) обмеженi i немає рiвноважної точки.

Теорему 4 можна розглядати як деяке узагальнення теореми Пуанкаре – Бендiксона
у просторi Rn+ × Rn+, n ≥ 2. Дiйсно, при додаткових умовах теорема 4 зводиться до тео-
реми Пуанкаре – Бендiксона. Припустимо, що рiвняння (23) мають єдиний розв’язок для
кожної пари початкових векторiв p, r ∈ Rn+. Тодi, згiдно з теоремою про неявну функцiю,
для кожної пари pi(t), ri(t) iснують функцiї fi(p, r), gi(p, r) такi, що рiвняння (23) можна
записати у виглядi

ṗi = fi(p, r), ṙi = gi(p, r).

Припускаючи додатково, що цi функцiї є диференцiйовними, робимо висновок про iсну-
вання замкнених циклiчних орбiт.
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