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We find conditions on a Fredholm integral operator with degenerate kernel to have a generalized inverse
on a Banach space. New results are presented, dealing with the generalized inversion of Fredholm integral
operators with degenerate kernel. An example is considered in detail.

Установлены условия обобщенной обратимости интегральных операторов Фредгольма с вы-
рожденным ядром в банаховых пространствах. Получены новые результаты по обобщенно-
му обращению интегральных операторов Фредгольма с вырожденным ядром в банаховых
пространствах. Подробно рассмотрен пример.

Фундаментальна робота Ф. Рiсса [1], яка присвячена оберненню лiнiйних операторiв L =
= I − A (I — тотожний, а A — цiлком неперервний оператори, що дiють у просторi
C([a, b],Rn) неперервних на вiдрiзку [a, b] функцiй зi значеннями у скiнченновимiрному
евклiдовому просторi Rn), узагальнювалась у двох напрямках. З одного боку, простiр
C([a, b],Rn) замiнювався бiльш загальними функцiональними просторами, а з iншого —
на оператор A(L) накладалися менш обмежувальнi умови.

Ю. Шаудер [2] узагальнив теорiю Ф. Рiсса на банаховi простори, ввiвши до неї спряже-
ний оператор. С. М. Нiкольський показав, що теорiя Рiсса – Шаудера залишається спра-
ведливою, якщо замiсть цiлком неперервностi оператора A припускати, що його деяка
n-та iтерацiя An = AAn−1 є цiлком неперервною, а в [3] вказав необхiднi i достатнi умо-
ви, якi повинен задовольняти оператор L, щоб ця теорiя була справедливою. Цей клас
операторiв, якi називають фредгольмовими, описує теорема, вiдома як теорема С. М. Нi-
кольського [4, с. 233].

Вiдомо, що при побудовi узагальнено-обернених операторiв [5, 6] до нормально роз-
в’язних класична конструкцiя Е. Шмiдта [7, c. 339] застосовна лише до фредгольмових
операторiв. Тому задача про дослiдження умов узагальненої оборотностi та побудову
узагальнено-оборотних операторiв до iнтегральних операторiв Фредгольма з виродже-
ним ядром у просторi C([a, b],B) неперервних на вiдрiзку [a, b] функцiй зi значеннями у
нескiнченновимiрному банаховому просторi B є актуальною.

Постановка задачi. Нехай z(t) — вектор-функцiя, яка дiє з вiдрiзка [a, b] у дiйсний ба-
нахiв простiр B, z(t) ∈ C([a, b],B) := {z(·) → B, ‖z‖ = supt∈[a,b] ‖z(t)‖B}, C([a, b],B) —
банахiв простiр неперервних на [a, b] вектор-функцiй.

Розглянемо у банаховому просторi B iнтегральний оператор Фредгольма з виродже-
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ним ядром

(Lz)(t) := z(t)−M(t)

b∫
a

N(s)z(s)ds, (1)

де оператор-функцiї M(t) та N(t) дiють iз банахового простору B у B, сильно неперервнi
[8, c. 141] з нормами |||M ||| = supt∈[a,b] ‖M(t)‖B = M0 < ∞ та |||N ||| = supt∈[a,b] ‖N(t)‖B =
= N0 < ∞.

Ставиться задача: встановити умови узагальненої оборотностi iнтегрального опера-
тора Фредгольма з виродженим ядром у банаховому просторi та побудувати узагальнено-
обернений оператор до нього.

Попереднi вiдомостi. Нехай L : B1 → B2 — лiнiйний обмежений нормально розв’яз-
ний оператор, який дiє з банахового простору B1 у банаховий простiр B2, причому ядро
N(L) та образ R(L) доповнювальнi у просторах B1 та B2 вiдповiдно. Такi оператори на-
зиваються топологiчно нетеровими [9], а за умови, що пiдпростори N(L) та YL є лiнiйно
iзоморфними, — топологiчно фредгольмовими. Для цих класiв операторiв iснують обме-
женi проектори [10, 11] PN(L) : B1 → N(L) та PYL

: B2 → YL, якi iндукують розбиття B1

та B2 у прямi топологiчнi суми

B1 = N(L)⊕XL, B2 = YL ⊕R(L)

замкнених пiдпросторiв N(L) та XL, YL та R(L).
Нехай для пiдпросторiв N(L) та YL виконується одна з умов:
1) пiдпростiрN(L) лiнiйно iзоморфний доповнювальному в YL пiдпростору Y1;N(L) ∼=

∼= Y1 ⊂ YL, YL = Y1 ⊕ Y2;
2) пiдпростiр YL лiнiйно iзоморфний доповнювальному в N(L) пiдпростору N1(L);

YL ∼= N1(L) ⊂ N(L), N(L) = N1(L)⊕N2(L);
3) нуль-простiр N(L) лiнiйно iзоморфний пiдпростору YL.
Продовжимо нулем на пiдпросторiXL у випадках 1, 3, а на пiдпросторiXL⊕N2(L) у ви-

падку 2 оператори, якi здiйснюють iзоморфiзм пiдпростору N1(L) ⊆ N(L) на пiдпростiр
Y1 ⊆ YL. Позначимо розширення цих операторiв на увесь простiр B1 через PY1 . Анало-
гiчно продовжимо нулем на пiдпросторi Y2 ⊕ R(L) у випадку 1, а на пiдпросторi R(L) у
випадках 2, 3 оператори, якi здiйснюють iзоморфiзм пiдпростору Y1 ⊆ YL на пiдпростiр
N1(L) ⊆ N(L). Позначимо розширення цих операторiв на увесь простiр B2 через PN1(L).

Лема 1 [12]. Нехай L — топологiчно нетеровий оператор i виконується одна з умов
1 або 2. Тодi оператор L = L+ PY1 має обмежений обернений

L
−1
l,r =


(L+ PY1)

−1
l — лiвий, якщо N(L) ∼= Y1 ⊂ YL,

(L+ PYL
)
−1
r — правий, якщо N(L) ⊃ N1(L) ∼= YL.

Наслiдок 1. Нехай L — топологiчно фредгольмовий оператор. Тодi оператор L =
= L+ PYL

має обмежений обернений

L
−1

= (L+ PYL
)
−1
.
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Дiйсно, оскiльки нуль-простiрN(L) лiнiйно iзоморфний пiдпростору YL, то за лемою 1
iснують обмеженi i лiвий L

−1
l , i правий L

−1
r оберненi оператори, а отже, iснує обмежений

обернений оператор (L+ PYL
)−1.

На основi леми 1 запропоновано конструкцiю узагальнено-оберненого оператора до
топологiчно нетерового.

Теорема 1 [12]. Нехай L — лiнiйний обмежений топологiчно нетеровий оператор i
виконується одна з умов 1 або 2. Тодi оператор

L− =


(L+ PY1)

−1
l − PN(L), якщо N(L) ∼= Y1 ⊂ YL,

(L+ PYL
)−1r − PN1(L), якщо N(L) ⊃ N1(L) ∼= YL,

є обмеженим узагальнено-оберненим до оператора L.

Якщо L : B1 → B2 — топологiчно фредгольмовий оператор, то ядро N(L) та образ
R(L) доповнювальнi в банахових просторах B1 та B2 вiдповiдно, а пiдпростiр N(L) ⊂ B1

лiнiйно iзоморфний пiдпростору YL ⊂ B2, N(L) ∼= YL. Тодi iснують обмеженi проектори
PN(L) : B1 → N(L) ⊂ B1, PYL

: B2 → YL ⊂ B2 та обмеженi оператори PYL
: B1 → YL

i PN(L) : B2 → N(L) i до оператора L = L + PYL
iснує обмежений обернений оператор

L
−1
.

У цьому випадку теорема 1 формулюється таким чином.

Теорема 2. Оператор

L− = L
−1 − PN(L) = (L+ PYL

)−1 − PN(L) (2)

є обмеженим узагальнено-оберненим до топологiчно фредгольмового оператора L.

Основний результат. Далi розглянемо умови, при яких iнтегральний оператор (1) буде
узагальнено-оборотним. Вiдомо [8, c. 141], що добуток M(t)x сильно неперервної опера-
тор-функцiї M(t) на елемент x ∈ B є неперервною вектор-функцiєю. Тому оператор L
дiє з банахового простору C([a, b],B) у цей же простiр.

Позначимо

D = IB −A, A =

b∫
a

N(s)M(s) ds.

Лiнiйний оператор D дiє з банахового простору B у B i є обмеженим. Дiйсно,

‖D‖ = ‖IB −A‖ ≤ ‖IB‖+ ‖A‖ ≤ 1 +

∥∥∥∥∥∥
b∫

a

N(t)M(t)dt

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤ 1 +

b∫
a

|||N(t)||| |||M(t)||| dt ≤ 1 +N0M0(b− a) < ∞.
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Нехай оператор D є узагальнено-оборотним. Тодi iснують обмеженi проектори

PN(D) : B → N(D), ‖PN(D)‖B = p < ∞,

PYD
: B → YD, ‖PYD

‖B = p1 < ∞

та обмежений узагальнено-обернений оператор D−, який можна побудувати за форму-
лою (2).

Теорема 3. Нехай D : B → B — обмежений узагальнено-оборотний оператор. Тодi
iнтегральний оператор (1) є узагальнено-оборотним.

Доведення. Для встановлення узагальненої оборотностi iнтегрального оператора (1)
необхiдно i достатньо [10, 11] показати, що iснують обмеженi проектори

PN(L) : C([a, b],B) → N(L) та PYL
: C([a, b],B) → YL.

Нехай D : B → B — обмежений узагальнено-оборотний оператор. Покажемо, що
оператори

(PN(L)z)(t) = M(t)PN(D)

b∫
a

N(s)z(s)ds,

(PYL
f)(t) = M(t)PYD

b∫
a

N(s)f(s)ds

є обмеженими проекторами на нуль-простiр N(L) та пiдпростiр YL iнтегрального опера-
тора (1) вiдповiдно.

Доведення проведемо для оператора PN(L). Спочатку покажемо, що цей оператор є
проектором, тобто задовольняє умову P2

N(L) = PN(L):

(P2
N(L)z)(t) = (PN(L)PN(L)z)(t) =M(t)PN(D)

b∫
a

N(s)

M(s)PN(D)

b∫
a

N(τ)z(τ)dτ

 ds=

= M(t)PN(D)APN(D)

b∫
a

N(τ)z(τ)dτ =

= M(t)PN(D)[IB −D]PN(D)

b∫
a

N(τ)z(τ)dτ =

= M(t)PN(D)PN(D)

b∫
a

N(τ)z(τ)dτ = (PN(L)z)(t),

оскiльки P2
N(D) = PN(D), а DPN(D) = 0.
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Далi покажемо, що проектор PN(L) є обмеженим.
Зважаючи на зробленi вище припущення вiдносно оператор-функцiй M(t), N(t) та

проектора PN(D), покажемо обмеженiсть проектора PN(L) у просторi C([a, b],B):

‖PN(L)‖C([a,b],B) = sup
z∈C([a,b],B),z 6=0

‖PN(L)z‖C([a,b],B)

‖z‖C([a,b],B)
=

= sup
z∈C([a,b],B),z 6=0

∥∥∥∥M(t)PN(D)

∫ b

a
N(s)z(s)ds

∥∥∥∥
C([a,b],B)

‖z‖C([a,b],B)
≤

≤ sup
z∈C([a,b],B),z 6=0

‖|M(t)|‖ ‖PN(D)‖B1

∫ b

a
‖|N(s)|‖ ‖z(s)‖C([a,b],B)ds

‖z‖C([a,b],B)
≤

≤ M0N0p(b− a) sup
z∈C([a,b],B),z 6=0

‖z‖C([a,b],B)

‖z‖C([a,b],B)
≤ M0N0p(b− a) < ∞.

Тепер покажемо, що проектор PN(L) є проектором на нуль-простiр N(L) оператора
L, тобто LPN(L) = 0:

(LPN(L)z)(t) = M(t)PN(D)

b∫
a

N(s)z(s)ds−M(t)

b∫
a

N(s)

M(s)PN(D)

b∫
a

N(τ)z(τ)dτ

 ds =

= M(t)PN(D)

b∫
a

N(s)z(s)ds−M(t)APN(D)

b∫
a

N(s)z(s)ds =

= M(t)PN(D)

b∫
a

N(s)z(s)ds−M(t)[IB −D]PN(D)

b∫
a

N(s)z(s)ds = 0,

оскiльки A = IB −D, а DPN(D) = 0.

Доведення того, що оператор

(PYL
f)(t) = M(t)PYD

b∫
a

N(s)f(s)ds

є обмеженим проектором на пiдпростiр YL, проводиться аналогiчно.
Оскiльки проекториPN(L) таPYL

обмеженi, то iнтегральний оператор (1) є узагальнено-
оборотним [10, 11].

Наступна теорема дає конструкцiю узагальнено-оберненого оператора L− до iнте-
грального оператора (1).

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2014, т . 17, N◦ 3



356 В. П. ЖУРАВЛЬОВ

Теорема 4. Нехай D : B → B — узагальнено-оборотний оператор. Тодi оператор

(L−f)(t) = f(t) +M(t)D−
b∫

a

N(s)f(s) ds

є обмеженим узагальнено-оберненим оператором до iнтегрального оператора (1), де
D− — обмежений узагальнено-обернений оператор до оператора D.

Доведення. Для доведення теореми необхiдно i достатньо перевiрити спiввiдношення
LL−L = L, яке визначає узагальнено-обернений оператор [10].

Спочатку обчислимо L−L:

(L−Lz)(t) = z(t)−M(t)

b∫
a

N(s)z(s)ds+

+M(t)D−
b∫

a

N(τ)

z(τ)−M(τ)

b∫
a

N(s)z(s)ds

 dτ =

= z(t)−M(t)

b∫
a

N(s)z(s)ds+M(t)D−
b∫

a

N(s)z(s)ds−

−M(t)D−
b∫

a

N(τ)M(τ)dτ

b∫
a

N(s)z(s)ds =

= z(t)−M(t)

b∫
a

N(s)z(s)ds+M(t)D−
b∫

a

N(s)z(s)ds−M(t)D−A

b∫
a

N(s)z(s)ds =

= z(t)−M(t)

b∫
a

N(s)z(s)ds+M(t)D−
[
IB −A

] b∫
a

N(s)z(s)ds =

= z(t)−M(t)

b∫
a

N(s)z(s)ds+M(t)D−D

b∫
a

N(s)z(s)ds =

= z(t)−M(t)

b∫
a

N(s)z(s)ds+M(t)
[
IB − PN(D)

] b∫
a

N(s)z(s)ds =

= z(t)−M(t)PN(D)

b∫
a

N(s)z(s)ds,
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оскiльки D−D = IB − PN(D).

Таким чином,

(L−Lz)(t) = z(t)−M(t)PN(D)

b∫
a

N(s)z(s)ds.

Далi обчислимо вираз LL−L:

(LL−Lz)(t) = z(t)−M(t)PN(D)

b∫
a

N(s)z(s)ds−

−M(t)

b∫
a

N(τ)

z(τ)−M(τ)PN(D)

b∫
a

N(s)z(s)ds

 dτ =

= z(t)−M(t)PN(D)

b∫
a

N(s)z(s)ds−M(t)

b∫
a

N(τ)z(τ)dτ+

+M(t)APN(D)

b∫
a

N(s)z(s)ds = z(t)−M(t)

b∫
a

N(s)z(s)ds−

−M(t)
[
IB −A

]
PN(D)

b∫
a

N(s)z(s)ds =

= z(t)−M(t)

b∫
a

N(s)z(s)ds−M(t)DPN(D)

b∫
a

N(s)z(s)ds =

= z(t)−M(t)

b∫
a

N(s)z(s)ds = (Lz)(t),

оскiльки DPN(D) = 0.

Таким чином,

(LL−Lz)(t) = (Lz)(t).

Обмеженiсть оператора L− випливає з обмеженостi оператор-функцiй M(t), N(t) та
оператора D−.

Теорему доведено.
В деяких випадках для побудови узагальнено-оберненого оператора L− до iнтеграль-

ного оператора (1) можна застосувати конструкцiю, яка запропонована у теоремi 2. Роз-
глянемо її у частинному випадку iнтегрального оператора (1), коли обмеженi оператор-
функцiї M(t) та N(t) — злiченновимiрнi матрицi, вектор-стовпцi та вектор-рядки яких
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вiдповiдно належать банаховому простору C([a, b],B), B — сепарабельний банаховий
простiр.

Знайдемо системи лiнiйно незалежних розв’язкiв однорiдного рiвняння

z(t)−M(t)

b∫
a

N(s)z(s)ds = 0 (3)

та спряженого з ним [13, c. 287]

y(t)−N∗(t)
b∫

a

M∗(s)y(s)ds = 0. (4)

Оскiльки розглядається дiйсний банаховий простiр B, то операцiя спряження „∗” еквiва-
лентна операцiї транспонування „T”. Тому вектор-стовпцi та вектор-рядки злiченновимiр-
них матриць N∗(t) та M∗(t) вiдповiдно належать банаховому простору C([a, b],B).

Розв’язки рiвнянь (3) та (4) шукатимемо у виглядi

z(t) = M(t)c, (5)

y(t) = N∗(t)d, (6)

де c ∈ B, d ∈ B.

Пiдставивши (5), (6) у (3) та (4) вiдповiдно, отримаємо операторнi рiвняння вiдносно c
та d:

Dc = 0, D∗d = 0, (7)

де D = E∞ − A (D∗ = E∞ − A∗), A =

∫ b

a
N(t)M(t)dt. Оператор D — лiнiйний обмеже-

ний оператор, який дiє з банахового простору B у B, E∞ — злiченновимiрна одинична
матриця у просторi B.

Як i ранiше, вiд оператора D будемо вимагати узагальненої оборотностi. Отже, не-
хай D — узагальнено-оборотний оператор. Тодi PN(D) : B → N(D) та PN(D∗) : B →
→ N(D∗) — обмеженi злiченновимiрнi матрицi-проектори на нуль-простори N(D) та
N(D∗) матриць D та D∗ вiдповiдно.

Операторнi рiвняння (7) мають ненульовi розв’язки тодi i тiльки тодi, коли викону-
ється умова PN(D) 6= 0, що нами i передбачається.

Позначимо через PN0(D) звуження оператора PN(D) на пiдпростiрN0(D), породжений
системою лiнiйно незалежних вектор-стовпцiв матрицi-проектора PN(D).Аналогiчно по-
значимо черезPN0(D∗) звуження оператораPN(D∗) на пiдпростiрN0(D

∗), породжений сис-
темою лiнiйно незалежних вектор-стовпцiв матрицi-проектора PN(D∗).

Враховуючи обмеженiсть проекторiв PN(D) та PYD
, маємо

‖PN0(D)‖B ≤ p < ∞, ‖PN0(D∗)‖B ≤ p1 < ∞.
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Використовуючи оператори PN0(D) та PN0(D∗), загальнi розв’язки рiвнянь (7) можна зоб-
разити у виглядi

c = PN0(D)c0, d = PN0(D∗)d0, (8)

де c0 ∈ N(D0) ⊆ B i d0 ∈ N(D∗0) ⊆ B — довiльнi сталi вектори.
Пiдставивши розв’язки (8) у (5), (6), отримаємо загальнi розв’язки однорiдних iнте-

гральних рiвнянь (3), (4)
z(t) = X(t)c0, y(t) = Φ(t) d0,

де оператор-функцiї X(t) = M(t)PN0(D), Φ(t) = N∗(t)PN0(D∗) є операторами розв’язку
однорiдних рiвнянь (3), (4) вiдповiдно, стовпцi яких — повнi системи лiнiйно незалежних
вектор-функцiй, що складають базиси нуль-просторiв N(L) та N(L∗) операторiв L та L∗.
Оператор-функцiї X(t) та Φ(t) є обмеженими, оскiльки

|||X(t)||| = |||M(t)PN0(D)||| ≤ |||M(t)||| ‖PN0(D)‖ ≤ M0p,

|||Φ(t)||| = |||N∗(t)PN0(D∗)||| ≤ |||N∗(t)||| ‖PN0(D∗)‖ ≤ N0p1.

Для повних систем базисних вектор-стовпцiв, якi складають матрицiX(t) та Φ(t), iсну-
ють [14] бiортогональнi системи вектор-стовпцiв, якi складають злiченновимiрнi матрицi
Γ (t) та Ψ(t) такi, що

b∫
a

Γ ∗(t)X(t)dt = E∞,

b∫
a

Φ∗(t)Ψ(t)dt = E∞,

де вектор-стовпцi {γi(t)}∞i=1 матрицi Γ (t) та {ϕj(t)}∞j=1 матрицi Φ(t) складаються з непе-
рервних функцiй, причому [14, c. 79]

sup
i
‖γi‖ = Γ0 < ∞, sup

j
‖ϕj‖ = Φ0 < ∞.

Побудуємо проектори [6; 15, c. 168] PN(L) : C([a, b],B) → N(L), PYL
: C([a, b],B) →

→ YL та оператори PYL
: C([a, b],B) → YL, PN(L) : C([a, b],B) → N(L)

(PN(L)z)(t) = X(t)(Γz)(·) = X(t)

b∫
a

Γ ∗(s)z(s)ds,

(PYL
y)(t) = Ψ(t)(Φy)(·) = Ψ(t)

b∫
a

Φ∗(s)y(s)ds,

(9)

(PYL
z)(t) = Ψ(t)(Γz)(·) = Ψ(t)

b∫
a

Γ ∗(s)z(s)ds,

(PN(L)y)(t) = X(t)(Φy)(·) = X(t)

b∫
a

Φ∗(s)y(s)ds.
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Зважаючи на зробленi вище припущення вiдносно оператор-функцiй M(t), N(t) та
проекторiв PN(L), PYL

, доведемо, наприклад, обмеженiсть проектора PN(L) у просторi
C([a, b],B):

‖PN(L)‖C([a,b],B) = sup
z∈C([a,b],B),z 6=0

‖PN(L)z‖C([a,b],B)

‖z‖C([a,b],B)
=

= sup
z∈C([a,b],B),z 6=0

∥∥∥∥X(t)

∫ b

a
Γ (s)z(s)ds

∥∥∥∥
C([a,b],B)

‖z‖C([a,b],B)
≤

≤ sup
z∈C([a,b],B),z 6=0

‖X(t)‖C([a,b],B)

∫ b

a
‖Γ (s)‖C([a,b],B)‖z(s)‖C([a,b],B)ds

‖z‖C([a,b],B)
≤

≤ sup
z∈C([a,b],B),z 6=0

M0Γ0p0(b− a)
‖z‖C([a,b],B)

‖z‖C([a,b],B)
≤ M0Γ0p(b− a).

Аналогiчно показується обмеженiсть проектора PYL
, операторiв PYL

та PN(L). З об-
меженостi проекторiв PN(L) та PY маємо, що нуль-простiр N(L) та пiдпростiр YL допов-
нювальнi у просторi C([a, b],B). Таким чином, оператор L є узагальнено-оборотним.

Оскiльки нуль-простiр N(L) лiнiйно iзоморфний пiдпростору YL, то за наслiдком 1 з
леми 1 iснує обмежений оператор (L+ PYL

)−1 до оператора

(L+ PYL
)z(t) = z(t)−M(t)

b∫
a

N(s)z(s)ds+ Ψ(t)

b∫
a

Γ ∗(s)z(s)ds.

Для знаходження оберненого оператора (L+PYL
)−1 до оператора (L+PYL

) запишемо
його у виглядi

(Lz)(t) = [(L+ PYL
)z](t) = z(t)−M(t)

b∫
a

N(s)z(s)ds, (10)

де M(t) — матриця, яка складена з елементiв матриць M(t) та −Ψ(t), N(s) — матриця,
яка складена з елементiв матриць N(s) та Γ ∗(s).

Обернений оператор до оператора (10) можна записати у виглядi

z(t) = f(t) +M(t)S−1
b∫

a

N(s)f(s)ds,

де S−1 — оператор, обернений до оператора

S = I −B, B =

b∫
a

N(t)M(t)dt.
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Тодi за теоремою 2 узагальнено-обернений оператор до оператора L має вигляд

(L−f)(t) = ((L+ PYL
)−1 − PN(L))f)(t) = f(t) +M(t)S−1

b∫
a

N(s)f(s)ds−

−X(t)

b∫
a

Φ∗(s)f(s)ds = f(t) +M1(t)

b∫
a

N1(s)f(s)ds,

деM1(t) — матриця, яка складена з елементiв матрицьM(t)S−1 та−X(t), N1(s) — матри-
ця, яка складена з елементiв матриць N(s) та Φ∗(s).

Приклад. Проiлюструємо побудову узагальнено-оберненого оператора L− до iнте-
грального оператора

(Lz)(t) = z(t)−M(t)

2∫
0

N(s)z(s)ds, (11)

де

M(t) = diag

{(
1 −t
0

t

2

)
,

(
1 −t
0

t

2

)
, . . .

}
,

N(s) = diag


 3(s− 1)

2
0

0 1

 ,

 3(s− 1)

2
0

0 1

 , . . .


— злiченновимiрнi матрицi, якi дiють iз банахового простору C([0, 2], c) в C([0, 2], c) з
нормами |||M |||C([0,2],c) = supt∈[0,2] ‖M(t)‖c, |||N |||C([0,2],c) = supt∈[0,2] ‖N(t)‖c.

Iз визначення матриць M(t) та N(t) маємо

|||M |||C([0,2],c) = sup
t∈[0,2],i,j∈N

|mij(t)| = sup
t∈[0,2]

|t| ≤ 2,

|||N |||C([0,2],c) = sup
t∈[0,2],i,j∈N

|nij(t)| = sup
t∈[0,2]

∣∣∣∣3(t− 1)

2

∣∣∣∣ ≤ 3

2
.
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Тодi

‖L‖C([0,2],c) = sup
z∈C([0,2],c),z 6=0

‖Lz‖C([0,2],c)

‖z‖C([0,2],c)
=

= sup
z∈C([0,2],c),z 6=0

∥∥∥z(t) +M(t)
∫ 2
0 N(s)z(s)ds

∥∥∥
C([0,2],c)

‖z‖C([0,2],c)
≤

≤ sup
z∈C([0,2],c),z 6=0

{
1 +
‖M(t)‖C([0,2],c)

∫ 2
0 ‖N(s)‖C([0,2],c)‖z(s)‖C([0,2],c)ds

‖z‖C([0,2],c)

}
≤

≤ sup
z∈C([0,2],c),z 6=0

(1 + 6)‖z‖C([0,2],c)

‖z‖C([0,2],c)
≤ 7.

Таким чином, оператор L є лiнiйним обмеженим оператором, який дiє з банахового
простору неперервних на промiжку [0, 2] функцiй C([0, 2], c) в C([0, 2], c). Нескiнченнови-
мiрнi пiдпростори N(L) та Y iзоморфнi як пiдпростори сепарабельного банахового про-
стору C([0, 2], c) [4, c. 55].

Оператор

D = Ic −A, A =

b∫
a

N(s)M(s) ds

має вигляд

D = diag

{(
1 1
0 0

)
,

(
1 1
0 0

)
, . . .

}
i дiє з банахового простору c обмежених послiдовностей x = {ξ(i)}∞i=1, що збiжнi до скiн-
ченної межi, у простiр c таких же послiдовностей y = {η(i)}∞i=1, D : c → c.

Очевидно, що оператор D є обмеженим у цьому просторi.
Спряжений оператор D∗ до оператора D дiє з простору l1 у простiр l1 i має вигляд

D∗ = diag

{(
1 0
1 0

)
,

(
1 0
1 0

)
, . . .

}
.

Простори c та l1 сепарабельнi, тому для операторiвD таD∗ можна побудувати матри-
цi X та Φ, якi складенi з базисних елементiв нуль-просторiв N(L) та N(L∗) вiдповiдно:

X = diag {X4×2, X4×2, . . .} , Φ = diag {Φ4×2, Φ4×2, . . .} ,

де

X4×2 =


1 0
−1 0
0 1
0 −1

 , Φ4×2 =


0 0
1 0
0 0
0 1

 .
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Побудуємо бiортогональнi матрицi: Γ до матрицi X, Γ (X) = Γ ∗X = E∞, та Ψ до
матрицi Φ, Φ(Ψ) = Φ∗Ψ = E∞:

Γ = diag {Γ4×2, Γ4×2, . . .} , Ψ = diag {Ψ4×2, Ψ4×2, . . .} ,

де

Γ4×2 =


1 0
0 0
0 1
0 0

 , Ψ4×2 =


0 0
1 0
0 0
0 1

 .

Проектори PN(D) : c → N(D) i PYD
: c → YD будуть мати вигляд

PN(D) = XΓ ∗ = diag

{(
1 0
−1 0

)
,

(
1 0
−1 0

)
, . . .

}
,

PYD
= ΨΦ∗ = diag

{(
0 0
0 1

)
,

(
0 0
0 1

)
, . . .

}
.

Проектор PN(D) обмежений у просторi c, оскiльки

‖PN(D)‖c = sup
x∈c,x 6=0

‖PN(D)x‖c
‖x‖c

=

= sup
x∈c,x 6=0

sup
i∈N

(|ξ(1)|, | − ξ(1)|, |ξ(3)|, | − ξ(3)|, . . .)

sup
i∈N
|ξi|

≤
sup
i∈N
|ξ(j)|

sup
i∈N
|ξ(i)|

= 1.

Аналогiчно проектор PYD
теж обмежений у просторi c.

Оскiльки проектори PN(D) та PYD
обмеженi, то пiдпростори N(D) та R(D) доповню-

вальнi у банаховому просторi c.
За формулами, якi аналогiчнi формулам (9), побудуємо оператори PN(D) : c → N(D)

i PYD
: c → YD:

PN(D) = XΦ∗ = diag

{(
0 1
0 −1

)
,

(
0 1
0 −1

)
, . . .

}
,

PYD
= ΨΓ ∗ = diag

{(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
1 0

)
, . . .

}
.

Очевидно, що оператори PN(D) i PYD
також обмеженi у просторi c. Тодi матричний опе-

ратор D матиме вигляд

D = D + PYD
= diag

{(
1 1
1 0

)
,

(
1 1
1 0

)
, . . .

}
,
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а обернений до нього

D
−1

= diag

{(
0 1
1 −1

)
,

(
0 1
1 −1

)
, . . .

}
.

Отже, за теоремою 2 обмежений узагальнено-обернений оператор D− запишеться у
виглядi

D− = D
−1 − PN(D) = diag

{(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
1 0

)
, . . .

}
.

За теоремою 4 отримаємо узагальнено-обернений оператор до iнтегрального опера-
тора (11)

(L−f)(t) = f(t) + M̃(t)

2∫
0

N(s)z(s)ds,

де

M̃(t) = M(t)D− = diag

{(
−t 0
t

2
0

)
,

(
−t 0
t

2
0

)
, . . .

}
.
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