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We propose a new class of Lyapunov functions for equations with fractional derivatives. We find conditions
for stability in a give class of equations with respect to two measures by using a generalized comparison
principle and a vector-valued Lyapunov function.

Запропоновано новий клас функцiй Ляпунова для рiвнянь iз дробовими похiдними. Отримано
умови стiйкостi вiдносно двох мiр для даного класу рiвнянь шляхом застосування узагальнено-
го принципу порiвняння з векторною функцiєю Ляпунова.

Введение. Понятие устойчивости решений системы уравнений возмущенного движения
относительно двух мер восходит к А. М. Ляпунову (см. [1]). В работах [2 – 7] приведены
основные результаты, полученные в этом направлении вплоть до 2013 г. В общей теории
устойчивости на основе матричнозначных функций Ляпунова разрабатываются три на-
правления (см. [8]): 1) построение критериев устойчивости на основе скалярной функции
Ляпунова; 2) применение принципа сравнения с векторной функцией Ляпунова и 3) по-
строение матричнозначных отображений, сохраняющих устойчивость. Разработка этих
направлений для уравнений возмущенного движения с дробными производными явля-
ется открытой областью исследований. В работе [9] по первому направлению приведены
некоторые теоремы прямого метода Ляпунова. В данной работе для указанного класса
уравнений на основе векторной функции Ляпунова исследуется задача об устойчивости
относительно двух мер [10 – 12].

1. Концепция устойчивости относительно двух мер. Рассматривается механическая
система с разделяющимися движениями, уравнения для которой имеют вид

CD qxi(t) = fi(t, x1(t), . . . , xs(t)), xi(t0) = xi0, i = 1, 2, . . . , s, (1)

где xi ∈ Rni , fi ∈ C(R+ × Rn1 × . . . × Rns ,Rni), i = 1, 2, . . . , s, и дробная производная
CD qx(t)i субвектора xi определяется формулой

CD qxi(t) =
1

Γ(1− q)

t1∫
t0

(t− s)−qx′i(s)ds, 0 < q < 1.

Здесь x′i — обычная производная вектор-функции xi(t), Γ(·) — гамма-функция.
Систему уравнений (1) представим в виде

CD qx(t) = f(t, x(t)), x(t0) = x0, (2)
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где x(t) = (xT1 (t), xT2 (t), . . . , xTs (t))T , f(t, ·) = (fT1 (t, ·), fT2 (t, ·), . . . , fTs (t, ·))T , и приведем
условия существования эйлеровых решений системы (1) [13].

Теорема 1. Предположим, что в области S0(a, b) = {(t, x) : t0 ≤ t ≤ t0+a, ‖x− x0‖ ≤ b}
вектор-функция f(t, x) удовлетворяет следующим условиям:

1) f ∈ C(S0,Rn), где n =
∑s

j=1 nj ;

2) существует постоянная M > 0 такая, что ‖f(t, x)‖ ≤ M при всех (t, x) ∈ S0;
3) ‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖ при всех (t, x) ∈ S0, L > 0.

Тогда система уравнений (1) имеет единственное решение x(t, t0, x0) на интервале

[t0, t0 + β], где β = min

{
a,

[
bΓ(q + 1)

M

] 1
q

}
.

Доказательство теоремы 1 основано на применении теоремы о неподвижной точке
для оператора

Tx(t) = x0 +
1

Γ(q)

t1∫
t0

(t− s)q−1f(s, x(s))ds (3)

при t0 ≤ t ≤ t0 + β, действующего в пространстве C([t0, t0 + β],Rn) с нормой

‖x‖0 = max
t0≤t≤t0+β

‖x(t)‖Eq(−λ(t− t0)q), λ > 0,

где Eq — функция Миттаг-Леффлера вида Eq(tq) =
∑∞

k=0

tqk

Γ(qk + 1)
, 0 < q < 1.

Замечание 1. Если в системе (1) i = 1 и выполняются все условия теоремы 1, то ее
утверждение сохраняется.

Для качественного анализа движений системы (1) применяются две меры ρ и ρ0 из
множества

M =

{
ρ ∈ C(R+ × Rn,R+) : inf

(t,x)∈R+×Rn
ρ(t, x) = 0

}
.

Известные определения устойчивости систем относительно двух мер (см. [3 – 6]) сохра-
няются и для системы с дробными производными (2).

Определение 1. Система (2) называется (ρ0, ρ)-устойчивой, если для любого ε > 0
существует неотрицательная функция δ(t0, ε) на R2

+, непрерывная по t0, такая, что
для любых (t0, x0) ∈ R+ × Rn решение x(t) системы (2) удовлетворяет условию

ρ(t, x(t)) < ε при всех t ≥ t0,

как только ρ0(t0, x0) < δ(t0, ε).

Определение 2. Пусть ρ0, ρ ∈ M. Будем говорить, что:
1) мера ρ непрерывна по мере ρ0, если существуют ∆ > 0 и ϕ ∈ C(R2

+,R) такие, что
s → ϕ(t, s) принадлежит классу KR для каждого t ∈ R+ и ρ(t, x) < ϕ(t, ρ0(t, x)), как
только ρ0(t, x) < ∆;

2) мера ρ равномерно непрерывна по мере ρ0, если функция ϕ(t, s) в п. 1 не зависит
от t.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2015, т . 18, N◦ 2



240 А. А. МАРТЫНЮК

Пусть существует функция Q ∈ C(Rd,R+), Q(u), неубывающая по u, и Q(0) = 0.
Множество всех таких функций обозначим K∗(Rd,R+), d ≥ 1.

2. О классе матричнозначных функций, применяемых в данной задаче. Для системы
(2) построим матричнозначную функцию (см. [8])

U(t, x) = [uij(t, x)], i, j = 1, 2, . . . ,m, (4)

где uii ∈ C(R+ × Rn,R+) и uij(t, x) ∈ C(R+ × Rn,R) при всех i 6= j.
Построим вектор-функцию

L(t, x, d) = AU(t, x)d, (5)

где A — постоянная (m×m)-матрица и d — постоянный m-вектор. Вектор-функцию (5)
разделим на два субвектора Lp(t,x,d) и Lr(t,x,d) так, что L(t,x,d) = (LTp (t,x,d), LTr (t,x,d))T

и p+ r = m, m <
∑s

i=1 ni.
Предположим, что L ∈ C(R+ × Rn × Rm+ ,Rm) и удовлетворяет локальному условию

Липшица относительно x.Определим дробную производную Капуто вектор-функции (5)
вдоль решений системы (2) по формуле

CD qL(t, x, d) = ACD qU(t, x)d, (6)

где CD qU(t, x(t)), 0 < q < 1, вычисляется покомпонентно.
Заметим, что это определение дробной производной вектор-функции (5) является

формальным. Фактическое вычисление дробной производной сложной функции прово-
дится c помощью некоторых интегральных операторов и представляет довольно слож-
ную задачу.

Для одного простого вида функции Ляпунова сформулируем такое предположение [15].

Пусть x ∈ Rn. Для функции
1

2
v2(t) = xT (t)x(t) дробная производная Капуто порядка

q (0 < q < 1), определяемая формулой

CD qv2(t) = (CD qxT (t))x(t) + xT (t)(CD qx(t))− 2
t−q

Γ(1− q)
‖x(0)‖2 + 2Y [x(t)],

где

Y [x(t)] =

∞∑
k=1

Γ(1 + q)

Γ(1 + k)Γ(1− k + q)
CD kx(t)CD q−kx(t),

может рассматриваться как полная производная функции v2(t) по t, если существует по-
стоянная β > 0 такая, что

‖Y [x(t)]‖ ≤ β‖x‖2.

Поскольку 2
t−q

Γ(1− q)
‖x(0)‖2 ≥ 0, то

CD qv2(t) ≤ (CD qxT (t))x(t) + xT (t)(CD qx(t)) + 2Y [x(t)]

при всех t ≥ 0.
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Определение 3. Векторная функция (5) является:
(а) положительно определенной, если для заданной меры ρ ∈ M существуют функ-

ции a из K-класса и Q из K∗-класса такие, что a(ρ(t, x)) ≤ Q(L(t, x, d)), как только
ρ(t, x) < h, h > 0 — постоянная;

(б) ρ0-убывающей, если при заданной мере ρ0(t, x) существуют функции b изK-класса
и Q из K∗-класса такие, что Q(L(t, x, d)) ≤ b(ρ0(t, x)), как только ρ0(t, x) < h0, h0 > 0
— постоянная;

(в) слабо ρ0-убывающей, если при заданной мере ρ0(t, x) существуют функции b∗

из CK-класса и Q из K∗-класса такие, что Q(L(t, x, d)) ≤ b∗(t, ρ0(t, x)), как только
ρ0(t, x) < h0;

(г) асимптотически ρ0-убывающей, если при заданной мере ρ0(t, x) существуют
функции c∗ из KL-класса и Q из K∗-класса такие, что Q(L(t, x, d)) ≤ c∗(t, ρ0(t, x)), как
только ρ0(t, x) < h0.

3. О достаточных условиях устойчивости относительно двух мер. Наряду с системой
уравнений возмущенного движения (2) рассматривается система сравнения

CD qu(t) = g(t, u(t)), u(t0) = u0 ≥ 0, (7)

где g ∈ C(R+×Rm,Rm), g(t, 0) = 0 при всех t ≥ 0, g(t, u) — квазимонотонная неубываю-
щая по u функция при всех t ∈ R+, 0 < q < 1.

Определения устойчивости состояния u = 0 системы сравнения (7) принимаются та-
кими же, как и в случае обыкновенной производной вектора u(t) (см., например, [14]).

Определение 4 [11]. Состояние u = 0 системы (7) является полиустойчивым, если
для заданных ε1 > 0 и ε2 > 0 существуют функции Q1 ∈ K∗(Rp+,R+), Q2 ∈ K∗(Rr+,R+)
(p+ r = m) и величины δ1 = δ1(t0, ε1) > 0 и δ2 = δ2(ε2) > 0 такие, что

Q1(up(t, t0, u0)) < ε1 при t ≥ t0, если Q1(u0p) < δ1,

и

Q2(ur(t, t0, u0)) < ε2, если Q2(u0r) < δ2.

Покажем, что имеет место следующее утверждение.
Теорема 2. Предположим, что выполняются следующие условия:
H1) вектор-функция f(t, x) определена и непрерывна на множестве S0(a, b) и реше-

ния x(t) системы (2) существуют при всех t ≥ t0;

H2) существуют матричнозначная функция (4), (m × m)-матрица A и вектор b ∈
∈ Rm+ такие, что вектор-функция (5) локально липшицева по x в области S0(a, b) и ее
компоненты Lp(t, x, b) и Lr(t, x, b) удовлетворяют условиям

(а) Lp(t, x, b) — слабо ρ0-убывающая;
(б) a(ρ(t, x)) ≤ Q2(Lr(t, x, d)) ≤ b(ρ0(t, x))+b1(Q1(Lp(t, x, b))) при всех (t, x) ∈ S0(a, b)∩

∩Sc0(ρ0, η) для любого η (0 < η < h), Q1(Lp(t, 0, d)) = 0 при всех t ≥ t0, где a, b, b1 принад-
лежат K-классу, Q1, Q2 — K∗-классу;

H3) существует вектор-функция g(t, u), квазимонотонная неубывающая по u, для
компонент (gTp , g

T
r )T = g которой выполняются неравенства

(а) CD qLp(t, x(t), d) ≤ gp(t, Lp(t, x, d), 0) при всех (t, x) ∈ S0(a, b);
(б) CD qLr(t, x(t), d) ≤ gr(t, Lp(t, x, d), Lr(t, x, d)) при всех (t, x) ∈ S0(a, b) ∩ Sc0(ρ0, η);
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H4) состояние u = 0 системы сравнения (7) является полиустойчивым в смысле
определения 4.

Тогда система (2) является (ρ0, ρ)-устойчивой.
Доказательство. Пусть заданы меры ρ0(t, x) и ρ(t, x), принадлежащие множествуM.

Поскольку согласно условию Н2(а) функция Lp(t, x, d) слабо ρ0-убывающая, то можно
указать функцию Φ0, принадлежащую CK-классу, и величину h1 (0 < h1 ≤ h), для кото-
рых

Q1(Lp(t, x, d)) ≤ Φ0(t, ρ0(t, x)), (8)

как только ρ0(t, x) < h1. Из того, что мера ρ(t, x) непрерывна по мере ρ0(t, x), следует
существование функции Φ0, принадлежащей CK-классу, и постоянной величины h0 (0 <
< h0 < h1) таких, что

ρ(t, x) ≤ Φ1(t, ρ0(t, x)), (9)

как только ρ0(t, x) < h0, причем h0 выбирается так, что Φ1(t, h0) < h1 при всех t ≥ t0.
Пусть 0 < (ε1, ε2) < h и t0 ∈ R+ заданы. Из условия Н4 следует, что решение u = 0

системы сравнения (7) полиустойчиво в смысле определения 4. Поскольку b принадлежит
K-классу, а Φ1 — CK-классу, существует δ∗1 = δ∗1(ε), ε = min(ε1, ε2), такое, что

b(δ∗1) <
1

2
δ2 и Φ1(t0, δ

∗
1) < ε. (10)

Пусть ε2 = a(ε) и ε1 = b−11

(
1

2
δ2

)
.Для системы сравнения (7) выберем u0p = Lp(t0, x0, d).

Так как Φ0 принадлежит CK-классу, Φ1(Lp(t, 0, d)) ≡ 0 и выполняется оценка (8), суще-
ствует величина δ∗2 = δ∗2(t0, ε) > 0, δ∗2 ∈ (0,min(δ∗1 , h1)), такая, что

Q1(Lp(t0, x0, d)) ≤ Φ0(t0, ρ0(t0, x0)) < δ1, (11)

как только ρ0(t0, x0) < δ∗2 .
Вычислим δ̂ = min(δ∗1 , δ

∗
2) и предположим, что ρ0(t0, x0) < δ̂. Заметим, что из условий

(9), (10) следует, что

ρ(t0, x0) ≤ Φ1(t0, ρ0(t0, x0)) ≤ Φ1(t0, δ̂) ≤ Φ1(t0, δ
∗
1) < ε. (12)

Далее покажем, что ρ(t, x(t)) < ε при всех t ≥ t0, как только ρ0(t0, x0) < δ̂. Пусть это не
так. Тогда из неравенств (12) следует, что существуют решение x(t) = x(t, t0, x0) системы
(1) с начальными условиями x0 : ρ0(t0, x0) < δ̂ и моменты времени t2 > t1 > t0 такие,
что

ρ(t2, x(t2)) = ε < h, ρ0(t1, x(t1)) = δ∗1(ε), x(t) ∈ S(ρ, ε) ∩ Sc(ρ0, h),

где η = δ∗1(ε) > 0 при всех t ∈ [t1, t2].
Согласно условию Н3 для функции m(t) = L(t, x(t), d) имеем неравенства

CD qmp(t) ≤ gp(t,mp(t), 0), t0 ≤ t ≤ t2,
(13)

CD qmr(t) ≤ gr(t,mp(t), 0), t1 ≤ t ≤ t2.
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Из неравенств (13) и теоремы сравнения 3.1.2 [10] имеем оценки

mp(t) ≤ up(t; t1,m(t1)), t1 ≤ t ≤ t2,

mr(t) ≤ ur(t; t1,m(t1)), t1 ≤ t ≤ t2.

Пусть функция u∗(t) = u(t; t1,m(t1)) ≥ 0 является расширением u(t) влево от t1 до t0 и
u∗(t0) = u∗0. Пусть up(t0) = Lp(t0, x0, d) и ur(t0) = u∗0r. Рассмотрим дифференциальное
неравенство

CD qmp(t) ≤ gp(t,mp(t), u
∗
r(t)),

(14)
up(t0) = mp(t0),

которое согласно теореме 3.1.5 [14] приводит к неравенству

mp(t) ≤ up(t; t0, u0), t0 ≤ t ≤ t1,
(15)

u0 = (up(t0), u
∗
0r).

Отсюда следует, что вектор-функция u(t) = (uTp (t; t0, u0), u
∗T
r (t; t1,m(t1)))

T является ре-
шением системы сравнения (7) на [t0, t1]. Согласно условию Н2(б) теоремы 2 и оценке
(15) имеем

a(ε) = a(ρ(t2, x(t2))) ≤ Q2(Lr(t2;x(t2), d)) ≤ Q2(ur(t2; t1,m(t1))). (16)

Из (13) для функции Q1(·) получаем оценку

Q1(Lp(t1;x(t1), d)) ≤ Q1(up(t1; t0, u0)) < b−11

(
1

2
δ2(ε)

)
, (17)

как только Q1(u0p) < δ1. Теперь из условия Н2(б) и неравенства (17) находим

Q2(Lr(t1, x(t1), d)) ≤ b(ρ0(t1, x(t1))) + b1(Q1(Lp(t1, x(t1), d))) ≤

≤ b(δ∗1(ε)) + b1

(
b−11

(
1

2
δ2(ε)

))
<

1

2
δ2 +

1

2
δ2 = δ2.

Отсюда следует, что
Q2(uq(t2; t1,m(t1))) < a(ε),

а это противоречит неравенству (16). Полученное противоречие доказывает теорему 2.
4. Заключительные замечания. Возможный выбор двух мер при исследовании устой-

чивости системы (2) состоит в следующем [14]:
1) при исследовании устойчивости состояния x = 0 системы (2) в смысле Ляпунова

мера ρ(t, x) = ρ0(t, x) = ‖x‖, где ‖ · ‖— евклидова норма вектора x;
2) при исследовании устойчивости состояния x = 0 системы (2) относительно части

переменных выбираем ρ(t, x) = ‖x‖s, 1 ≤ s < n, и ρ0(t, x) = ‖x‖;
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3) при исследовании устойчивости некоторого частного решения ϕ(t) системы (2) ме-
ры выбираются так: ρ(t, x) = ρ0(t, x) = ‖x− ϕ(t)‖;

4) при исследовании асимптотически инвариантного множества {0} системы (2)
ρ(t, x) = ρ0(t, x) = ‖x‖+ σ(t), где σ принадлежит L-классу Хана;

5) при исследовании устойчивости системы (2) относительно инвариантного множе-
ства A ⊂ Rn меры выбираются так: ρ(t, x) = ρ0(t, x) = d(x,A), где d(x,A) — расстояние
от x до A;

6) при исследовании устойчивости условно инвариантного множестваB относительно
множества A, где A ⊂ B ⊂ Rn, меры ρ(t, x) = d(x,B) и ρ0(t, x) = d(x,A).

Таким образом, теорема 2 позволяет исследовать динамические свойства решений си-
стемы (2) в случаях 1 – 6.
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