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We find conditions for existence of continuous bounded solutions to a sistem of difference equations with
linearly transformed argument, and develop a method to construct such solutions.

Установлены условия существования непрерывных ограниченных решений систем разностных
уравнений с линейно преобразованным аргументом и разработан метод их построения.

У сучаснiй теорiї функцiональних рiвнянь є ряд детально дослiджених питань, до яких,
зокрема, вiдносяться питання iснування рiзного роду розв’язкiв [1 – 10]. Незважаючи на
це i на широкi застосування таких рiвнянь в опису нелiнiйних явищ, що вiдбуваються в рiз-
номанiтних реальних системах, при їх подальшому дослiдженнi виникла низка проблем,
якi потребують всебiчного вивчення.

Дану роботу присвячено дослiдженню структури розв’язкiв системи рiзницевих рiв-
нянь вигляду

x(t+ 1) = A(t)x(t) +B(t)x(qt) + F (t), (1)

де t ∈ R, A(t), B(t) — дiйснi (n×n)-матрицi, F (t) — дiйсний вектор розмiрностi n, q — де-
яка дiйсна стала. При рiзних припущеннях щодо матриць A(t), B(t) i вектора F (t) окремi
класи таких систем рiвнянь були основним об’єктом дослiдження багатьох математикiв
i на сьогоднi деякi питання їх теорiї досить детально вивчено. Особливо це стосується
iснування рiзного роду (аналiтичних, неперервних та iн.) розв’язкiв i дослiдження їх влас-
тивостей.

Метою даної роботи є вивчення питань iснування неперервних обмежених при t ∈ R
розв’язкiв, дослiдження структури їх множини, а також розробка методу їх побудови.

Спочатку розглянемо систему рiвнянь вигляду

x(t+ 1) = A(t)x(t) +B(t)x(qt), (2)

деA, B — дiйснi сталi (n×n)-матрицi, q — дiйсна стала, i покажемо, що при деяких умовах
вона має неперервнi розв’язки. При цьому вiдносно матрицi A будемо припускати, що її
власнi значення λi, i = 1, . . . , n, задовольняють умови

|λi| 6= 0, 1, i = 1, . . . , n.

Тодi iснує замiна змiнних
x(t) = Cy(t),
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4 I. В. БЕЦКО

де C — деяка неособлива (n× n)-матриця, яка зводить систему рiвнянь (2) до вигляду

y(t+ 1) = Jy(t) + B̃y(qt). (3)

Тут B̃ = C−1BC, J = diag (J1(λ1), . . . , Jm(λm)),

Ji(λi) =


λi ε 0 0 . . . 0 0 0
0 λi ε 0 . . . 0 0 0
. . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 0 λi ε
0 0 0 0 . . . 0 0 λi

 , i = 1, . . . ,m, m ≤ n.

В залежностi вiд умов, якi задовольняють числа λi, i = 1, . . . ,m, матриця B̃ i стала
q, далi розглянемо ряд випадкiв, коли вдається не лише дати вiдповiдь на питання про
iснування неперервних розв’язкiв системи рiвнянь (3), а й побудувати їх у виглядi деяких
функцiональних рядiв.

1. Дослiдимо систему рiвнянь (3) у випадку, коли t ∈ R+ i виконуються такi умови:
1) 0 < λi < 1, i = 1, . . . , m, q > 1;

2) λ∗ > λ̃q, λ∗ < λ̃ < 1, ∆ =
b̃(λ−1∗ + δ1)

1− (λ−1∗ + δ1)λ̃q
< 1, де b̃ = |B̃| = maxi

∑
j |bij |,

λ∗ = min{λi, i = 1, . . . ,m}, λ∗ = max{λi, i = 1, . . . ,m}.
Справджується така теорема.
Теорема 1. Нехай виконуються умови 1, 2. Тодi система рiвнянь (3) має сiм’ю непе-

рервних обмежених при t ∈ R+ розв’язкiв, що залежить вiд довiльної неперервної 1-
перiодичної вектор-функцiї ω(t).

Доведення. Покажемо, що система рiвнянь (3) має розв’язки у виглядi функцiональ-
них рядiв

y(t) =
∞∑
i=0

yi(t), (4)

де yi(t), i = 0, 1, . . . , — деякi неперервнi вектор-функцiї.
Дiйсно, пiдставляючи (4) у систему рiвнянь (3), отримуємо

∞∑
i=0

yi(t+ 1) = J

∞∑
i=0

yi(t) + B̃

∞∑
i=0

yi(qt).

Звiдси безпосередньо випливає, що якщо вектор-функцiї yi(t), i = 0, 1, . . . , є розв’язками
послiдовностi систем рiвнянь

y0(t+ 1) = Jy0(t), (50)

yi(t+ 1) = Jyi(t) + B̃yi−1(qt), i = 1, 2, . . . , (5i)

то ряд (4) буде формальним розв’язком системи рiвнянь (3).
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Система рiвнянь (50) має множину неперервних при t ≥ 0 розв’язкiв, яка залежить вiд
довiльної неперервної 1-перiодичної вектор-функцiї.

Беручи до уваги вигляд загального неперервного розв’язку системи (50), а також умо-
ви теореми, отримуємо

|y0(t)| ≤ Mλ̃t, (6)

де M = maxi |ω(t)|.
Розглядаючи послiдовно системи рiвнянь (5i), i = 1, 2, . . . , можемо показати, що вони

мають формальнi при t ≥ 0 розв’язки у виглядi рядiв

yi(t) = −
∞∑
j=0

J−(j+1)B̃yi−1(q(t+ j)), i = 1, 2, . . . . (7i)

Для того щоб (7i) були розв’язками послiдовностi систем рiвнянь (5i), i = 1, 2, . . . , достат-
ньо показати, що цi ряди рiвномiрно збiгаються до деяких неперервних вектор-функцiй
yi(t), i = 1, 2, . . . , для яких справджуються оцiнки

|yi(t)| ≤ M∆iλ̃qt, i = 1, 2, . . . . (8)

Далi, з огляду на (6), (71) та |J−1| ≤ λ−1∗ + δ1, δ1 = δ1(ε) → 0 при ε → 0, одержуємо

|y1(t)| ≤
∞∑
j=0

|J−1|j+1|B̃| |y0(q(t+ j))| ≤
∞∑
j=0

(λ−1∗ + δ1)
j+1b̃Mλ̃q(t+j) ≤

≤ Mb̃(λ−1∗ + δ1)λ
qt
∞∑
j=0

((λ−1∗ + δ1)λ̃
q)j ≤ M

b̃(λ−1∗ + δ1)

1− (λ−1∗ + δ1)λ̃q
λ̃qt ≤ M∆λ̃qt.

Таким чином, оцiнка (8) має мiсце при i = 1. За iндукцiєю припустимо, що цю оцiнку
встановлено для деякого k, i покажемо, що вона не змiниться при переходi вiд k до k + 1.
Згiдно з (7k+1) i (8) маємо

|yk+1(t)| ≤
∞∑
j=0

|J−1|j+1|B̃| |yk(q(t+ j))| ≤
∞∑
j=0

(λ−1∗ + δ1)
j+1b̃M∆kλ̃q(q(t+j)) ≤

≤ M∆k b̃(λ−1∗ + δ1)λ̃
q2t

∞∑
j=0

((λ−1∗ + δ1)λ̃
q2)j ≤

≤ M∆k b̃(λ−1∗ + δ1)λ̃
qt
∞∑
j=0

((λ−1∗ + δ1)λ̃
q)j ≤

≤ M∆k b̃(λ−1∗ + δ1)

1− (λ−1∗ + δ1)λ̃q
λ̃qt ≤ M∆k+1λ̃qt.
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6 I. В. БЕЦКО

Отже, оцiнки (8) мають мiсце при всiх i ≥ 1. Цим самим ми довели, що ряди (7i),
i = 1, 2, . . . , рiвномiрно збiгаються при t ≥ 0 до деяких неперервних вектор-функцiй yi(t),
i = 1, 2, . . . , якi задовольняють оцiнки (8). Звiдси безпосередньо випливає, що ряд (4), в
якому вектор-функцiї yi(t), i = 0, 1, . . . , визначаються спiввiдношеннями (7i), i = 0, 1, . . . ,
рiвномiрно збiгається до деякої неперервної вектор-функцiї y(t), яка задовольняє умову

|y(t)| ≤ M

1−∆
λ̃qt.

Теорему 1 доведено.
Розглянемо тепер систему неоднорiдних рiвнянь вигляду

y(t+ 1) = Jy(t) + B̃y(qt) + F (t), (9)

де матрицi J = diag (J1(λ1), . . . , Jm(λm)), B̃, стала q i вектор-функцiя F (t) задовольняють
такi умови:

1) 0 < λi < 1, i = 1, . . . ,m, q > 1;

2)
b̃

1− (λ∗ + δ2)
= θ̃ < 1, δ2 = δ2(ε) → 0 при ε → 0;

3) всi елементи вектор-функцiї F (t) є неперервними й обмеженими при всiх t ∈ R
функцiями i supt |F (t)| = M̄ < ∞.

Для системи (9) має мiсце така теорема.
Теорема 2. Нехай виконуються умови 1 – 3. Тодi система рiвнянь (9) має неперервний

обмежений при t ∈ R розв’язок y(t) у виглядi ряду

ȳ(t) =
∞∑
i=0

ȳi(t), (10)

де ȳ(t), i = 0, 1, . . . , — деякi неперервнi й обмеженi при t ∈ R вектор-функцiї.
Доведення. Пiдставляючи (10) в систему рiвнянь (3), отримуємо

∞∑
i=0

ȳi(t+ 1) = J

∞∑
i=0

ȳi(t) + B̃

∞∑
i=0

ȳi(qt) + F (t).

Звiдси безпосередньо випливає, що якщо вектор-функцiї yi(t), i = 0, 1, . . . , є розв’язками
послiдовностi систем рiвнянь

ȳ0(t+ 1) = Jȳ0(t) + F (t), (110)

ȳi(t+ 1) = Jȳi(t) + B̃ȳi−1(qt), i = 1, 2, . . . , (11i)

то ряд (10) є формальним розв’язком системи рiвнянь (9).
Взявши до уваги умови теореми, можемо переконатися, що ряд

ȳ0(t) =

∞∑
j=1

J j−1F (t− j) (120)
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рiвномiрно збiгається при всiх t ∈ R, задовольняє систему рiвнянь (110) i виконується
оцiнка

|ȳ0(t)| =
∞∑
j=1

|J |j−1|F (t− j)| ≤
∞∑
j=1

(λ∗ + δ2)
j−1 sup

t
|F (t)| ≤ M̄

1− (λ∗ + δ2)
= M̄ ′. (130)

З огляду на (120), (130) можна послiдовно показати, що ряди

ȳi(t) =

∞∑
j=1

J j−1B̃ȳi−1(q(t− j)), i = 1, 2, . . . , (12i)

рiвномiрно збiгаються при t ∈ R, задовольняють вiдповiднi системи рiвнянь (11i), i =
= 0, 1, . . . , i виконуються оцiнки

|ȳi(t)| ≤ M̄ ′θ̃i, i = 1, 2, . . . . (13i)

Таким чином, оскiльки вектор-функцiї yi(t), i = 0, 1, . . . , що визначаються за допо-
могою спiввiдношень (12i), i = 0, 1, . . . , задовольняють умови (13i), i = 0, 1, . . . , то ряд
(10) рiвномiрно збiгається при t ∈ R до деякої неперервної вектор-функцiї y(t), яка є
розв’язком системи рiвнянь (9) i задовольняє умову

|ȳi(t)| ≤
M̄ ′

1− θ̃
.

Теорему 2 доведено.
2. Розглянемо тепер систему рiвнянь (3) у випадку, коли t ≤ 0.
Теорема 3. Нехай виконуються такi умови:
1) λi > 1, i = 1, . . . ,m, q > 1;

2) λ∗ < λ̄q, 1 < λ̄ < λ∗, ∆ =
b̃λ̄−q

1− (λ∗ + δ3)λ̄−q
< 1, де λ∗ = min{λi, i = 1, . . . ,m},

λ∗ = max{λi, i = 1, . . . ,m}, b̃ = |B̃|.
Тодi система рiвнянь (3) має сiм’ю неперервних i обмежених при t ≤ 0 розв’язкiв, що

залежить вiд довiльної неперервної 1-перiодичної вектор-функцiї ω(t).
Доведення. Покажемо, що система рiвнянь (3) має сiм’ю розв’язкiв у виглядi функ-

цiонального ряду (4). Для цього, очевидно, достатньо показати, що вектор-функцiї yi(t),
i = 0, 1, . . . , є розв’язками послiдовностi систем рiвнянь (5i) i задовольняють оцiнки

|yi(t)| ≤ M∆iλ̄qt, i = 0, 1, 2, . . . , (14)

де M = maxt |ω(t)|.
Справдi, безпосередньою пiдстановкою в (5i), i = 1, 2, . . . , можна переконатися, що

вектор-функцiї

yi(t) =
∞∑
j=1

J j−1B̃yi(q(t− j)), i = 1, 2, . . . , (15i)
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є формальними розв’язками вiдповiдних систем рiвнянь (5i), i = 1, 2, . . . .
Покажемо тепер, що ряди (15i), i = 1, 2, . . . , рiвномiрно збiгаються до деяких непе-

рервних вектор-функцiй yi(t), i = 1, 2, . . . , для яких при всiх i ≥ 1, t ≤ 0, виконуються
оцiнки (14). Дiйсно, оскiльки |y0(t)| ≤ Mλ̄t (випливає iз вигляду загального неперервного
розв’язку системи (50)), то на пiдставi (151) маємо

|y1(t)| ≤
∞∑
j=1

|J |j−1|B̃| |y0(q(t− j))| ≤ b̃
∞∑
j=1

(λ∗ + δ3)
j−1Mλ̄q(t−j) ≤

≤ Mb̃(λ∗ + δ3)
−1λ̄qt

∞∑
j=1

((λ∗ + δ3)λ̄
−q)j ≤ M

b̃(λ∗ + δ3)λ̄
−q

(λ∗ + δ3)(1− b̃(λ∗ + δ3)λ̄−q)
λ̄qt ≤

≤ M
b̃λ̄−q

1− (λ∗ + δ3)λ̄−q
λ̄qt ≤ M∆λ̄qt.

За iндукцiєю припустимо, що оцiнку (14) доведено для деякого i ≥ 1, i покажемо, що
вона не змiниться при переходi вiд i до i+ 1. Згiдно з (14), (15i+1) отримуємо

|yi+1(t)| ≤
∞∑
j=1

|J |j−1|B̃| |yi(q(t− j))| ≤ b̃
∞∑
j=1

(λ∗ + δ3)
j−1M∆iλ̄q(q(t−j)) ≤

≤ M∆ib̃(λ∗ + δ3)
−1λ̄q

2t
∞∑
j=1

((λ∗ + δ3)λ̄
−q2)j ≤

≤ M∆ib̃(λ∗ + δ3)
−1λ̄qt

∞∑
j=1

((λ∗ + δ3)λ̄
−q)j ≤

≤ M∆i b̃(λ∗ + δ3)λ̄
−q

(λ∗ + δ3)(1− (λ∗ + δ3)λ̄−q)
λ̄qt ≤ M∆i+1λ̄qt.

Отже, ми довели, що ряди (15i), i = 1, 2, . . . , рiвномiрно збiгаються при t ≤ 0 до деяких
неперервних вектор-функцiй yi(t), i = 1, 2, . . . ,що задовольняють оцiнки (14). Цим самим
ми показали, що ряд (4) рiвномiрно збiгається при t ≤ 0 до деякої неперервної вектор-
функцiї y(t), яка задовольняє умову

|y(t)| ≤ M

1−∆
λ̄qt

i є розв’язком системи рiвнянь (3).
Теорему 3 доведено.
Розглянемо тепер неоднорiдну систему рiвнянь вигляду

y(t+ 1) = Jy(t) + B̃y(qt) + F̂ (t) (16)

у випадку, коли виконуються такi умови:
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1) λi > 1, i = 1, . . . ,m, q > 1;

2)
(λ−1∗ + δ4)b̃

1− (λ−1∗ + δ4)
= θ < 1;

3) всi елементи вектор-функцiї F̂ (t) є неперервними й обмеженими при всiх t ∈ R
функцiями i supt |F̂ (t)‖ = M̂ < ∞.

Теорема 4. Нехай виконуються умови 1 – 3. Тодi система рiвнянь (16) має неперервний
обмежений при t ∈ R розв’язок

ŷ(t) =
∞∑
i=0

ŷi(t), (17)

де ŷi(t), i = 0, 1, . . . , — деякi неперервнi й обмеженi при t ∈ R вектор-функцiї.
Доведення. Пiдставляючи (17) в (16), отримуємо

∞∑
i=0

ŷi(t+ 1) = J

∞∑
i=0

ŷi(t) + B̃

∞∑
i=0

ŷi(qt) + F̂ (t).

Звiдси безпосередньо випливає, що якщо вектор-функцiї ŷi(t), i = 0, 1, . . . , є розв’язками
послiдовностi систем рiвнянь

ŷ0(t+ 1) = Jŷ0(t) + F̂ (t), (180)

ŷi(t+ 1) = Jŷi(t) + B̃ŷi−1(qt), i = 1, 2, . . . , (18i)

то ряд (17) є формальним розв’язком системи рiвнянь (16).
Згiдно з умовами теореми ряд

ŷ0(t) = −
∞∑
j=0

J−(j+1)F̂ (t+ j)

рiвномiрно збiгається при всiх t ∈ R, задовольняє систему рiвнянь (180) (в цьому можна
переконатися безпосередньою пiдстановкою в (180)) i виконується оцiнка

|ŷ0(t)| ≤
∞∑
j=0

|J−1|j+1|F̂ (t+ j)| ≤
∞∑
j=0

(λ−1∗ + δ4)
j+1M̂ ≤ (λ−1∗ + δ4)M̂

1− (λ−1∗ + δ4)
= M̂∗.

Розглядаючи послiдовно системи рiвнянь (18i), i = 1, 2, . . . , можна за iндукцiєю дове-
сти, що ряди

ŷi(t) = −
∞∑
j=0

J−(j+1)B̃ŷi−1(q(t+ j)), i = 1, 2, . . . ,

рiвномiрно збiгаються при всiх t ∈ R, задовольняють вiдповiднi системи рiвнянь (18i),
i = 1, 2, . . . , i виконуються оцiнки

|ŷi(t)| ≤ M̂∗θ
i, i = 1, 2, . . . .
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Звiдси безпосередньо випливає, що ряд (17) рiвномiрно збiгається при t ∈ R до деякої
неперервної вектор-функцiї ŷ(t), яка задовольняє умову

|ŷ(t)| ≤ M̂∗
1− θ

i є розв’язком системи рiвнянь (16).
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