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We propose an approach for constructing solutions and quasisolutions of a boundary-value problem for
a Lyapunov equation in a Banach space. If necessary and sufficient conditions for solvability are satisfi-
ed, corresponding solutions of the boundary-value problem are constructed using a generalized inverse
operator. As an example, we consider the problem in the space of bounded sequences of countably infinite-
dimensional matrices.

Предложен подход к построению решений и квазирешений краевой задачи для уравнения Ляпу-
нова в банаховом пространстве. При выполнении необходимых и достаточных условий разре-
шимости соответствующие решения краевой задачи строятся с использованием обобщенно-
обратного оператора. В качестве примера рассмотрена задача в пространстве ограниченных
последовательностей со счетномерными матрицами.

Операторно-диференцiальним рiвнянням та крайовим задачам для них як у скiнченнови-
мiрних, так i нескiнченновимiрних просторах присвячено багато робiт [1 – 4]. Серед остан-
нього класу добре вiдомим є рiвняння Ляпунова. Його розглядають як у матричному, так
i в операторному випадках [3, 5 – 7]. Воно використовується при дослiдженнi задач варiа-
цiйного числення, теорiї стiйкостi та iгор [8]. У данiй статтi розглядається крайова задача
для операторно-диференцiального рiвняння типу Ляпунова у банаховому просторi у ви-
падку, коли вiдповiдна задача може мати не єдиний розв’язок. Дану роботу присвячено
дослiдженню рiвняння типу Ляпунова в банаховому просторi у регулярному й нерегуляр-
ному випадках.

1. Постановка задачi та попереднiй результат. Розглянемо наступну крайову задачу:

Ż(t) = AZ(t) + Z(t)B + Φ(t), (1)

`Z(·) = α, (2)

∗ Пiдтримано грантом Президента України для молодих учених.
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де Z = Z(t) — невiдома оператор-функцiя, A,B ∈ L(B1) — лiнiйнi обмеженi оператори,
що дiють з банахового просторуB1 в себе, оператор-функцiя Φ(t) є шляхом у просторi лi-
нiйних та обмежених операторiв, тобто неперервним вiдображенням вiдрiзка [a; b] у про-
стiр L(B1), Φ(t) ∈ C([a; b];L(B1), лiнiйний обмежений оператор ` переводить оператор-
функцiю Z(t) у банаховий простiр B2, тобто ` : C([a; b];L(B1)) → B2, α — елемент про-
стору B2.

Матричне рiвняння такого вигляду вiдiграє важливу роль в теорiї лiнiйних гамiльто-
нових систем, варiацiйному численнi та оптимальному керуваннi i широко використову-
ється в теорiї iгор [4].

В роботi [5] отримано критерiй розв’язностi перiодичної крайової задачi для матрич-
ного рiвняння Рiккатi в термiнах жорданової структури матриць A та B у нерегулярному
випадку.

2. Основний результат. Розглянемо лiнiйний оператор Kt
τ , який переводить оператор-

функцiю Φ(t) з просторуC([a; b], L(B1)) в оператор-функцiюKt
τ [Φ]∈C([a; b]×[a; b];L(B1))

вигляду

Kt
τ [Φ] = eA(t−τ)Φ(τ)eB(t−τ), t, τ ∈ [a; b]. (3)

За допомогою цього оператора загальний розв’язок рiвняння (1) можна записати у
виглядi

Z(t) = Kt
a[M ] +

t∫
a

Kt
τ [Φ(τ)]dτ, (4)

де довiльний оператор M належить L(B1), Z̃(t) — частинний розв’язок неоднорiдного
рiвняння (1), який має вигляд

Z̃(t) =

t∫
a

Kt
τ [Φ(τ)]dτ.

Пiдставимо (4) в крайову умову (2) та отримаємо операторне рiвняння вiдносно опе-
ратора M :

LM = α− `
·∫

a

K·τ [Φ]dτ, (5)

де оператор L дiє за правилом LM = `K·a[M ] : L(B1) → B2.
Покажемо, що за певних додаткових умов на оператор L дане рiвняння має розв’язки.

Розглянемо випадок, коли оператор L є узагальнено-оборотним [6].
У цьому випадку розв’язки рiвняння (5) iснують тодi й тiльки тодi [9, 10], коли

PN(L∗)

α− ` ·∫
a

K·τ [Φ]dτ

 = 0. (6)
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Тут PN(L∗) — проектор на ядро оператора L∗, спряженого з оператором L. Ця умова
гарантує належнiсть правої частини рiвняння (5) множинi значень оператора L, тобто

α− `
∫ ·
a
K·τ [Φ]dτ ] ∈ R(L).

За виконання умови розв’язностi (6) операторне рiвняння (5) має множину розв’язкiв
вигляду

M = L−

α− ` ·∫
a

K·τ [Φ]dτ

+ PN(L)C,

де C — довiльний лiнiйний обмежений оператор (C ∈ L(B1)), PN(L) — проектор на ядро
оператора L.Пiдставивши операторM в умову (4), отримаємо загальний розв’язок задачi
(1), (2) у виглядi

Z(t) = Kt
a[PN(L)C] + (G[Φ, α])(t),

де узагальнений оператор Грiна визначається таким чином:

(G[Φ, α])(t) =

t∫
a

Kt
τ [Φ(τ)]dτ −Kt

a

L−` ·∫
a

K·τΦ(τ)dτ

+ Kt
a

[
L−α

]
.

Отже, доведено таку теорему.
Теорема. Нехай оператор L є узагальнено-оборотним. Крайова задача (1), (2) має

розв’язки тодi й тiльки тодi, коли виконується умова (6). За виконання умови (6)
розв’язки крайової задачi (1), (2) мають вигляд

Z(t) = Kt
a[PN(L)C] + (G[Φ, α])(t)

для довiльного оператора C ∈ L(B1).

Зауваження. Якщо оператор L оборотний, то умова (6) виконується автоматично i
крайова задача для рiвняння Ляпунова має єдиний розв’язок.

3. Приклад. Розглянемо крайову задачу (1), (2) для рiвняння Рiккатi у банаховому про-
сторim = l∞ обмежених числових послiдовностей iз злiченновимiрними матрицямиA, B
i Φ(t):

A = diag

{
1

2
,
1

2
,
1

2
,
1

2
, . . . ,

1

2
,
1

2
, . . .

}
,

B = diag {0, 1, 0, 1, . . . , 0, 1, . . .} ,

Φ(t) = diag
{
e

1
2
t, e

3
2
t, e

1
2
t, e

3
2
t, . . . , e

1
2
t, e

3
2
t, . . .

}
i крайовою умовою вигляду

`Z(·) = (Zii(0)− Zii(p))i∈N = (αi)i∈N ∈ m, p > 0.
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Знайдемо матрицю Kt
τ [Φ(t)], t, τ ∈ [0; p].Злiченновимiрнi матрицi eA(t−τ) та eB(t−τ) мають

вигляд

eA(t−τ) =



e
1
2
t− 1

2
τ 0 . . . 0 0 . . .

0 e
1
2
t− 1

2
τ . . . 0 0 . . .

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 e
1
2
t− 1

2
τ 0 . . .

0 0 0 0 e
1
2
t− 1

2
τ . . .

...
...

...
...

...
. . .


,

eB(t−τ) =



1 0 . . . 0 0 . . .
0 et−τ . . . 0 0 . . .
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 1 0 . . .
0 0 0 0 et−τ . . .
...

...
...

...
...

. . .


,

звiдки

Kt
τ [Φ] = eA(t−τ)Φ(τ)eB(t−τ) =



e
1
2
t 0 . . . 0 0 . . .

0 e
3
2
t . . . 0 0 . . .

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 e
1
2
t 0 . . .

0 0 0 0 e
3
2
t . . .

...
...

...
...

...
. . .


.

Частинний розв’язок Z̃(t) неоднорiдного рiвняння (1) має вигляд

Z̃(t) =

t∫
0

Kt
τ [Φ(τ)]dτ =



e
1
2
tt 0 . . . 0 0 . . .

0 e
3
2
tt . . . 0 0 . . .

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 e
1
2
tt 0 . . .

0 0 0 0 e
3
2
tt . . .

...
...

...
...

...
. . .


.

Загальний розв’язок рiвняння (1) можна записати у виглядi Z(t) = Kt
0[M ]+ Z̃(t), деM

— злiченновимiрна матриця з невiдомими компонентами, якi потрiбно знайти. Оскiльки
за умовою задачi A i B — дiагональнi матрицi, то для зручностi будемо шукати матрицю
M у виглядi дiагональної злiченновимiрної матрицi з ненульовими елементами на дiаго-
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налi:

M =



m11 0 . . . 0 0 . . .
0 m22 . . . 0 0 . . .
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 mk−1k−1 0 . . .
0 0 0 0 mkk . . .
...

...
...

...
...

. . .


. (7)

Знайдемо матрицю Kt
0[M ]. Для цього пiдставимо в формулу (3) матрицю M вигля-

ду (7):

Kt
0[M ] =



m11e
1
2
t 0 . . . 0 0 . . .

0 m22e
3
2
t . . . 0 0 . . .

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 mk−1k−1e
1
2
t 0 . . .

0 0 0 0 mkke
3
2
t . . .

...
...

...
...

...
. . .


. (8)

Пiдставивши (8) у крайову умову (2), переконаємося, що оператор L дiє на M таким
чином:

LM =
(
m11

(
1− e

1
2
p
)
,m22

(
1− e

3
2
p
)
,m33

(
1− e

1
2
p
)
, . . .

)
.

Легко бачити, що даний оператор дiє неперервним чином i має обернений L−1, який мож-
на визначити так:

L−1(y1, y2, . . .) = diag

(
y1

1− e
1
2
p
,

y2

1− e
3
2
p
, . . .

)
.

Проектори PN(L) та PN(L∗) у цьому випадку будуть нульовими.

Умова (6) виконується. Тодi операторне рiвняння LM = α−`
∫ ·
a
K·τ [Φ]dτ має множину

розв’язкiв вигляду

M = L−1

α− ` ·∫
0

K·τ [Φ]dτ

 =
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=



α1 + e
1
2
pp

1− e
1
2
p

0 . . . 0 0 . . .

0
α2 + e

3
2
pp

1− e
3
2
p

. . . 0 0 . . .

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0
α2i+1 + e

1
2
pp

1− e
1
2
p

0 . . .

0 0 0 0 0 . . .
...

...
...

...
...

. . .


. (9)

Таким чином, за допомогою матрицi (9) загальний розв’язок рiвняння (1) можна запи-
сати у виглядi

Z(t) = Kt
0[M ] + Z̃(t) =

=



α1 + e
1
2
pp

1− e
1
2
p
e

1
2
t + e

1
2
tt 0 . . . 0

0
α2 + e

3
2
pp

1− e
3
2
p
e

1
2
t + e

3
2
tt . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 0
α2i+1 + e

1
2
pp

1− e
1
2
p

e
1
2
t + e

1
2
tt

...
...

...
...


. (10)

Безпосередньою пiдстановкою матрицi (10) у крайову задачу (1), (2) можна переко-
натися в достовiрностi отриманого результату.

Таким чином, отриманi результати можна використовувати при дослiдженнi злiчен-
новимiрних крайових задач для рiвняння Ляпунова.

Зауваження. Основний результат можна посилити, вiдмовившись вiд умови замкнено-
стi множини значень оператора L. Для зображення розв’язкiв у цьому випадку потрiбно
використовувати сильний узагальнено-обернений оператор [11].
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