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We study the structure of the set of continuously differentiable solutions to a class of systems of neutral
type differential-difference equations.

Дослiджено структуру множини неперервно диференцiйовних розв’язкiв одного класу систем
диференцiально-рiзницевих рiвнянь нейтрального типу.

В современной теории дифференциально-разностных уравнений существует ряд проблем,
исследование которых имеет особое значение для ее развития в целом. В частности, к
ним относится проблема описания различного рода множеств решений таких уравнений.
При определенных предположениях она достаточно глубоко изучалась многими мате-
матиками (см., например, [1]) и в настоящее время является хорошо исследованной для
отдельных классов дифференциально-разностных уравнений [1 – 5]. Изучение структуры
множества решений системы дифференциально-разностных уравнений вида

x′(t+ 1) = Ax′(t) + F (t, x(t), x′(t)), (1)

где t ∈ R, A — вещественная (n × n)-матрица, F : R × Rn × Rn → Rn, является главной
целью настоящей работы. В общем случае такие системы уравнений имеют бесконечно
много решений и, следовательно, их классификация (по определенным свойствам) имеет
большое значение для развития их теории.

В наиболее простом случае, когда F ≡ 0, исследование системы уравнений (1) сводит-
ся к исследованию линейной системы уравнений вида

y′(t+ 1) = Ay′(t), (2)

для которой можно построить представление общего решения, существенно зависящее
от структуры матрицы A. Располагая таким результатом при изучении общего случая
(F 6≡ 0), можно было бы попытаться свести исследование системы уравнений (1) к ис-
следованию системы уравнений (2) с помощью некоторого взаимно однозначного пре-
образования. Но эту, вообще говоря, плодотворную идею удается реализовать лишь в
исключительных случаях и, следовательно, естественно возникает задача об описании
множества решений системы уравнений (1), „мало” отличающихся от соответствующих
решений системы уравнений (2). Именно эта задача изучается в настоящей статье при
исследовании решений системы уравнений (1), удовлетворяющих условию

lim
t→+∞

[x(t+ 1)−Ax(t)] = 0. (3)
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При этом предполагаются выполненными следующие условия:
1) |A| < 1, detA 6= 0;

2) вектор-функция F (t, x, y) является непрерывной при t ≥ T > 0, |x| ≤ a, F (t, 0, 0) ≡
≡ 0 и удовлетворяет неравенству∣∣F (t, x′, y′)− F (t, x′′, y′′)∣∣ ≤ γ(t)

(∣∣x′ − x′′∣∣+ ∣∣y′ − y′′∣∣) ,
где γ(t) — некоторая непрерывная неотрицательная функция;

3) ряды

H1(t) =
∞∑
i=0

|A−1|i+1

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
t

γ(τ + i)dτ

∣∣∣∣∣∣ , H2(t) =
∞∑
i=0

∣∣A−1∣∣i+1
γ(τ + i)

равномерно сходятся при t ≥ T и 2Hi(t) ≤ θi < 1, i = 1, 2.

Поскольку любое непрерывно дифференцируемое решение задачи (1), (3) является
решением системы уравнений

x(t+ 1) = Ax(t)−
+∞∫
t

F (τ, x(τ), x′(τ))dτ (4)

и, наоборот, любое непрерывно дифференцируемое решение системы уравнений (4) удов-
летворяет системе уравнений (1) и условию (3), далее будем исследовать систему уравне-
ний (4).

Определение. Будем говорить, что система уравнений (4) имеет степенно-показа-
тельное асимптотическое равновесие, если:

а) произвольное непрерывно дифференцируемое и ограниченное при t ≥ T > 0 реше-
ние x(t) удовлетворяет при t → +∞ соотношению

x(t) = y(t) + o(1), (5)

где y(t) — непрерывно дифференцируемое и ограниченное при t ≥ T решение системы
уравнений

y(t+ 1) = Ay(t); (6)

б) для любого непрерывно дифференцируемого и ограниченного при t ≥ T решения
y(t) системы уравнений (6) существует непрерывно дифференцируемое и ограниченное
при t ≥ T решение системы уравнений (4), удовлетворяющее при t → +∞ соотноше-
нию (5).

Теорема 1. Пусть выполняются условия 1, 2. Тогда для любого непрерывно диффе-
ренцируемого и ограниченного при t ≥ T решения системы уравнений (4) существует
непрерывно дифференцируемое и ограниченное при t ≥ T решение системы уравнений
(6), удовлетворяющее при t → +∞ соотношению (5).
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Доказательство. Действительно, если γ(t) — некоторое непрерывно дифференцируе-
мое и ограниченное при t ≥ T решение системы уравнений (4), то в силу 1, 2 имеем
тождество

γ(t) = y(t) +
∞∑
i=0

A−(i+1)

+∞∫
t+i

F (τ, γ(τ), γ′(τ))dτ,

где

y(t) = γ(t)−
∞∑
i=0

A−(i+1)

+∞∫
t+i

F (τ, γ(τ), γ′(τ))dτ.

Отсюда и из условий 1, 2 непосредственно следует, что вектор-функция y(t) является
непрерывно дифференцируемой и ограниченной при t ≥ T и выполняется соотноше-
ние (5).

Покажем теперь, что вектор-функция y(t) является решением системы уравнений (6).
Действительно, поскольку

γ(t+ 1) = Aγ(t)−
+∞∫
t

F (τ, γ(τ), γ′(τ))dτ,

то

y(t+ 1) = γ(t+ 1)−
∞∑
i=0

A−(i+1)

+∞∫
t+1+i

F (τ, γ(τ), γ′(τ))dτ =

= Aγ(t)−
+∞∫
t

F (τ, γ(τ), γ′(τ))dτ −
∞∑
i=0

A−(i+1)

+∞∫
t+i+1

F (τ, γ(τ), γ′(τ))dτ =

= Aγ(t)−AA−1
+∞∫
t

F (τ, γ(τ), γ′(τ))dτ −A
∞∑
i=0

A−(i+2)

+∞∫
t+i+1

F (τ, γ(τ), γ′(τ))dτ =

= A

γ(t)− ∞∑
i=0

A−(i+1)

+∞∫
t+i

F (τ, γ(τ), γ′(τ))dτ

 = Ay(t).

Теорема 1 доказана.
Тем самым доказано, что утверждение а) имеет место.
Теорема 2. Пусть выполняются условия 1, 2. Тогда для любой непрерывно диффе-

ренцируемой и ограниченной при t ≥ T вектор-функции y(t), являющейся решением
системы уравнений (6), существует непрерывно дифференцируемое и ограниченное при
t ≥ T решение x(t) системы уравнений (4), удовлетворяющее соотношению (5).
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Доказательство. Рассмотрим систему нелинейных уравнений вида

x(t) = y(t) +

∞∑
i=0

A−(i+1)

+∞∫
t+i

F (τ, x(τ), x′(τ))dτ, (7)

где y(t) — непрерывно дифференцируемое и ограниченное при t ≥ T решение системы
уравнений (6). Поскольку любое непрерывно дифференцируемое и ограниченное при
t ≥ T решение системы (7) является решением системы (4) (в этом можно убедиться
непосредственно подстановкой (7) в (4)) и удовлетворяет соотношению (5) (следует из
условий 1, 2), для доказательства теоремы достаточно установить существование непре-
рывно дифференцируемого и ограниченного при t ≥ T решения системы уравнений (7).

При построении решения системы уравнений воспользуемся методом последователь-
ных приближений, которые определим следующим образом:

x0(t) = y(t), x′0(t) = y′(t),

xm(t) = y(t) +

∞∑
i=0

A−(i+1)

+∞∫
t+i

F (τ, xm−1(τ), x
′
m−1(τ))dτ, (8)

x′m(t) = y′(t)−
∞∑
i=0

A−(i+1)F (τ, xm−1(τ), x
′
m−1(τ)), m = 1, 2, . . . .

Принимая во внимание условия 1 – 3 теоремы, методом математической индукции мо-
жно показать, что вектор-функции xm(t), m ≥ 0, непрерывно дифференцируемы при
t ≥ T и выполняются неравенства

|xm(t)| ≤ M

1− θ
, |x′m(t)| ≤ M

1− θ
, m = 0, 1, . . . , (9)

где M = max{M1,M2}, θ = max{θ1, θ2}, |y(t)| ≤ M1, |y′(t)| ≤ M2.
Докажем теперь, что последовательности вектор-функций xm(t), x′m(t), m = 0, 1, . . . ,

равномерно сходятся при t ≥ T.Для этого, очевидно, достаточно показать, что при t ≥ T
и всех m ≥ 1 выполняются неравенства

|xm(t)− xm−1(t)| ≤ Mθm, |x′m(t)− x′m−1(t)| ≤ Mθm. (10)

Действительно, в силу (8) и условий 1 – 3 при m = 1 имеем

|x1(t)− x0(t)| ≤
∞∑
i=0

|A−1|i+1

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
t

F (τ + i, y(τ + i), y′(τ + i))dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
∞∑
i=0

|A−1|i+1

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
t

γ(τ + i)
(
|y(τ + i)|+

∣∣y′(τ + i)
∣∣) dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
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≤ 2M
∞∑
i=0

∣∣A−1∣∣i+1

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
t

γ(τ + i)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ MH1(t) ≤ Mθ,

|x′1(t)− x′0(t)| ≤

∣∣∣∣∣
∞∑
i=0

A−(i+1)F (t+ i, y(t+ i), y′(t+ i))

∣∣∣∣∣ ≤
≤
∞∑
i=0

|A−1|i+1γ(t+ i)
(
|y(t+ i)|+

∣∣y′(t+ i)
∣∣) ≤

≤ 2M
∣∣A−1∣∣ ∞∑

i=0

∣∣A−1∣∣i γ(t+ i) ≤ MH2(t) ≤ Mθ,

и, следовательно, неравенства (10) выполняются. Предположим, что они доказаны для
некоторого m ≥ 1, и покажем, что они сохраняются при переходе от m к m+1. Действи-
тельно, принимая во внимание (8) – (10) и условия 1 – 3, получаем

|xm+1(t)− xm(t)| ≤
∞∑
i=0

∣∣A−1∣∣i+1

∣∣∣∣∣
+∞∫
t

∣∣F (τ + i, xm(τ + i), x′m(τ + i))−

−F (τ + i, xm−1(τ + i), x′m−1(τ + i))
∣∣ dτ ∣∣∣∣∣ ≤

≤
∞∑
i=0

∣∣A−1∣∣i+1

∣∣∣∣∣
+∞∫
t

γ(τ + i) (|xm(τ + i)− xm−1(τ + i)|+

+
∣∣x′m(τ + i)− x′m−1(τ + i)

∣∣) dτ ∣∣∣∣∣ ≤
≤
∞∑
i=0

∣∣A−1∣∣i+1

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
t

γ(τ + i) (Mθm +Mθm) dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ MH1(t)θ
m ≤ Mθm+1,

|x′m+1(t)− x′m(t)| ≤
∞∑
i=0

|A|−(i+1)
∣∣F (t+ i, xm(t+ i), x′m(t+ i))−

−F (t+ i, xm−1(t+ i), x′m−1(t+ i))
∣∣ ≤

≤
∞∑
i=0

|A−1|i+1γ(t+ i) (|xm(t+ i)− xm−1(t+ i)|+

+
∣∣x′m(t+ i)− x′m−1(t+ i)

∣∣) ≤ MθmH2(t) ≤ Mθm+1.

Таким образом, неравенства (10) выполняются при всех m ≥ 1 и, следовательно,
последовательности вектор-функций xm(t), x′m(t), m = 0, 1, . . . , равномерно сходятся при
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t≥ T, а вектор-функция
x(t) = lim

m→∞
xm(t)

является непрерывно дифференцируемым решением системы уравнений (7) (в этом мож-
но убедиться, если в (8) перейти к пределу при m → ∞), удовлетворяющим условиям

|x(t)| ≤ M

1− θ
, |x′(t)| ≤ M

1− θ

(следует из (9)).
Теорема 2 доказана.
Теорема 3. Пусть выполняются условия 1 – 3. Тогда система уравнений (4) имеет

степенно-показательное асимптотическое равновесие.
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