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We consider a Steklov spectral problem for an elliptic equation with rapidly oscillating coefficients for thin
perforated domains with rapidly varying thickness. We describe asymptotic algorithms for solving such
problems for thin perforated domains with different boundary dimensions. We also find asymptotic esti-
mates for eigenvalues for a Steklov spectral problem for thin perforated domains with different boundary
dimensions. With some symmetry conditions on the structure of the thin perforated domain and on the
coefficients of the differential operators, we construct and substantiate asymptotic expansions for eigen-
functions and eigenvalues.

Рассматривается спектральная задача Стеклова для эллиптического дифференциального
уравнения с быстропеременной толщиной. В статье объединено описание асимптотических
алгоритмов для решения таких задач в тонких перфорированных областях с разными предель-
ными размерностями. Получены асимптотические оценки для собственных значений спект-
ральной задачи Стеклова в тонких перфорированных областях с разными предельными
размерностями. При некоторых условиях симметрии на структуру тонкой перфорированной
области и коэффициенты дифференциальных операторов построены и обоснованы асимпто-
тические разложения для собственных функций и собственных значений.

1. Вступ. Крайовим та спектральним задачам у тонких областях (один iз лiнiйних розмi-
рiв такої областi значно менший за iншi) присвячено велику кiлькiсть робiт (див. [2, 5,
12, 17, 21]). Причина такої популярностi цих задач полягає у широких можливостях засто-
сування математичних результатiв до прикладних задач. Так, всi iнженернi конструкцiї
мають своїми елементами тонкi стержнi, пластини та оболонки. Разом з тим самi крайовi
та спектральнi задачi в тонких областях досить привабливi для асимптотичного аналiзу,
оскiльки мiстять природний малий параметр ε — дiаметр стержня (товщину пластини).

Для задач математичної фiзики, що розглядаються в цилiндричних тонких областях,

застосовується спосiб, що передбачає введення такої замiни змiнних
(

наприклад, y =
x

ε

)
,

щоб тонка область втратила залежнiсть вiд малого параметра ε. Але за рахунок такої
замiни у рiвняннi задачi малий параметр з’являється при старших похiдних вiдповiдних
членiв. Пiсля цього для вiдшукання асимптотичного наближення застосовується метод
Люстерника – Вишика [3].

Уперше такий пiдхiд було застосовано в роботах А. Л. Гольденвейзера (див. [4, 5]).
У монографiї [5] розглядалися крайовi задачi в тонких пружних однорiдних iзотропних
оболонках. Подальшiй розробцi цього методу, зокрема, присвячено роботи М. Г. Джава-
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дова [6], С. О. Назарова [8, 14], А. Б. Васильєвої, В. Ф. Бутузова [2], D. Caillerie [17].
Однак описаний вище спосiб асимптотичного дослiдження крайових задач у тонких

цилiндричних областях не пiдходить для вивчення крайових задач у тонких перфорова-
них областях з швидкозмiнною товщиною. Для дослiдження таких крайових задач вико-
ристовуються методи теорiї усереднення.

Методи теорiї усереднення для тонких областей уперше було використано в роботi
[16] при вивченнi тривимiрної задачi теорiї пружностi в неоднорiднiй тонкiй цилiндрич-
нiй пластинi. У 1991 р. в роботi [9] було запропоновано пiдхiд до вивчення елiптичних та
спектральних задач у тонких перфорованих областях iз швидкозмiнною товщиною. До-
слiдженню асимптотичної поведiнки розв’язкiв рiзних крайових задач у тонких областях
iз швидкозмiнною товщиною присвячено роботи [7, 18, 20].

С. A. Назаровим [13] було виявлено тотожнiсть процедури усереднення елiптичних
крайових задач iз швидкоосцилюючими коефiцiєнтами в тонких квазiшарах цилiндрич-
ного типу в Rd × Rn−d (не виключався випадок всього простору Rn, перфорованого ма-
лими отворами) i побудови канонiчної системи жорданових ланцюжкiв полiномiальних
елiптичних в’язок. З допомогою цiєї побудови було дослiджено основнi характеристики
усереднених операторiв (розмiри, порядки елементiв, елiптичнiсть та формальну само-
спряженiсть). Однак, як зазначено в [13, с. 3 – 5], цей метод не спрощує процедуру усе-
реднення i при обґрунтуваннi асимптотики необхiдно вводити три групи обмежень, що
звужують сферу застосування цих результатiв.

У роботах [11, 22] було проведено асимптотичний аналiз спектральних задач Нейма-
на та Дiрiхле в тонких перфорованих областях з швидкозмiнною товщиною та рiзними
граничними розмiрностями, а саме: доведено теорему збiжностi та побудовано асимпто-
тичнi розвинення для власних значень та власних функцiй вiдповiдних задач. Доведено
асимптотичнi оцiнки у просторах Соболєва, що обґрунтовують побудованi розвинення.

2. Опис тонкої перфорованої областi з швидкозмiнною товщиною. Нехай h
(1)
± (ξ′),

h
(2)
± (ξ′), . . . , h

(d)
± (ξ′) — гладкi, додатнi та 1-перiодичнi функцiї вiдносно змiнних ξ1, . . . , ξn−d,

де ξ′ := (ξ1, . . . , ξn−d) ∈ Rn−d, d, n ∈ N, d < n, n ≥ 2, якi визначають область

ω =
{
ξ ∈ Rn : 0 < ξi < 1, i = 1, n− d; −h(k)

− (ξ′) < ξn−d+k < h
(k)
+ (ξ′), k = 1, d

}
;

T0 — скiнченне об’єднання замкнених областей класу C2,α, якi належать ω та не перети-
наються i не дотикаються мiж собою.

Введемо такi позначення:

ω0 = ω \ T0, Υ =
⋃

z0∈Zn
(ω0 + z0) ,

T ε0 = ε · T0 = {x : ε−1x ∈ T0}, T ε =
⋃

z0∈Zn
(T ε0 + εz0) ,

де z0 = (z1, . . . , zn−d, 0, . . . , 0) ∈ Zn, ε— малий додатний параметр. Комiрку перiодичностi
ω0 зображено на рис. 1.
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Рис. 1. Комiрка перiодичностi ω0.

Рис. 2. Тонка перфорована область Ωn−dε , n = 3, d = 2.

Нехай Ω — обмежена область в Rn−d, ∂ Ω ∈ C3. Розглянемо модельну тонку перфо-
ровану область Ωn−d

ε = Qε \ T ε з граничною розмiрнiстю n− d, де

Qε =

{
x ∈ Rn : x′ = (x1, . . . , xn−d) ∈ Ω, −ε h(k)

−

(
x′

ε

)
< xn−d+k < εh

(k)
+

(
x′

ε

)
, k = 1, d

}
.

Не зменшуючи загальностi та для уникнення в подальшому додаткових технiчних об-
числень будемо вважати, що ∂T ε ∩ ∂Qε = ∅. Частини межi областi Ωn−d

ε позначимо так:

S±,iε =

{
x : x′ ∈ Ω, xn−d+i = ±ε h(i)

±

(
x′

ε

)
,

xn−d+k ∈
(
−ε h(k)

−

(
x′

ε

)
, ε h

(k)
+

(
x′

ε

))
, k ∈ {1, . . . , d} \ {i}

}
,

S±ε =
d⋃
i=1

S±,iε , Gε = ∂T ε ∩Qε, Γε = ∂Ωn−d
ε \

(
S±ε ∪Qε

)
.

На рис. 2 – 4 зображено тонку перфоровану область для рiзних значень параметрiв n i d.
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Рис. 3. Тонка перфорована область Ωn−dε , n = 3, d = 1.

Рис. 4. Тонка перфорована область Ωn−dε , n = 2, d = 1.

У подальшому також будемо використовувати тонку область

Q̃ε =
{
x = (x′, x′′) ∈ Rn : x′ ∈ Ω, x′′ ∈ K(d)

ε := (−εH−, εH+)d
}
,

що мiстить у собi Qε. Тут x′′ = (xn−d+1, xn−d+2, . . . , xn) та

H± := 1 + max
i=1,d

max
ξ′∈Rn−d

∣∣∣h(i)
± (ξ′)

∣∣∣ .
3. Постановка задачi та допомiжнi твердження. 3.1. Спектральна задача Стєклова. Не-

хай

Lε ≡
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij

(x
ε

) ∂

∂xj

)
— симетричний, рiвномiрно елiптичний диференцiальний оператор, тобто

aij(ξ) = aji(ξ) ∀ξ ∈ Rn ∀i, j ∈ {1, . . . , n},

та iснують сталi χ1 > 0 та χ2 > 0 такi, що

χ1|η|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(ξ)ηiηj ≤ χ2|η|2 ∀ξ ∈ Rn ∀η ∈ Rn. (3.1)
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Зауваження 3.1. Далi будемо вiдкидати знак пiдсумовування за iндексами i, j вiд 1 до
n, що повторюються.

У тонкiй перфорованiй областi Ωn−d
ε , яка описана в п. 2, розглянемо спектральну за-

дачу

Lε(u
ε) = 0 в Ωn−d

ε ,

σε(u
ε) = λ(ε)ρεu

ε на Gε,
(3.2)

σε(u
ε) = 0 на S±ε ,

uε = 0 на Γε,

де λ(ε) — спектральний параметр, ρε(x) = ρ
(x
ε

)
, x ∈ Rn,функцiя ρ(ξ), ξ ∈ Rn, належить

простору C0,α, є 1-перiодичною за змiнними ξ′ = (ξ1, . . . , ξn−d) та обмеженою додатними
сталими: 0 < ρ0 ≤ ρ ≤ ρ1.

Основною метою статтi є дослiдження асимптотичної поведiнки та побудови асимп-
тотичних розвинень власних функцiй та власних значень задачi (3.2) при ε → 0.

3.2. Допомiжнi твердження. Наведемо деякi допомiжнi твердження (див. [3, 10]). Не-
хай H та V — сепарабельнi гiльбертовi простори зi скалярними добутками (· , ·)H та
(· , ·)V вiдповiдно, B : H → V — компактний лiнiйний оператор, область значень якого є
щiльною в V.

Твердження 3.1 [10]. Оператор A1 ≡ BB∗ : V → V є самоспряженим, додатним та
компактним.

Твердження 3.2 [10]. Нехай KerB∗ = {0}. Тодi оператор A2 ≡ B∗B : V → V є само-
спряженим, додатним та компактним.

Лема 3.1 [3]. Нехай A : H → H — самоспряжений, додатний та компактний опе-
ратор. Припустимо, що iснують елементи u ∈ H, ‖u‖H = 1 та µ ∈ R такi, що
‖Au− µu‖H ≤ β. Тодi:

1. Iснує таке власне значення λ оператора A, що |µ− λ| ≤ β.

2. Для всiх d0 > β iснує ũ ∈ H, ‖ũ‖H = 1, таке, що

‖u− ũ‖H ≤ 2d−1
0 β,

де ũ — лiнiйна комбiнацiя власних функцiй оператора A, яка вiдповiдає власним значен-
ням з iнтервалу (µ− d0, µ+ d0).

Розглянемо наступну задачу: знайти функцiю N ∈ H1
] (ω0) таку, що

LξξN(ξ) = F0(ξ) + ∂ξiFi(ξ), ξ ∈ ω0,

σξ(N(ξ)) = Φ±0 (ξ) + Fi(ξ)νi(ξ), ξ ∈ S±,
(3.3)

σξ(N(ξ)) = Φ1(ξ) + Fi(ξ)νi(ξ), ξ ∈ ∂T0,

〈N〉ω0
= 0.
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Тут H1
] (ω0) := {v ∈ H1(ω0) : v — 1-перiодичнi за змiнними ξ′},

Lξξ(N) := ∂ξi
(
aij(ξ) ∂ξjN(ξ)

)
, σξ(N) := aij(ξ)∂ξjN(ξ) νi(ξ),

〈N〉ω0 =
1

|ω0|

∫
ω0

N(ξ) dξ,

(ν1(ξ), . . . , νn(ξ)) — зовнiшня нормаль до ∂ω0, ∂ξiF =
∂F

∂ξi
, |ω0|— мiра Лебега областi ω0,

{F0, F1, . . . , Fn} ⊂ L2(ω0), Φ1 ∈ L2(∂T0), Φ±0 ∈ L2(S±), S± =
⋃d
i=1 S

±,i,

S±,i =
{
ξ : ξ′ ∈ (0, 1)n−d, ξn−d+i = ±h(i)

± (ξ′),

ξn−d+k ∈
(
−h(k)
− (ξ′), h

(k)
+ (ξ′)

)
, k ∈ {1, . . . , d} \ {i}

}
.

Означення 3.1. Функцiя N ∈ H1
] (ω0) називається узагальненим розв’язком задачi

(3.3), якщо для довiльної функцiї ψ ∈ H1
] (ω0)∫

ω0

aij ∂ξjN ∂ξiψ dξ =

∫
ω0

(Fi∂ξiψ − F0ψ) dξ +

∫
∂T0

Φ1ψ dσξ +

∫
S±

Φ±0 ψ dσξ.

Аналогiчно, як у теоремi 1 [1, с. 339], можна показати, що задача (3.3) має єдиний
узагальнений розв’язок тодi i лише тодi, коли∫

ω0

F0(ξ)dξ =

∫
S±

Φ±0 (ξ) dσξ +

∫
∂T0

Φ1(ξ) dσξ. (3.4)

Крiм того, для узагальненого розв’язку має мiсце апрiорна оцiнка

‖N‖H1(ω0) ≤ C

(
n∑
i=0

‖Fi‖L2(ω0) + ‖Φ1‖L2(∂T0) + ‖Φ±0 ‖L2(S±)

)
,

де стала C не залежить вiд N, {Fi}, Φ±0 , Φ1.
Введемо позначення

S′βξ :=
(

(−1)δ1,βξ1, . . . , (−1)δn−d,βξn−d, ξn−d+1, . . . , ξn

)
, β = 1, . . . , n− d, ξ ∈ Rn.

Лема 3.2 [10]. Якщо для деякого β ∈ {1, . . . , n − 1} правi частини задачi (3.3) задо-
вольняють умови

Φ0(S′β(ξ)) = Φ0(ξ), ξ ∈ ∂T0, Φ±0 (S′β(ξ)) = Φ±0 (ξ), ξ ∈ S±,

Fi(S
′
β(ξ)) = (−1)δi,βFi(ξ), ξ ∈ ω0, i = 0, 1, 2, . . . , n,

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2016, т . 19, N◦ 2



АСИМПТОТИЧНI РОЗВИНЕННЯ ВЛАСНИХ ФУНКЦIЙ . . . 259

то розв’язок задачi (3.3) є парною вiдносно
1

2
за змiнною ξβ функцiєю, тобто

N(S′β(ξ)) = N(ξ), ξ ∈ ω0.

Якщо для деякого β ∈ {1, . . . , n−1} правi частини задачi (3.3) задовольняють умови

Φ0(S′β(ξ)) = −Φ0(ξ), ξ ∈ ∂T0, Φ±0 (S′β(ξ)) = −Φ±0 (ξ), ξ ∈ S±,

Fi(S
′
β(ξ)) = (−1)δi,β+1Fi(ξ), ξ ∈ ω0, i = 0, 1, 2, . . . , n,

то розв’язок задачi (3.3) є непарною вiдносно
1

2
за змiнною ξβ функцiєю, тобто

N(S′β(ξ)) = −N(ξ), ξ ∈ ω0.

Для функцiй iз просторiв Соболєва, якi заданi на тонких перфорованих областях, так
само, як i в [15] (гл. I, § 4.2), можна побудувати оператори продовження

P0 : H1(ω0) 7→ H1(ω),

Pε : H1(Ωn−d
ε ) 7→ H1(Qε),

P̃ε : H1(Ωn−d
ε ) 7→ H1(Q̃ε)

такi, що P0u = u, Pεu = u, P̃εu = u, якщо u = const, та

∀ u ∈ H1(ω0) :
‖P0u‖H1(ω) ≤ c1‖u‖H1(ω0),

‖∇ξP0u‖L2(ω) ≤ c1‖∇ξu‖L2(ω0),

∀ u ∈ H1(Ωn−d
ε ) :

‖Pεu‖H1(Qε) ≤ c2‖u‖H1(Ωn−dε ),

‖∇xPεu‖L2(Qε) ≤ c2‖∇xu‖L2(Ωn−dε ),

∀ u ∈ H1(Ωn−d
ε ) :

‖P̃εu‖H1(Q̃ε)
≤ c3‖u‖H1(Ωn−dε ),

‖∇xP̃εu‖L2(Q̃ε)
≤ c3‖∇xu‖L2(Ωn−dε ).

3.3. Допомiжна iнтегральна тотожнiсть. Нехай ψ0 ∈ H1
] (ω0) є слабким розв’язком

(який можна перiодично продовжити на Υ) такої крайової задачi на комiрцi перiодичнос-
тi ω0:

Lξξ(ψ0) = Θ в ω0,

σξ(ψ0) = ρ на ∂T0,

σξ(ψ0) = 0 на S±,

〈ψ0〉ω0 = 0,
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де

Θ = ρ̂ · |ω0|−1, ρ̂ =

∫
∂T0

ρ dσx.

Для цiєї задачi виконується умова розв’язностi (3.4). Тодi ε-перiодична функцiя ψ0

(x
ε

)
,

x ∈ Ωn−d
ε , є розв’язком такої задачi:

∂xi

(
aεij(x)∂xjψ0

(x
ε

))
= Θ ε−2 в Ωn−d

ε ,

aεij(x)∂xjψ0

(x
ε

)
νi

(x
ε

)
= ρε ε

−1 на Gε,

aεij(x) ∂xjψ0

(x
ε

)
νi

(x
ε

)
= 0 на S±,

ψ0

(x
ε

)
= 0 на Γε.

Домноживши рiвняння задачi на довiльну функцiю ϕ ∈ H1(Ωn−d
ε ), ϕ|Γε = 0 та зiнтегру-

вавши по областi Ωn−d
ε , отримаємо iнтегральну тотожнiсть

Θ ε−1

∫
Ωn−dε

ϕ(x) dx+

∫
Ωn−dε

aεij(x) ∂ξjψ0

(x
ε

)
∂xiϕ(x) dx =

∫
Gε

ρε(x)ϕ(x) dx. (3.5)

Iнтегральну тотожнiсть (3.5) будемо неодноразово використовувати в подальших мiрку-
ваннях.

4. Еквiвалентна та усереднена задачi. Введемо гiльбертовий простiр Hε :=
:=
{
u ∈ H1(Ωn−d

ε ) : u|Γε = 0
}

зi скалярним добутком

〈u, v〉ε :=

∫
Ωn−dε

aεij∂xiu∂xjv dx, u, v ∈ Hε.

Скалярний добуток в L2(Gε, ρε) будемо позначати таким чином:

(u, v)ε :=

∫
Gε

ρεuv dσx, u, v ∈ L2(Gε, ρε).

Покажемо, що задача (3.2) еквiвалентна спектральнiй задачi для деякого самоспряжено-
го, додатного та компактного оператора. Розглянемо задачу

Lε(u
ε) = 0 в Ωn−d

ε ,

σε(u
ε) = ρε ϕε на Gε,

(4.1)
σε(u

ε) = 0 на S±ε ,

uε = 0 на Γε.
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Домноживши рiвняння задачi (4.1) на довiльну функцiю Ψε ∈ Hε та зiнтегрувавши по
Ωn−d
ε , отримаємо тотожнiсть

〈uε,Ψε〉ε = (ϕε, BεΨε)ε ∀Ψε ∈ Hε, (4.2)

де Bε : Hε → L2(Gε, ρε) — оператор слiду.
Означення 4.1. Функцiя uε ∈ Hε називається слабким розв’язком задачi (4.1), якщо

виконується тотожнiсть (4.2).
Означення 4.2. λ(ε) називається власним значенням задачi (3.2), якщо iснує uε ∈ Hε,

uε 6= 0, така, що

〈uε,Ψε〉ε = λ(ε)(Bεu
ε, BεΨε)ε ∀Ψε ∈ Hε.

При цьому uε називається власною функцiєю, що вiдповiдає власному значенню λ(ε).

Позначимо Aε := εBεB
∗
ε , де B∗ε — спряжений оператор до Bε. За твердженням 3.1 Aε

є самоспряженим, додатним та компактним.
Аналогiчно тому, як це було зроблено в [10], можна довести наступне твердження.
Твердження 4.1. Спектральна задача для Aε є еквiвалентною до (3.2).
Таким чином, власнi значення задачi можна впорядкувати таким чином (з урахуван-

ням кратностi):

0 < λ1(ε) < λ2(ε) ≤ λ3(ε) ≤ . . . ≤ λm(ε) ≤ . . . → +∞, m → +∞.

Виберемо вiдповiднi власнi функцiї uεm ∈ Hε так, щоб

(Bεu
ε
m, Bεu

ε
k)ε = εd−1δm,k ∀m, k ∈ N. (4.3)

Аналогiчно тому, як це зроблено в [10], запишемо усереднену до (3.2) задачу

L̂u+ Θλu = 0 в Ω,

u = 0 на ∂Ω,
(4.4)

де

L̂u =
n−d∑
p,q=1

âpq
∂2u

∂xp ∂xq
, âpq =

〈
apq +

n∑
j=1

apj
∂Nq

∂ξj

〉
ω0

, p, q = 1, n− d.

Функцiї Np ∈ H1
] (ω0), p ∈ {1, . . . , n − d}, є розв’язками таких задач на комiрцi перiодич-

ностi:

Lξξ(Np(ξ)) = −∂ξiaip(ξ), ξ ∈ ω0,

σξ(Np(ξ)) = −aip(ξ)νi(ξ), ξ ∈ S± ∪ ∂T0,

〈Np〉ω0 = 0.
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5. Оцiнки на власнi значення.
Твердження 5.1. Для довiльного m ∈ N iснує така додатна стала Cm (незалежна вiд

ε), що

C0 ε ≤ λm(ε) ≤ Cm ε, (5.1)

де C0 — стала, що не залежить вiд m ∈ N та ε.
Доведення. Згiдно з мiнiмаксним принципом маємо

λm(ε) = min
Hm⊂Hε

dimHm=m

max
v∈Hm
v 6=0

Rε(v),

деRε(v) =
〈v, v〉ε
(v, v)ε

. Розглянемо простiрLm,що породженийw1, . . . , wm першими власними

функцiями (ортонормованими в L2(Ω)) задачi

χ2∆w(x′) + λw(x′) = 0, x′ ∈ Ω,

w(x′) = 0, x′ ∈ ∂Ω.
(5.2)

Домножимо рiвняння задачi (5.2) на довiльну функцiю φ ∈ H1
0 (Ω) та зiнтегруємо по Ω:

χ2

∫
Ω

∇w · ∇φdx′ = λ

∫
Ω

wφdx′ ∀φ ∈ H1
0 (Ω). (5.3)

Кожну функцiю з H1
0 (Ω) можна розглядати як таку, що визначена на Qε та є сталою

за змiнними x′′. Тодi її звуження на Ωn−d
ε буде належати Hε. Неважко бачити, що Lm є

пiдпростором Hε та dimLm = m. Тодi з (3.1) та (5.3) отримуємо

λ(ε) ≤ max
v∈Lm

〈v, v〉ε
(v, v)ε

= max
v∈Lm

∫
Ωn−dε

aεij ∂xiv ∂xjv dx∫
Gε

ρε v
2 dσx

≤ max
v∈Lm

χ2

∫
Ωn−dε

(∂xiv)2 dx∫
Gε

ρε v
2 dσx

=

= λ̃ max
v∈Lm

χ2

∫
Ωn−dε

(∂xiv)2 dx∫
Gε

ρε v
2 dσx

≤ λ̃ εd max
v∈Lm

∫
Ω
v2 dx∫

Gε

ρε v
2 dσx

.

Доведемо методом вiд супротивного, що

max
v∈Lm

∫
Ω
v2 dx∫

Gε

ρε v
2 dσx

≤ c · ε1−d.
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Припустимо, що iснують такi пiдпослiдовнiсть {ε′} послiдовностi {ε} (яку знову позначи-
мо через {ε}) та vε ∈ Hm, що

‖vε‖L2(Ω) = 1, lim
ε→0

ε1−d
∫
Gε

ρε v
2
εdσx = 0.

Використавши тотожнiсть (3.5) при ϕ ≡ v2
ε для кожного фiксованого ε, будемо мати

Θ
d∏
i=1

(
h

(i)
− + h

(i)
+

)∫
Ω

v2
ε dx+ ε · ε−d

∫
Ωn−dε

aεij(x) ∂ξjψ0

(x
ε

)
∂xi(v

2
ε) dx = ε · ε−d

∫
Gε

ρεv
2
ε dx.

Пiдiнтегральний вираз у другому iнтегралi в лiвiй частинi є обмеженою функцiєю, тому

ε · ε−d
∫

Ωn−dε

aεij(x) ∂ξjψ0

(x
ε

)
∂xi(v

2
ε) dx → 0, ε → 0.

Права частина прямує до нуля при ε → 0 за введеними припущеннями.
Отже, переходячи до границi при ε → 0 в останнiй тотожностi, отримуємо∫

Ω

v2
ε dx

′ = 0.

Оскiльки послiдовнiсть {vε} є обмеженою в H1
0 (Ω), то можна вибрати таку її пiдпослiдов-

нiсть, що vε → v0 в L2(Ω) при ε → 0. Це означає, що ‖v0‖L2(Ω) = 0. Остання рiвнiсть
суперечить умовi ‖v0‖L2(Ω) = 1. Тому маємо

λ(ε) ≤ cm · ε.

Доведемо, що має мiсце оцiнка C0 ε ≤ λm(ε). Для цього скористаємося нерiвнiстю
(2.7) з [11]. Тодi

λm(ε) ≥ λ1(ε) = min
H1⊂Hε

dimH1=1

max
v∈H1
v 6=0

〈v, v〉ε
(v, v)ε

≥ c ε min
H1⊂Hε

dimH1=1

max
v∈H1
v 6=0

‖v‖2L2(Gε,ρε)

‖v‖2
L2(Gε,ρε)

= C0 ε.

Наведемо деякi твердження, що були доведенi в [11].
Лема 5.1. Iснує лiнiйний оператор Pε : H1(Ωn−d

ε ; Γε) 7→ H1
0 (Ω) такий, що для будь-

якої функцiї u ∈ H1(Ωn−d
ε ; Γε)

‖Pεu‖H1(Ω) ≤ c3ε
− d

2 ‖u‖H1(Ωn−dε ).

Наслiдок 5.1. Нехай для послiдовностi {uε}ε>0 ⊂ H1(Ωn−d
ε ; Γε) виконується нерiв-

нiсть
sup
ε>0
‖uε‖H1(Ωn−dε ;Γε)

≤ c4ε
d
2 .
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Тодi
ε−

d
2 ‖uε − Pεuε‖L2(Ωn−dε ) → 0 при ε → 0.

Використовуючи наведенi твердження, як i в [22], можна довести наступну теорему.
Теорема 5.1. Нехай {λm(ε)}m∈N та {λm}m∈N — впорядкованi послiдовностi власних

чисел задач (3.2) та (4.4) вiдповiдно; {uεm}m∈N — послiдовнiсть вiдповiдних власних функ-
цiй задачi (3.2), що ортонормованi умовою (4.3).

Тодi для довiльного m ∈ N

lim
ε→0

λm(ε)

ε
= λm.

Iснує пiдпослiдовнiсть послiдовностi {ε}, яку знову позначимо через {ε}, така, що
для довiльного m ∈ N

Pεu
ε
m → um слабко в H1

0 (Ω) при ε → 0,

де {um}m∈N — вiдповiднi власнi функцiї задачi (4.4) такi, що

ρ̂

∫
Ω

um uk dx
′ = δm,k, m, k ∈ N.

6. Побудова асимптотичних розвинень. 6.1. Умови симетрiї. У цьому пунктi введемо
додатковi припущення для тонкої областi Ωn−d

ε та коефiцiєнтiв диференцiального опера-
тора Lε. Будемо вважати, що:

S1) ε−1 ∈ N, функцiї h(k)
± , k = 1, d, є парними за кожною змiнною ξ1, . . . , ξn−d;

S2) Ω = {x′ ∈ Rn−d : xi ∈ (0, 1), i = 1, . . . , n− d};
S3) комiрка перiодичностi ω0 є симетричною вiдносно гiперплощин

ξi =
1

2
, i = 1, . . . , n− d;

S4) коефiцiєнти {aij}ni,j=1 оператора Lε задовольняють умови

aij(S
′
βξ) = (−1)δi,β+δj,βaij(ξ) ∀ ξ ∈ Υ ∀β = 1, n− d,

де S′βξ =
(
(−1)δ1,βξ1, . . . , (−1)δn−d,βξn−d, ξn−d+1, . . . , ξn

)
.

Зауваження 6.1. Умови S1 – S4 будемо позначати S(d).
Зауваження 6.2. Уперше описанi вище умови симетрiї з’явились в [1] (гл. 6, § 3). Там

було показано, що умови симетрiї для крайових задач з швидкоосцилюючими коефi-
цiєнтами дозволяють суттєво зменшити об’єм обчислень локальних та усереднених ха-
рактеристик композитного матерiалу.

6.2. Побудова асимптотичних розвинень. За виконання умов симетрiї S(d) усереднена
задача (4.4) набирає вигляду

n−d∑
p=1

âpp
∂2u(x′)

∂x2
p

+ Θλu(x′) = 0, x′ ∈ Ω,

u(x′) = 0, x′ ∈ ∂Ω,

(6.1)
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âpp ≡
〈
app +

∑n

j=1
apj ∂ξjNp

〉
ω0

, Θ = ρ̂ · |ω0|−1.

Неважко перевiрити, що функцiя

vk1...kn−d(x
′) = sin(πk1x1) sin(πk2x2) . . . sin(πkn−dxn−d), x′ ∈ Ω, kp ∈ N,

є власною функцiєю задачi (6.1), а множина попарно ортогональних функцiй
n−d∏
p=1

sin(π kp xp)


kp∈N

є щiльною в L2(Ω). Власнiй функцiї vk1···kn−d вiдповiдає власне значення

λ =
π2

Θ

n−d∑
p=1

k2
p âpp,

кратнiсть якого визначається кiлькiстю точок з координатами з натуральної множини

чисел, що лежать на поверхнi λ =
π2

Θ

∑n−d
p=1 x

2
p âpp. Впорядкуємо власнi значення задачi

(6.1) з урахуванням їхньої кратностi у неспадну послiдовнiсть:

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ . . . ≤ λm ≤ . . . , lim
m→+∞

λm = +∞.

Розглянемо довiльне власне значення λm кратностi r з цiєї послiдовностi, для якого

λm−1 < λm = . . . = λm+r−1 =
π2

Θ

n−d∑
p=1

k2
ps âpp < λm+r, kps ∈ N, s = 1, r.

Власнi функцiї усередненої задачi (6.1), що вiдповiдають λm, позначимо так:

vs(x
′) :=

n−d∏
p=1

sin(πkp,sxp), x′ ∈ Ω, s = 1, r.

Будемо шукати асимптотичнi розвинення для власних функцiй uεm, . . . , u
ε
m+r−1 та влас-

них значень λm(ε), . . . , λm+r−1(ε) задачi (3.2) у виглядi

R(s)
ε (x) := vs(x

′) +
∞∑
q=1

εq
∑
α

N (s,q)
α

(x
ε

)
Dαvs(x

′), (6.2)

Λ(s)
ε := ελm + ε3λ

(s)
3 + ε5λ

(s)
5 + . . . , s = 1, . . . , r, (6.3)

де α = (α1, . . . , αn) — мультиiндекс, αi ∈ {0, 1}, |α| = α1 + . . . + αn, D
α ≡ ∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαnn

,

N
(s,q)
α (ξ), ξ ∈ Υ, — 1-перiодичнi за змiнними ξ′ = (ξ1, . . . , ξn−d) функцiї, що будуть визна-

ченi нижче.
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Дiючи наR(s)
ε диференцiальними операторами рiвняння та крайових умов задачi (3.2),

при кожному фiксованому s ∈ {1, . . . , r} одержуємо

Lε(R
(s)
ε (x)) =

+∞∑
k=−1

εk
∑
α

[
Lξξ

(
N (s,k+2)
α (ξ)

)
+ θα(j)

∂

∂ξi

(
aij(ξ)N

(s,k+1)
µj(α) (ξ)

)
+

+ θα(j)aij(ξ)
∂N

(s,k+1)
µj(α) (ξ)

∂ξi
+ θ̃α(i, j)N

(s,k)
µij(α)(ξ)aij(ξ)

]∣∣∣∣∣
ξ=ε−1x

Dαvs(x
′),

σε(R
(s)
ε (x)) =

∑
α

[
σξ(N

(s,1)
α (ξ)) + θα(j)aij(ξ)N

(s,0)
µj(α)(ξ)νi(ξ)

]∣∣∣
ξ=ε−1x

Dαvs(x
′)+

+
+∞∑
k=1

εk
∑
α

[
σξ(N

(s,k+1)
α (ξ)) + θα(j)aij(ξ)N

(s,k)
µj(α)(ξ)νi(ξ)

]∣∣∣
ξ=ε−1x

Dαvs(x
′).

Пiдставляючи розвинення (6.2), (6.3) при кожному фiксованому s ∈ {1, . . . , r} у рiвняння
та крайовi умови задачi (3.2), роздiляючи швидкi ξ = ε−1x та повiльнi x змiннi, групуючи
доданки при однакових степенях ε, отримуємо рекурентну послiдовнiсть задач для визна-
чення функцiй {N (s,q)

α ∈ H1
] (ω0)}q=0,1,2,...:

LξξN
(s,q+1)
α + M̃ (s,q)

α = 0 в ω0,

σξ

(
N (s,q+1)
α

)
+

n∑
i,j=1

θα(j) aij N
(s,q)
µj(α) νi =

q∑
t=1

λ
(s)
2t−1 ρN

(s,q−t)
α на ∂T0,

(6.4)

σξ

(
N (s,q+1)
α

)
+

n∑
i,j=1

θα(j) aij N
(s,q)
µj(α) νi = 0 на S±,

∫
∂T0

ρN (s,q+1)
α dσξ = 0,

де

M̃ (s,q)
α =

n∑
i,j=1

[
θα(j) ∂ξi

(
aijN

(s,q)
µj(α)

)
+ θα(j)aij ∂ξiN

(s,q)
µj(α) + θ̃α(i, j)aijN

(s,q−1)
µij(α)

]
,

µj(α) = (α1, α2, . . . , αj−1, 1− αj , αj+1, . . . , αn−1, αn),

µij(α) = µi(µj(α)), θα(j) = (− (πkjs)
2)1−αj , θ̃α(i, j) = θα(j) θµi(α)(j).

Зауваження 6.3. Вважаємо, що для всiх ξ ∈ Υ N
(s,0)
α (ξ) = 0, якщо |α| = 1, i N (s,0)

α (ξ) =

= 1, якщо |α| = 0, N
(s,−1)
α (ξ) = 0.
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При q = 0 маємо крайову задачу

LξξN
(s,1)
α + θα(j)

∂

∂ξi

(
aij(ξ)N

(s,0)
µj(α)(ξ)

)
= 0 в ω0,

σξ

(
N (s,1)
α

)
+

n∑
i,j=1

θα(j) aij N
(s,0)
µj(α) νi = 0 на ∂T0 ∪ S±, (6.5)

∫
∂T0

ρN (s,1)
α dσξ = 0.

Очевидно, що умова розв’язностi (3.4) для задачi (6.5) виконується. Застосовуючи умову
розв’язностi до задач (6.4) i використовуючи лему 3.2, отримуємо наступне твердження.

Лема 6.1. При кожному фiксованому s ∈ {1, . . . , r}функцiї {N (s,q)
α } однозначно визна-

чаються з рекурентної послiдовностi задач (6.4) тодi i лише тодi, коли для кожного
непарного числа q ∈ N

λ(s)
q = Θ−1

n∑
i,j=1

〈
(πkis)

2 aij
∂

∂ξi

(
N

(s,q)
µj([0])

)
− θ̃[0](i, j) aij N

(s,q−1)
µj([0])

〉
ω0

,

де [0] := (0, . . . , 0), Θ = ρ̂ |ω0|−1.

Крiм того, для довiльного мультиiндексу α та довiльного q ∈ N

N (s,q)
α ≡ 0, якщо |α|+ q — непарне число,

N (s,q)
α (S′βξ) = (−1)δα(β)N (s,q)

α (ξ) ∀ ξ ∈ Υ ∀β = 1, . . . , n− d,

де δα(β) := δα1,β + δ2α2,β + . . .+ δ(n−d)αn−d,β.

6.3. Обґрунтування побудованих розвинень. Для довiльного непарного p ∈ N i кожно-
го фiксованого s ∈ {1, . . . , r} розглянемо частковi суми асимптотичних рядiв (6.2), (6.3):

R(s)
ε,p(x) =

p∑
k=0

εk
∑
α

N (s,k)
α (ξ)Dαvs(x

′), x ∈ Ωn−d
ε , Λ(s)

ε,p =

p∑
k=0

εkλ
(s)
k .

Дiючи на R(s)
ε,p та Λ

(s)
ε,p диференцiальними операторами рiвняння та крайових умов задачi

(3.2), при кожному фiксованому s ∈ {1, . . . , r} маємо

Lε(R
(s)
ε,p(x)) =

+∞∑
k=−1

εk
∑
α

[
Lξξ

(
N (s,k+2)
α (ξ)

)
+ M̃ (s,k+1)

α (ξ)
]

+ εp−1F
(s)
1 (x), x ∈ Ωn−d

ε ,

де

F
(s)
1 (x) =

∑
α

[
M̃ (s,p)
α (ξ) + ε θ̃α(i, j)aij(ξ)N

(s,p)
α (ξ)

]∣∣∣
ξ=ε−1x

Dαvs(x
′),
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σε(R
(s)
ε (x)) =

∑
α

[
σξ(N

(s,1)
α (ξ)) + θα(j)aij(ξ)N

(s,0)
µj(α)(ξ)νi(ξ)

]∣∣∣
ξ=ε−1x

Dαvs(x
′)+

+

+∞∑
k=1

εk
∑
α

[
σξ(N

(s,k+1)
α (ξ)) + θα(j)aij(ξ)N

(s,k)
µj(α)(ξ)νi(ξ)

]∣∣∣
ξ=ε−1x

Dαvs(x
′)+

+ εpF
(s)
2 (x), x ∈ S± ∪Gε,

F
(s)
2 (x) =

∑
α

aij(ξ)θα(j)N
(s,p)
µj(α)(ξ)νi(ξ)

∣∣∣
ξ=ε−1x

Dαvs(x
′).

З леми 6.1 випливає, що R(s)
ε,p(x) = 0 при x ∈ Γε.

Використовуючи оцiнки для слiдiв на S±ε функцiй з H1(Ωn−d
ε ) та тотожнiсть (3.5),

отримуємо наступне твердження.
Лема 6.2. Для кожного фiксованого s ∈ {1, . . . , r} справджуються оцiнки∥∥∥F (s)

1

∥∥∥
L2(Ωn−dε )

≤ c1ε
d
2 ,

∥∥∥F (s)
2

∥∥∥
L2(S±ε )

≤ c2 ε
d
2
− 1

2 ,

∥∥∥F (s)
2

∥∥∥
L2(Gε)

≤ c3 ε
d
2
− 1

2 .

Таким чином, R(s)
ε,p задовольняє задачу

Lε(R
(s)
ε,p(x)) = εp−1 F

(s)
1 (x), x ∈ Ωn−d

ε ,

σε(R
(s)
ε,p(x)) = ρε Λ(s)

ε,pR
(s)
ε,p(x) + εp F

(s)
2 (x), x ∈ Gε,

(6.6)

σε(R
(s)
ε,p(x)) = εp F

(s)
2 (x), x ∈ S±ε ,

R(s)
ε,p(x) = 0, x ∈ Γε.

Позначимо Λ̃
(s)
ε,p = ε−1Λ

(s)
ε,p. Припустимо, що асимптотичнi ряди Λ̃

(s)
ε,p, s = 1, r, розпа-

даються на k серiй. Тобто iснує число l таке, що для довiльного непарного p ≥ l при
достатньо малих ε

Λ̃(1)
ε,p = . . . = Λ̃(r1)

ε,p < Λ̃(r1+1)
ε,p = . . . = Λ̃(r1+r2)

ε,p < . . . < Λ̃
(r1+...+rk−1+1)
ε,p = . . . = Λ̃(r)

ε,p. (6.7)

Тут r0 = 0, r1 + . . .+ rk = r, τi,t = r1 + . . .+ ri−1 + t, i ∈ {1, . . . , k}.
Зауваження 6.4. Для довiльних i, h ∈ {1, . . . , k}, i 6= h, та достатньо малих ε∣∣∣∣[Λ̃(h)

ε,p

]−1
−
[
Λ̃(i)
ε,p

]−1
∣∣∣∣ ≥ c εl. (6.8)
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Теорема 6.1. Нехай λm — r-кратне власне значення усередненої задачi (6.1), R(s)
ε,p та

Λ
(s)
ε,p — формальнi асимптотичнi ряди (6.2) та (6.3) вiдповiдно, причому

{
Λ̃

(s)
ε,p

}r
s=1

роз-

падаються на k серiй (6.7).
Тодi для довiльного непарного p ∈ N та довiльних i ∈ {1, . . . , k}, t ∈ {1, . . . , ri} при

достатньо малих значеннях ε мають мiсце асимптотичнi оцiнки∣∣∣Λ̃(τi,1)
ε,p − ε−1λm+τi,t−1(ε)

∣∣∣ ≤ c1ε
p+1, (6.9)∥∥∥R(τi,t)

ε,p − ũε
∥∥∥
H1(Ωn−dε )

≤ c2ε
p+ d

2 , (6.10)

де функцiя ũε є лiнiйною комбiнацiєю власних функцiй {uεm+r1+...+ri−1
, . . . , uεm+r1+...+ri−1}

задачi (3.2), якi ортонормованi умовами (4.3).
Якщо для деякої серiї ri = 1, то визначена стала dε,p є такою, що∥∥∥R(τi,1)

ε,p − γp(ε)uεm+r1+...+ri−1

∥∥∥
H1(Ωn−dε )

≤ c3ε
p+ d

2 ,

де γp(ε) = ε
1
2
− d

2 ‖R(τi,1)
ε,p ‖L2(Gε,ρε).

Доведення. Розглянемо довiльне p > l + 1. Нехай ϕ
(s)
ε ∈ Hε є слабким розв’язком

задачi

Lε(ϕ
(s)
ε (x)) = εp−1 F

(s)
1 (x), x ∈ Ωn−d

ε ,

σε(ϕ
(s)
ε (x)) = εp F

(s)
2 (x), x ∈ Gε ∪ S±ε .

(6.11)

Використовуючи апрiорнi оцiнки для розв’язкiв крайових елiптичних задач у тонких пер-
форованих областях, маємо ∥∥∥ϕ(s)

ε

∥∥∥
Hε
≤ c ε

d
2

+p−1. (6.12)

Вiднiмаючи вiд (6.6) задачу (6.11), отримуємо

Lε(R
(s)
ε,p(x)− ϕ(s)

ε (x)) = 0, x ∈ Ωn−d
ε ,

σε(R
(s)
ε,p(x)− ϕ(s)

ε (x)) = ρε(x) Λ(s)
ε,pR

(s)
ε,p(x), x ∈ Gε,

(6.13)

σε(R
(s)
ε,p(x)− ϕ(s)

ε (x)) = 0, x ∈ S±ε ,

R(s)
ε,p(x)− ϕ(s)

ε (x) = 0, x ∈ Γε.

Використовуючи означення оператора Aε ≡ εBεB
∗
ε : L2(Gε, ρε) → L2(Gε, ρε), для кож-

ного фiксованого s ∈ {1, . . . , r} отримуємо операторну рiвнiсть, що еквiвалентна зада-
чi (6.13):

R(s)
ε,p − ϕ(s)

ε = Λ̃(s)
ε,pAε

(
R(s)
ε,p

)
, s ∈ {1, . . . , r}. (6.14)
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Зауваження 6.5. Тут i далi будемо писати R(s)
ε,p, ϕ

(s)
ε , зокрема, в сенсi слiду на Gε.

Для часткових сум мають мiсце такi оцiнки:

0 < c1 ≤ Λ̃(s)
ε,p ≤ c2, (6.15)

c3 ε
d
2
− 1

2 ≤
∥∥∥R(s)

ε,p

∥∥∥
L2(Gε,ρε)

≤ c4 ε
d
2
− 1

2 . (6.16)

Зокрема, остання нерiвнiсть випливає з тотожностi (3.5). Роздiливши рiвнiсть (6.14) на
‖R(s)

ε,p‖L2(Gε,ρε) та врахувавши оцiнки (6.12), (6.16) та тотожнiсть (3.5), отримаємо нерiв-
нiсть ∥∥∥∥Aε (w(s)

ε,p

)
−
[
Λ̃(s)
ε,p

]−1
w(s)
ε,p

∥∥∥∥
L2(Gε,ρε)

≤ c εp−1 =: βp(ε). (6.17)

Розглянемо iнтервали

I0 = {µ ∈ R : |µ− λ−1
m | < δ},

I(i)
p =

{
µ ∈ R :

∣∣∣∣µ− [Λ̃(τi,1)
ε,p

]−1
∣∣∣∣ < βp(ε)

}
,

де δ =
1

4
min

{
(λm−1)−1 − (λm)−1; (λm)−1 − (λm+r)

−1
}
. Для достатньо малого ε справед-

ливими є наступнi твердження:
M1. В I0 знаходяться лише власнi значення оператора Aε:

ε

λm+r−1(ε)
≤ ε

λm+r−2(ε)
≤ . . . ≤ ε

λm(ε)
.

Це випливає з теореми 5.1.
M2. I(i)

p (ε) ⊂ I0 ∀i = 1, k, I
(i)
p (ε) ∩ I(j)

p (ε), i 6= j, I
(i)
p (ε) знаходиться справа вiд I(i+1)

p (ε)
на дiйснiй осi.

M3. I(i)
p+2(ε) ⊂ I

(i)
p (ε) ∀i = 1, k. Це випливає з (6.15) та того, що∣∣∣∣[Λ̃(s)

ε,p

]−1
−
[
Λ̃

(s)
ε,p+2

]−1
∣∣∣∣ ≤ cεp+1.

M4. I(i)
p (ε) мiстить власнi значення оператора Aε. Це випливає з леми 3.1 та (6.17).

Доведемо, що для достатньо малих ε

ε

λm+τi,t−1(ε)
∈ I(i)

p (ε) ∀i = 1, k ∀t = 1, ri, (6.18)

звiдки можемо отримати (6.9).
У випадку, коли ri = 1 ∀i = 1, k, включення (6.18) випливають автоматично з твер-

джень M1 –M4. Припустимо, що ri > 1 для деякого i = 1, k. Без обмеження загальностi
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можемо вважати, що r1 > 1. Припустимо, що кiлькiсть власних значень оператора Aε,
що потрапляють в I(1)

p , є меншою за r1. В лемi 3.1 виберемо d = d(ε) так, щоб

d(ε) > βp+2(ε), εp+1 d−1(ε) = O(ε), ε → 0.

Тодi кiлькiсть власних значень Aε, що потрапляють в iнтервал{
µ ∈ R :

∣∣∣∣µ− [Λ̃(τi,1)
ε,p

]−1
∣∣∣∣ < d(ε)

}
,

також буде меншою за r1. Крiм того, з леми 3.1 випливає, що∥∥∥w(s)
p+2 − ũε

∥∥∥
L2(Gε,ρε)

≤ c ε, s = 1, r1, (6.19)

де ũε =
∑r′1

t=1 αst(ε)u
ε
m+t−1, r

′
1 < r1, ‖ũε‖L2(Gε,ρε) = 1.

З (6.16) отримуємо

∥∥∥w(s)
ε,p+2 − ũε

∥∥∥2

L2(Gε,ρε)
≥ c ε1−d

∥∥∥∥∥∥R(s)
ε,p+2 −

r′1∑
t=1

α̃st(ε)u
ε
m+t−1

∥∥∥∥∥∥
2

L2(Gε,ρε)

,

де α̃st(ε) =
∥∥∥R(s)

ε,p+2

∥∥∥
L2(Gε,ρε)

αst(ε). На пiдставi (4.3) маємо

1 = ‖ũε‖2L2(Gε,ρε)
=

r′1∑
t=1

α2
st(ε)‖uεm+t−1‖2L2(Gε,ρε)

= εd−1

r′1∑
t=1

α2
st(ε) =

= εd−1

r′1∑
t=1

α̃ 2
st(ε)

∥∥∥R(s)
ε,p+2

∥∥∥−2

L2(Gε,ρε)
,

звiдки
∑r′1

t=1 α̃
2
st(ε) = ε1−d

∥∥∥R(s)
ε,p+2

∥∥∥2

L2(Gε,ρε)
, i на пiдставi (6.16) отримуємо

c0 ≤
r′1∑
t=1

α̃ 2
st(ε) ≤ c1.

Це означає, що α̃ 2
st(ε) → α̂st ∀s = 1, r1 ∀t = 1, r′1.

Таким чином, використовуючи тотожнiсть (3.5), з (6.19) одержуємо

Θ ε−d

∥∥∥∥∥∥R(s)
ε,p+2 −

r′1∑
t=1

α̃st(ε)u
ε
m+t−1

∥∥∥∥∥∥
2

L2(Ωn−dε )

+ c1 ε
1−d

∫
Ωn−dε

aεij(x) ∂ξjψ0

(x
ε

)
∂xi×

×

R(s)
ε,p+2 −

r′1∑
t=1

α̃st(ε)u
ε
m+t−1

2

dx ≤ c2 ε.
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Модуль другого доданка в лiвiй частинi цiєї нерiвностi не перевищує c ε i тому, переходячи
до границi при ε → 0, отримуємо∥∥∥∥∥∥vs −

r′1∑
t=1

α̂st um+t−1

∥∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

= 0 ∀s ∈ {1, . . . , r1}.

Прийшли до суперечностi: r1 лiнiйно незалежних функцiй вираженi через лiнiйну комбi-
нацiю лiнiйно незалежних функцiй, кiлькiсть яких є меншою за r1.

В iнтервал I(1)
p (ε) при достатньо малих ε не може потрапляти бiльш нiж r1 власних зна-

чень оператора Aε, оскiльки в деякому з iнтервалiв I(2)
p (ε), . . . , I

(k)
p (ε), наприклад I(2)

p (ε),
опиниться менш нiж r2 власних значень оператора Aε. А цього, як показано вище, не
може бути.

Отже, мають мiсце включення (6.18), тобто∣∣∣∣ ε

λm+τi,t−1(ε)
−
[
Λ̃

(τi,1)
ε,p

]−1
∣∣∣∣ ≤ c εp−1 ∀i = 1, k ∀t = 1, ri.

Використовуючи твердження 5.1 та (6.15), отримуємо∣∣∣Λ̃(τi,1)
ε,p − ε−1λm+τi,t−1(ε)

∣∣∣ ≤ c1ε
p−1,

звiдки ∣∣∣Λ̃(τi,1)
ε,p−2 − ε

−1λm+τi,t−1(ε)
∣∣∣ ≤ c1ε

p−1,

що i доводить нерiвнiсть (6.9).
Доведемо нерiвнiсть (6.10). Враховуючи нерiвнiсть (6.8) та те, що p > l + 1, можемо

вибрати сталу d(ε) в лемi 3.1 так, щоб d(ε) = cεl > βp(ε) та iнтервали{
µ ∈ R :

∣∣∣∣µ− [Λ̃(τi,1)
ε,p

]−1
∣∣∣∣ < d(ε)

}
, i = 1, k,

були попарно неперетинними. Тодi, враховуючи включення (6.18) та друге твердження
леми 3.1, для достатньо малих ε та довiльних i ∈ {1, . . . , k} i t ∈ {1, . . . , ri} маємо∥∥∥w(τi,t)

ε,p − uε
∥∥∥
L2(Gε,ρε)

≤ c εp−1−l,

де uε =
∑ri

q=1 ατi,qτi,t(ε)u
ε
m+τt,i−1, ‖uε‖L2(Gε,ρε) = 1. Використовуючи нерiвностi (6.16),

отримуємо

ε
1
2
− d

2

∥∥∥R(τi,t)
ε,p − ũε

∥∥∥
L2(Gε,ρε)

≤ c εp−1−l, (6.20)

де ũε =
∑ri

q=1 α̃τi,qτi,t(ε)u
ε
m+τt,i−1, α̃τi,qτi,t(ε) =

∥∥∥R(τi,t)
ε,p

∥∥∥
L2(Gε,ρε)

ατi,qτi,t(ε). Аналогiчно по-

переднiм мiркуванням

ri∑
q=1

α̃ 2
τi,qτi,t(ε) = ε1−d

∥∥∥R(τi,t)
ε,p

∥∥∥2

L2(Gε,ρε)
, c0 ≤

r′1∑
t=1

α̃ 2
τi,qτi,t(ε) ≤ c1.
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З нерiвностi (6.20) отримаємо

ε
1
2

∥∥∥R(τi,t)
ε,p−l−1 − ũε

∥∥∥
L2(Gε,ρε)

≤ c εp−1−l+ d
2 . (6.21)

Оцiнимо тепер (R
(τi,t)
ε,p − ũε) у просторi H1(Ωn−d

ε ). Розглянемо функцiю

U
(τi,t)
ε,p = R

(τi,t)
ε,p − ũε − ϕ

(τi,t)
ε .

Неважко бачити, що U (τi,t)
ε,p задовольняє задачу

Lε(U
(τi,t)
ε,p (x)) = 0, x ∈ Ωn−d

ε ,

σε(U
(τi,t)
ε,p (x)) = ε ρε(x)W

(τi,t)
ε,p (x), x ∈ Gε,

σε(U
(τi,t)
ε,p (x)) = 0, x ∈ S±ε ,

U
(τi,t)
ε,p (x) = 0, x ∈ Γε,

деW (τi,t)
ε,p = Λ̃

(τi,t)
ε,p R

(τi,t)
ε,p −ε−1

∑ri
q=1 α̃τi,qτi,t(ε)u

ε
m+τt,i−1.Використовуючи оцiнки для розв’яз-

кiв елiптичних крайових задач у тонких перфорованих областях, нерiвностi (6.15), (6.21),
(5.1), а також (4.3), отримуємо ∥∥∥U (τi,t)

ε,p

∥∥∥
H1(Ωn−dε )

≤ c εp+
d
2 .

На пiдставi нерiвностi (6.12) одержуємо∥∥∥R(τi,t)
ε,p − ũε

∥∥∥
H1(Ωn−dε )

≤
∥∥∥U (τi,t)

ε,p

∥∥∥
H1(Ωn−dε )

+
∥∥∥ϕ(τi,t)

ε

∥∥∥
H1(Ωn−dε )

≤ c εp−1+ d
2 ,

звiдки ∥∥∥R(τi,t)
ε,p−1 − ũε

∥∥∥
H1(Ωn−dε )

≤ c εp−1+ d
2 ,

що й доводить нерiвнiсть (6.10).
Теорему доведено.
Наслiдок 6.1. У випадку, коли асимптотичнi ряди Λ̃

(s)
ε,p, s = 1, r, розпадаються на r

серiй, тобто
Λ̃(1)
ε,p < Λ̃(2)

ε,p < . . . < Λ̃(r)
ε,p,

оцiнки (6.9) та (6.10) мають вигляд∣∣∣Λ̃(s)
ε,p − ε−1λm+s−1(ε)

∣∣∣ ≤ c1ε
p+1,∥∥∥R(s)

ε,p − α(s)
p (ε)uεm+s−1

∥∥∥
H1(Ωn−dε )

≤ c2ε
p+ d

2 ,
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де α(s)
p (ε) = ε

1
2
− d

2 ‖R(s)
ε,p‖L2(Gε,ρε), {λm+s−1(ε)}rs=1 ,

{
uεm+s−1

}r
s=1

— власнi значення та вiд-
повiднi власнi функцiї задачi (3.2).

Наслiдок 6.2. З оцiнки (6.9) випливає нерiвнiсть

|λm − ε−1λm(ε)| ≤ cmε
2 ∀m ∈ N,

де λm(ε) та λm — власнi значення задач (3.2) та (6.1) вiдповiдно.
Зауваження 6.6. На пiдставi отриманих результатiв та результатiв [11, 22] можна по-

рiвняти асимптотичну поведiнку власних значень спектральних задач Неймана, Дiрiхле
та Стєклова в тонких перфорованих областях з швидкозмiнною товщиною та рiзною
граничною розмiрнiстю (де типи крайових умов задано на межах порожнин Gε):

задача Неймана: limε→0 λm(ε) = λm;
задача Дiрiхле: λm(ε) ∼ ε−2Λ∗ + λm, ε → 0;

задача Стєклова: limε→0
λm(ε)

ε
= λm.
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