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Under the assumption that a degenerate system that is defined on the product of a torus and a Euclidean
space can be reduced to a central canonical form and the corresponding homogeneous nondegenerate
system is exponentially dichotomous on the half-axes, we find a necessary and sufficient condition for the
degenerate linear system to have a unique invariant torus. We also find conditions for preservation of an
asymptotically stable invariant toroidal manifold of a degenerate linear extension of a dynamical system
on a torus under small perturbations on a set of nonwandering points.

При предположении, что вырожденная система, определенная на прямом произведении тора
и евклидового пространства, сводится к центральной канонической форме, а соответствую-
щая однородная невырожденная система экспоненциально дихотомична на полуосях, получено
необходимое и достаточное условие существования единственного инвариантного тора выро-
жденной линейной системы. Установлены условия сохранения асимптотически устойчивого
инвариантного тороидального многообразия вырожденного линейного расширения динамиче-
ской системы на торе при малых возмущениях на множестве неблуждающих точек.

1. Вступ. Вiдомо, що рiзноманiтнi задачi теорiї керування, радiофiзики, математичної
економiки, лiнiйного програмування моделюються системами диференцiальних рiвнянь
з виродженою матрицею при похiднiй, наявнiсть якої суттєво ускладнює знаходження
розв’язкiв. Важливу роль в теорiї таких систем вiдiграє поняття центральної канонiчної
форми, яке вперше було введено у працi С. Кемпбелла та Л. Петцольда [1], а в подаль-
ших дослiдженнях А. М. Самойленка, М. I. Шкiля, В. П. Яковця [2], В. Ф. Чистякова,
А. А. Щеглової [3] було знайдено достатнi умови звiдностi до неї. З огляду на цi результа-
ти з’ясуємо умови iснування iнварiантного тора виродженого лiнiйного розширення дина-
мiчних систем у припущеннi, що дану систему зведено до центральної канонiчної форми.

2. Постановка задачi. Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь в центральнiй ка-
нонiчнiй формi вигляду

dϕ

dt
= a(ϕ),

[
En−s 0

0 I

]
dx

dt
=

[
M(ϕ) 0

0 Es

]
x+ f(ϕ), (1)

де ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm) ∈ Tm, a(ϕ) ∈ C1(Tm), M(ϕ) ∈ C1(Tm), f(ϕ) ∈ C(Tm), En−s, Es —
одиничнi матрицi (n− s)- та s-го порядку вiдповiдно, x = col (x1, . . . , xn) ∈ Rn, I — квазi-
дiагональна матриця.

З’ясуємо структуру загального розв’язку системи (1). Позначимо x = col (x1, x2), де
x1(t, ϕ), x2(t, ϕ) — вiдповiдно (n−s)- та s-вимiрнi вектори. При цьому система (1) розщеп-
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218 Ю. Ю. КОРОЛЬ

люється на три незалежних рiвняння

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx1
dt

= M(ϕ)x1 + f (1)(ϕ), (2)

I
dx2
dt

= x2 + f (2)(ϕ),

де f (1)(ϕ) − (n − s)-вимiрний вектор, елементами якого є першi n − s елементiв вектора
f(ϕ); f (2)(ϕ)− s-вимiрний вектор, елементами якого є останнi s елементiв вектора f(ϕ).

Нехай X(t, ϕ) — фундаментальна матриця системи рiвнянь

dx1
dt

= M(ϕt(ϕ))x1, (3)

a Y (t, ϕ) — фундаментальна матриця спряженої з нею системи

dx1
dt

= −M>(ϕt(ϕ))x1. (4)

Загальний розв’язок другого з рiвнянь (2) має вигляд

x1(t, ϕ) = X(t, ϕ)ξ +

t∫
0

X(t, ϕ)Y >(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ. (5)

Розв’язок третього з рiвнянь (2) можна знайти методом, наведеним у [4], i вiн буде мати
вигляд

x2(t, ϕ) = −
l−1∑
k=0

Ik
dkf (2)(ϕt(ϕ))

dtk
. (6)

Об’єднавши розв’язки (5) та (6), загальний розв’язок системи (1) запишемо у виглядi

x(t, ϕ) =


X(t, ϕ)ξ +

∫ t

0
X(t, τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ

−
l−1∑
k=0

Ik
dkf (2)(ϕt(ϕ))

dtk

 ,

де X(t, τ, ϕ) = X(t, ϕ)Y >(τ, ϕ), a ξ — (n− s)-вимiрний сталий вектор.
3. Обмеженi на всiй осi розв’язки. Знайдемо умови iснування розв’язкiв системи (1),

обмежених на всiй осi, у припущеннi, що лiнiйна однорiдна система (3) експоненцiально
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дихотомiчна на пiвосях R+ i R− з проекторами C+(ϕ) та C−(ϕ)(C2
±(ϕ) = C±(ϕ)) вiдповiд-

но. Це, в свою чергу, означає, що виконуються нерiвностi

‖X(t, ϕ)C+(ϕ)Y >(τ, ϕ)‖ ≤ K1 exp−α1(t−τ), t ≥ τ,

‖X(t, ϕ)(I − C+(ϕ))Y >(τ, ϕ)‖ ≤ K1 exp−α1(τ−t), τ ≥ t, t, τ ∈ R+,
(7)

‖X(t, ϕ)C−(ϕ)Y >(τ, ϕ)‖ ≤ K2 exp−α2(t−τ), t ≥ τ,

‖X(t, ϕ)(I − C−(ϕ))Y >(τ, ϕ)‖ ≤ K2 exp−α2(τ−t), τ ≥ t, t, τ ∈ R−.

Згiдно з результатами [5], загальний розв’язок системи (1), обмежений на пiвосях R+

та R−, має вигляд

x(t, ϕ, ξ) =





X(t, ϕ)C+(ϕ)ξ+

+

∫ t

0
X(t, τ, ϕ)C+(ϕτ (ϕ))f (1)(ϕτ (ϕ))dτ−

−
∫ ∞
t

X(t, τ, ϕ)(I − C+(ϕτ (ϕ)))f (1)(ϕτ (ϕ))dτ−

−r(ϕt(ϕ))


, t ≥ 0,



X(t, ϕ)(I − C−(ϕ))ξ+

+

∫ t

−∞
X(t, τ, ϕ)C−(ϕτ (ϕ))f (1)(ϕτ (ϕ))dτ−

−
∫ 0

t
X(t, τ, ϕ)(I − C−(ϕτ (ϕ)))f (1)(ϕτ (ϕ))dτ−

−r(ϕt(ϕ))


, t ≤ 0,

(8)

де

C+(ϕτ (ϕ)) = X(τ, ϕ)C+(ϕ)Y >(τ, ϕ), C−(ϕτ (ϕ)) = X(τ, ϕ)C−(ϕ)Y >(τ, ϕ). (9)

Розв’язок (8) буде обмеженим на всiй осi тодi i тiльки тодi, коли

x(0+, ϕ, ξ)− x(0−, ϕ, ξ) = 0,

тобто якщо векторна стала ξ = ξ(ϕ) ∈ Rn−s задовольняє алгебраїчну систему, отриману
з (8) при t = 0 :

D(ϕ)ξ =

0∫
−∞

C−(ϕ)Y >(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ +

∞∫
0

(I − C+(ϕ))Y >(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ, (10)

де D(ϕ) = C+(ϕ) − (I − C−(ϕ)) — ((n − s) × (n − s))-вимiрна матриця. Ця алгебраїчна
система розв’язна тодi i тiльки тодi, коли виконується умова ортогональностi

PD>(ϕ)


0∫

−∞

C−(ϕ)Y >(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ +

∞∫
0

(I − C+(ϕ))Y >(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ

≡ 0,

(11)
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Тут PD>(ϕ) — ((n − s) × (n − s))-вимiрна матриця, яка є ортопроектором до D>(ϕ). Тодi
загальний розв’язок системи (1), обмежений на R, має вигляд (8), де стала ξ = ξ(ϕ) ∈
∈ Rn−s визначається з системи (10) таким чином:

ξ = PD(ϕ)c+D+(ϕ)


0∫

−∞

C−(ϕ)Y >(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ+

+

∞∫
0

(I − C+(ϕ))Y >(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ

 , c = c(ϕ) ∈ Rn−s.

Тут D+(ϕ) — псевдообернена по Муру – Пенроузу матриця [6, 7] до матрицi D(ϕ).
Пiдставляючи сталу ξ у (8) отримуємо загальний розв’язок системи (1), обмежений на

всiй осi, у виглядi

x(t, ϕ, ξ) =





X(t, ϕ)C+(ϕ)PD(ϕ)c+

+

∫ t

0
X(t, τ, ϕ)C+(ϕτ (ϕ))f (1)(ϕτ (ϕ))dτ−

−
∫ ∞
t

X(t, τ, ϕ)(I − C+(ϕτ (ϕ)))f (1)(ϕτ (ϕ))dτ+

+X(t, ϕ)C+(ϕ)D+(ϕ)×

×
{∫ 0

−∞
C−(ϕ)Y >(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ+

+

∫ ∞
0

(I − C+(ϕ))Y >(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ

}
−

−r(ϕt(ϕ))



, t ≥ 0,



X(t, ϕ)(I − C−(ϕ))PD(ϕ)c+

+

∫ t

−∞
X(t, τ, ϕ)C−(ϕτ (ϕ))f (1)(ϕτ (ϕ))dτ−

−
∫ 0

t
X(t, τ, ϕ)(I − C−(ϕτ (ϕ)))f (1)(ϕτ (ϕ))dτ+

+X(t, ϕ)(I − C−(ϕ))D+(ϕ)×

×
{∫ 0

−∞
C−(ϕ)Y >(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ+

+

∫ ∞
0

(I − C+(ϕ))Y >(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ

}
−

−r(ϕt(ϕ))



, t ≤ 0.

(12)

Оскiльки PD>(ϕ)D(ϕ) = 0, то PD>(ϕ)C−(ϕ) = PD>(ϕ)(I − C+(ϕ)). Тодi необхiдна i
достатня умова iснування розв’язку системи (1) набирає вигляду

PD>(ϕ)

+∞∫
−∞

C−(ϕ)Y >(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ ≡ 0. (13)
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Враховуючи те, що

[C+(ϕ)− (I − C−(ϕ))]D+(ϕ) = I − PD>(ϕ),

отримуємо
C+(ϕ)D+(ϕ) {. . . } − I {. . . } = (I − C−(ϕ))D+(ϕ) {. . . } ,

оскiльки має мiсце умова (11), {. . . }— вираз у (11).
Далi, оскiльки D(ϕ)PD(ϕ) = [C+(ϕ)− (I − C−(ϕ))]PD(ϕ) = 0, то

C+(ϕ)PD(ϕ) = (I − C−(ϕ)PD(ϕ)).

Розглянемо випадок, коли однорiдна система (3) не має нетривiальних обмежених на
всiй осi розв’язкiв, тобто виконується умова

C+(ϕ)PD(ϕ) = (I − C−(ϕ))PD(ϕ) = 0.

Тодi розв’язок (12) набере вигляду

x(t, ϕ) =





∫ t

0
X(t, τ, ϕ)C+(ϕτ (ϕ))f (1)(ϕτ (ϕ))dτ−

−
∫ ∞
t

X(t, τ, ϕ)(I − C+(ϕτ (ϕ)))f (1)(ϕτ (ϕ))dτ+

+X(t, ϕ)C+(ϕ)D+(ϕ)×

×
{∫ 0

−∞
C−(ϕ)Y >(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ+

+

∫ ∞
0

(I − C+(ϕ))Y >(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ

}
−

−r(ϕt(ϕ))


, t ≥ 0,



∫ t

−∞
X(t, τ, ϕ)C−(ϕτ (ϕ))f (1)(ϕτ (ϕ))dτ−

−
∫ 0

t
X(t, τ, ϕ)(I − C−(ϕτ (ϕ)))f (1)(ϕτ (ϕ))dτ+

+X(t, ϕ)(C+(ϕ)D+(ϕ)− I)×

×
{∫ 0

−∞
C−(ϕ)Y >(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ+

+

∫ ∞
0

(I − C+(ϕ))Y >(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ

}
−

−r(ϕt(ϕ))


, t ≤ 0.

(14)

4. Умови iснування iнварiантного тора. Покажемо, що вираз

x(0, ϕ) = u(ϕ) =

 ∫ ∞−∞G0(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ

−r(ϕ)

 ,
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де

G0(τ, ϕ) =


C+(ϕ)D+(ϕ)C−(ϕ)Y >(τ, ϕ), τ < 0,

(C+(ϕ)D+(ϕ)− I)(I − C+(ϕ))Y >(τ, ϕ), τ ≥ 0,
(15)

отриманий iз (14) при t = 0, визначає при будь-якому ϕ ∈ Tm iнварiантний тор системи
(1). Як було показано, при виконаннi умови (13) система (1) має обмежений на R розв’я-
зок вигляду (14) при фiксованому ϕ ∈ Tm. Покажемо, що умова (13) на розв’язках ϕt(ϕ)
вiдповiдної задачi Кошi визначає iнварiантну множину. Для цього виконаємо замiну ϕ на
ϕt(ϕ) i покажемо, що умова (13) має мiсце для будь-яких t ∈ R i ϕ ∈ Tm. Враховуючи
спiввiдношення (9) i те, що рiвностi

X(t, τ, ϕs(ϕ)) = X(t+ s, τ + s, ϕ), X(t, τ, ϕ)X(τ, s, ϕ) = X(t, s, ϕ),

(X(t, τ, ϕ))−1 = X(τ, t, ϕ), ϕt(ϕs(ϕ)) = ϕt+s(ϕ)
(16)

справджуються для всiх t, τ, s ∈ R, ϕ ∈ Tm, для матрицi D(ϕ) отримуємо рiвнiсть

D(ϕt(ϕ)) = X(t, ϕ)D(ϕ)Y >(t, ϕ).

Безпосередньою перевiркою переконуємося, що для будь-яких t ∈ R i ϕ ∈ Tm матриця

D−(ϕt(ϕ)) =
[
X(t, ϕ)D(ϕ)Y >(t, ϕ)

]−
= X(t, ϕ)D−(ϕ)Y >(t, ϕ)

є узагальнено-оберненою до матрицi D(ϕt(ϕ)). З властивостей узагальнено-оберненої
матрицi отримуємо вирази для проекторiв PD(ϕt(ϕ)) та PD>(ϕt(ϕ)) на ядро та коядро
матрицi D(ϕ) на розв’язках ϕt(ϕ) вiдповiдної задачi Кошi для будь-яких t ∈ R i ϕ ∈ Tm:

PD(ϕt(ϕ)) = X(t, ϕ)PD(ϕ)Y >(t, ϕ) = X(t, ϕ)
[
I −D−(ϕ)D(ϕ)

]
Y >(t, ϕ),

PD>(ϕt(ϕ)) = X(t, ϕ)PD>(ϕ)Y >(t, ϕ) = X(t, ϕ)
[
I −D(ϕ)D−(ϕ)

]
Y >(t, ϕ).

(17)

Проектори PD(ϕ) та PD>(ϕ) при фiксованому ϕ ∈ Tm вибирались як ортопроектори
PD(ϕ) = P>D (ϕ), але при замiнi ϕ на ϕt(ϕ) цi проектори втрачають властивiсть орто-
гонального проектування, тобто PD(ϕt(ϕ)) 6= P>D (ϕt(ϕ)). Вiдповiдно матриця D−(ϕ) в
цьому випадку була псевдооберненою по Муру – Пенроузу, але на розв’язках ϕt(ϕ) для
будь-яких t ∈ R i ϕ ∈ Tm вона втрачає характерну властивiсть [D(ϕt(ϕ))D−(ϕt(ϕ))]

>
=

= D(ϕt(ϕ))D−(ϕt(ϕ)) псевдооберненої матрицi i є однiєю з узагальнено-обернених ма-
триць [5].

Таким чином, на пiдставi властивостей (9), (16), (17) для будь-яких t ∈ R i ϕ ∈ Tm
маємо

PD>(ϕt(ϕ))

+∞∫
−∞

C−(ϕt(ϕ))Y >(τ, ϕt(ϕ))f (1)(ϕτ (ϕt(ϕ)))dτ =

= X(t, ϕ)PD>(ϕ)

+∞∫
−∞

C−(ϕ)Y >(τ + t, ϕ)f (1)(ϕτ+t(ϕ))dτ = 0.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2016, т . 19, N◦ 2



IСНУВАННЯ IНВАРIАНТНОГО ТОРА ВИРОДЖЕНОГО ЛIНIЙНОГО РОЗШИРЕННЯ . . . 223

Внаслiдок експоненцiальної дихотомiї системи (3) на пiвосях iнтеграл збiгається. Буде-
мо використовувати обмеженiсть матрицi-проектора ‖PD>(ϕt(ϕ))‖ ≤ K0 для будь-якого
ϕ ∈ Tm, а також нерiвностi (7). Дiйсно, оскiльки PD>(ϕ)C−(ϕ) = PD>(ϕ)(I − C+(ϕ)), iз
нерiвностей (7) отримуємо оцiнки∥∥∥∥∥∥PD>(ϕ)

+∞∫
−∞

C−(ϕ)Y >(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤ ‖PD>(ϕ)‖


0∫

−∞

∥∥∥C−(ϕ)Y >(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ
∥∥∥ +

+

+∞∫
0

∥∥∥(I − C+(ϕ))Y >(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ
∥∥∥
 ≤

≤ K0

(
K2

α2
+
K1

α1

)
‖f (1)(ϕ)‖ = K‖f (1)(ϕ)‖.

Далi покажемо, що вираз

u(ϕ) =


∫ ∞
−∞

G0(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ

−r(ϕ)

 (18)

визначає при умовi (13), i тiльки при нiй, iнварiантний тор системи (1) при будь-яких
ϕ ∈ Tm. Покажемо, що iнтеграли у виразi (18) є збiжними. З огляду на нерiвностi (7)
розглянемо першi n− s рядкiв виразу (18):∥∥∥∥∥∥C+(ϕ)D+(ϕ)

0∫
−∞

C−(ϕ)Y >(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ +
[
C+(ϕ)D+(ϕ)− I

]
×

×
∞∫
0

(I − C+(ϕ))Y >(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ

∥∥∥∥∥∥ ≤
[
K5K2

α2
+
K6K1

α1

] ∥∥∥f (1)∥∥∥ ≤ K̄
∥∥∥f (1)∥∥∥ ,

де ‖C+(ϕ)D+(ϕ)‖ = K5, ‖C+(ϕ)D+(ϕ)− I‖ = K6. Тому, як i у [8], з умови f (1)(ϕ) ∈ C(Tm)
випливає, що u(ϕt(ϕ)) належить C(Tm). Належнiсть iнших s рядкiв виразу (18) до про-
стору C(Tm) випливає з того, що f (2)(ϕ) належить C l−1(Tm). З властивостей (7), (9), (15)
випливає, що

u(ϕt(ϕ)) =

 ∫ ∞−∞G0(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ

−r(ϕ)

 =

 ∫ ∞−∞Gt(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ

−r(ϕt(ϕ))
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для будь-яких t ∈ R i ϕ ∈ Tm. Останнє доводить, що u(ϕt(ϕ)) ∈ C1(Tm), а множина u(ϕ)
визначає iнварiантний тор системи (1).

Таким чином, доведено таку теорему.
Теорема 1. Нехай система (3) експоненцiально дихотомiчна на пiвосях R+ та R−

з проекторами C±(ϕ), якi задовольняють на пiвосях нерiвностi (7), а на розв’язках
ϕt(ϕ) — властивостi (9). Система (1) має iнварiантний тор тодi i тiльки тодi, коли
f (1)(ϕ) ∈ C(Tm) задовольняє умову (13). Якщо однорiдна система (3) не має обмежених
на всiй осi розв’язкiв, тобто виконується умова

C+(ϕ)PD(ϕ) = (I − C−(ϕ))PD(ϕ) ≡ 0,

то вираз

u(ϕ) =

 ∫ ∞−∞G0(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ

−r(ϕ)

 ,
отриманий iз (14) при t = 0, визначає при будь-якому ϕ ∈ Tm єдиний iнварiантний тор
системи (1).

5. Збереження iнварiантного тора. Однiєю з найбiльш важливих проблем в якiснiй
теорiї багаточастотних коливань є проблема структурної стiйкостi iнварiантного тора
i збереження його при малих збуреннях [9]. Розглянемо можливiсть побудови функцiї
Грiна – Самойленка для систем вигляду

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx1
dt

= M(ϕ)x1 + f (1)(ϕ), f (1)(ϕ) ∈ Rn−s, (19)

I
dx2
dt

= x2 + f (2)(ϕ), f (2)(ϕ) ∈ Rs.

Означення [10]. Точку ϕ назвемо блукаючою, якщо iснують її окiл U(ϕ) i додатне
число T такi, що

U(ϕ) ∩ ϕt(U(ϕ)) = 0 для t ≥ T. (20)

Множину блукаючих точок позначимо через W, а множину неблукаючих точок −
через Ω = Tm \W. З компактностi тора Tm випливає, що множина Ω є непорожньою та
компактною [10].

Теорема 2. Нехай в системi (19)M(ϕ) = M0+M1(ϕ), причому дiйснi частини власних
значень матрицi M0 вiд’ємнi, а ‖M1(ϕ)‖ ≤ α ∀ϕ ∈ Ω, де Ω — множина неблукаючих
точок динамiчної системи

dϕ

dt
= a(ϕ).

Тодi для достатньо малих α система має єдиний асимптотично стiйкий iнварiантний
тор.
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Доведення. Матрицант Ωt
τ (ϕ) системи рiвнянь

dϕ

dt
= a(ϕ),

du

dt
= (M0 +M1(ϕ))x1, (21)

залежної вiд ϕ ∈ Tm як вiд параметра, допускає зображення

Ωt
0(ϕ) = U t0 +

t∫
0

U tsM1(ϕs(ϕ))Ωs
0ds,

де U t0 — матрицант однорiдної системи з сталими коефiцiєнтами
dx1
dt

= M0x1. Оскiльки

матрицант
∥∥U t0∥∥ ≤ Ke−γt, t ≥ 0, для деяких K ≥ 1, γ > 0, то

∥∥Ωt
0(ϕ)

∥∥ ≤ Ke−γt +

t∫
0

Ke−γ(t−s) ‖M1(ϕs(ϕ))‖ ‖Ωs
0(ϕ)‖ ds, t ≥ 0,

eγt
∥∥Ωt

0(ϕ)
∥∥ ≤ K +K

t∫
0

‖M1(ϕs(ϕ))‖ eγs ‖Ωs
0(ϕ)‖ ds, t ≥ 0.

(22)

Позначимо через Uε(Ω) ε-окiл множини Ω i покажемо, що для довiльного фiксованого
ε > 0 i довiльного ϕ ∈ Tm iснує скiнченний момент часу T > 0, не залежний вiд ϕ, такий,
що для моментiв часу t ≥ T пiвтраєкторiя ϕt(ϕ) належить Uε(Ω).

Дiйсно, оскiльки Tm — компактна, аUε(Ω) — вiдкрита множини, то множина Tm\Uε(Ω)
є компактною i складається з блукаючих точок. Тому для кожної точки ϕ ∈ Tm \ Uε(Ω)
знайдеться окiл U(ϕ), який задовольняє умову (20) для t ≥ T (ϕ). Внаслiдок компактно-
стi фазового простору виберемо з цих околiв скiнченну кiлькiсть U1, U2, . . . , UN так, щоб∑N

k=1 Uk = Tm \ Uε(Ω), i позначимо вiдповiднi числа T (ϕ) через T1, T2, . . . , TN .
Нехай довiльна точка ϕ ∈ Tm − Uε(Ω) входить в окiл Un1 . Згiдно з (20) за час, що не

перевищує Tn1 , вона вийде з нього назавжди. Нехай вона потрапить в окiл Un2 . З цього
околу вона вийде за час, який не перевищує Tn2 , i т. д. Нарештi, за час, що не переви-
щує

∑N
k=1 Tk, точка обов’язково потрапить в Uε(Ω), оскiльки повернутися в один з околiв

Ui, i = 1, ..., N, вона не може згiдно з (20).
Отже, час перебування точки ϕ в Tm \ Uε(Ω) не може перевищувати T =

∑N
k=1 Tk.

Оскiльки матриця M1(ϕ) належить C(Tm), то для довiльного фiксованого η > 0 iснує
скiнченний момент часу T > 0, не залежний вiд ϕ i такий, що ‖M1(ϕt(ϕ))‖ ≤ δ + η для
будь-якого t ≥ T.

Застосувавши до (22) нерiвнiсть Гронуолла – Беллмана, отримаємо

eγt
∥∥Ωt

0(ϕ)
∥∥ ≤ Ke

K
t∫
0

‖M1(ϕs(ϕ))‖ds
≤ Ke

K
T∫
0

‖M1(ϕs(ϕ))‖ds
e
K

t∫
T

‖M1(ϕs(ϕ))‖ds
, t ≥ T.

Позначивши K1 = Ke
K

T∫
0

‖M1(ϕs(ϕ))‖ds
, одержимо

eγt
∥∥Ωt

0(ϕ)
∥∥ ≤ K1e

K
t∫
T

‖M1(ϕs(ϕ))‖ds
≤ K1e

K(δ+η)
t∫
T

ds

≤ K1e
K(δ+η)t, t ≥ 0.
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Остаточно будемо мати
∥∥Ωt

0(ϕ)
∥∥ ≤ K0e

−(γ−Kδ−kη)t, t ≥ 0. Покладемо δ <
γ

K
i вибере-

мо η так, щоб γ0 = γ −Kδ −Kη > 0.
Отже, ми довели, що iснують такi сталi K0 ≥ 1 i γ0 > 0, що матрицант системи (21)

задовольняє нерiвностi ∥∥Ωt
0(ϕ)

∥∥ ≤ K0e
−γ0t, t ≥ 0. (23)

З (23) випливає, що функцiя

G0(τ, ϕ) =


Ω0
τ (ϕ), τ ≤ 0,

0, τ > 0,

задовольняє оцiнку ‖G0(τ, ϕ)‖ ≤ K0e
−γ0|τ |, τ ∈ R, i є функцiєю Грiна – Самойленка задачi

про iнварiантнi тори.
Отже, система (19) має асимптотично стiйкий iнварiантний тороїдальний многовид,

який визначається спiввiдношенням

x = u(ϕ) =

 ∫ 0

−∞
G0(τ, ϕ)f (1)(ϕτ (ϕ))dτ

−r(ϕ)

 , ϕ ∈ Tm.

Теорему 2 доведено.
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