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We obtain conditions for invertibility of differentiable λ-injective maps for arbitrary Banach spaces. We
establish conditions for existence and uniqueness of bounded and almost periodic solutions of nonlinear
difference equations.

Приведены условия обратимости дифференцируемых λ-инъективных отображений в случае
произвольных банаховых пространств. Получены условия существования и единственности
ограниченных и почти периодических решений нелинейных разностных уравнений.

Статтю присвячено умовам оборотностi диференцiйовних λ-iн’єктивних вiдображень, що
дiють у банахових просторах, та застосуванню їх до дослiдження обмеженостi та майже
перiодичностi розв’язкiв нелiнiйних рiзницевих рiвнянь.

1. Диференцiйовнi та λ-iн’єктивнi вiдображення. Основний об’єкт дослiджень. Нехай
X i Y – банаховi простори з нормами ‖ · ‖X i ‖ · ‖Y вiдповiдно.

Позначимо через L(X,Y ) множину всiх лiнiйних неперервних вiдображеньA : X → Y
з нормою ‖A‖L(X,Y ) = sup‖x‖X=1 ‖Ax‖Y . Через Lk(X,Y ), де k ∈ N, позначимо банахо-
вий простiр неперервних k-лiнiйних вiдображень iз X в Y. Зазначимо, що Lk+1(X,Y ) =
= L(X,Lk(X,Y )) i L1(X,Y ) = L(X,Y ).

Нехай U ⊂ X i V ⊂ Y — вiдкритi множини. Вiдображення f : U → V називається
диференцiйовним у точцi x ∈ U, якщо iснує вiдображення L(x) ∈ L(X,Y ), для якого

f(x+ h)− f(x)− L(x)h = α(x, h),

де α(x, h) = o(h) при h → 0. Функцiю L(x) називають похiдною вiдображення f : U → V
в точцi x i позначають символом (Df)x. Вiдображення f називається C1-вiдображенням,
якщо f диференцiйовне в кожнiй точцi x ∈ U i природне вiдображенняDf : U → L(X,Y )
неперервне. Аналогiчно, вiдображення f називаєтьсяCk+1-вiдображенням, якщоDkf ди-
ференцiйовне в кожнiй точцi x ∈ U i вiдображення Dk+1f : U → Lk+1(X,Y ) неперервне.
Ck+1-вiдображення f ще називається диференцiйовним вiдображенням класу Ck+1.

Вiдображення f називаєтьсяC∞-вiдображенням, якщо f єCk-вiдображенням для кож-
ного k ∈ N.

Вiдображення f : U → V називається Ck-дифеоморфiзмом або дифеоморфiзмом кла-
су Ck, якщо f гомеоморфно вiдображає U на V i вiдображення f та f−1 є Ck-вiдображен-
нями.

ЛокальнимCk-дифеоморфiзмом у точцi x ∈ X називається вiдображення f : X → Y ,
для якого iснує такий окiл U ⊂ X точки x, що звуження f |U вiдображення f на U вста-
новлює Ck-дифеоморфiзм мiж U i вiдкритою пiдмножиною простору Y.
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Зазначимо, що наведенi поняття, пов’язанi з диференцiйовними вiдображеннями, за-
позичено в [1 – 3].

Далi розглянемо ще два важливих поняття. Позначимо через Λ множину всiх непе-
рервних функцiй λ : [0,+∞) → [0,+∞), для кожної з яких λ(0) = 0 i λ(t) > 0 для всiх t >
> 0.Нагадаємо, що оператор f : X → Y називається iн’єктивним, якщо з x 6= y випливає
f(x) 6= f(y). Для λ ∈ Λ оператор f : X → Y називатимемо λ-iн’єктивним, якщо

‖f(x)− f(y)‖Y ≥ λ(‖x− y‖X)

для всiх x, y ∈ X. Очевидно, що λ-iн’єктивний оператор є iн’єктивним, а у випадку λ(t) =
= µt, µ ≥ 1, — розтягувальним [4, с. 142].

Розглянемо функцiональне рiвняння

Fx = y, (1)

де вiдображення F : X → Y є неперервним, а y — довiльний елемент простору Y.
Припустимо, що це рiвняння для кожного y ∈ Y має єдиний розв’язок x ∈ X. Тодi

оператор F : X → Y має обернений F−1, а розв’язок x рiвняння (1) є функцiєю вiд y ∈ Y,
тобто

x = x(y). (2)

Якщо вiдображення x : Y → X, що визначається за допомогою (2), є Ck-вiдображен-
ням, то залежнiсть розв’язку x рiвняння (1) вiд y називатимемо Ck-залежнiстю. Очеви-
дно, що Ck-залежнiсть розв’язку x рiвняння (1) вiд y рiвносильна Ck-диференцiйовностi
вiдображення F−1.

Основним об’єктом дослiджень у статтi є з’ясування умов, при яких у рiвняннi (1) вi-
дображення F : X → Y буде Ck-дифеоморфiзмом, якщо це вiдображення для деякого
λ ∈ Λ є λ-iн’єктивним, та застосування цих умов до дослiдження рiзницевих рiвнянь.

2. Умови оборотностi диференцiйовних λ-iн’єктивних вiдображень. Важливою для
з’ясування умов оборотностi вiдображень є така теорема.

Теорема 1. Нехай X i Y — банаховi простори, U ⊂ X — вiдкрита множина i k ∈ N.
Ck-вiдображення F : U → Y є локальним Ck-дифеоморфiзмом у точцi x0 ∈ U тодi i

тiльки тодi, коли похiдна (DF )x0 : X → Y є лiнiйним iзоморфiзмом.
Ця теорема є наслiдком двох наступних тверджень.
Теорема 2 [1]. Нехай X i Y — банаховi простори, U ⊂ X — вiдкрита множина,

F : U → Y — Ck-вiдображення, k ∈ N, i для деякої точки x0 ∈ U похiдна (DF )x0 : X →
→ Y є лiнiйним iзоморфiзмом.

Тодi F — локальний Ck-дифеоморфiзм у точцi x0.
Теорема 3 [5]. Нехай X i Y — банаховi простори, U ⊂ X – вiдкрита множина, k ∈ N

i вiдображення F : U → Y є локальним Ck-дифеоморфiзмом у точцi x0 ∈ U.
Тодi похiдна (DF )x0 : X → Y є лiнiйним iзоморфiзмом.
Зазначимо, що теорема 2 вiдома як теорема про обернену функцiю. Очевидно, що

теорема 3 є оберненою до цiєї теореми.
Зауваження 1. У теоремах 1 – 3 k може збiгатися з∞.
Основними результатами статтi є такi два твердження.
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Теорема 4. Нехай X i Y — банаховi простори та для деяких функцiї λ ∈ Λ i числа
k ∈ N вiдображення F : X → Y є λ-iн’єктивним та Ck-вiдображенням.

Для того щоб вiдображення F було Ck-дифеоморфiзмом, необхiдно i достатньо,
щоб це вiдображення було локальним Ck-дифеоморфiзмом у кожнiй точцi x0 ∈ X.

Теорема 5. Нехай X i Y — банаховi простори та для деяких функцiї λ ∈ Λ i числа
k ∈ N вiдображення F : X → Y є λ-iн’єктивним та Ck-вiдображенням.

Для того щоб вiдображення F було Ck-дифеоморфiзмом, необхiдно i достатньо,
щоб для кожної точки x0 ∈ X похiдна (DF )x0 була лiнiйним iзоморфiзмом.

Завдяки теоремi 1 цi твердження (теореми 4 i 5) є рiвносильними. Тому обмежимося
доведенням теореми 4. Використаємо поняття вiдкритого вiдображення, тобто вiдобра-
ження, що кожну вiдкриту множину вiдображає у вiдкриту множину [6]. Також викорис-
таємо наступне допомiжне твердження.

Лема 1. Нехай для неперервного вiдображення H : X → Y, де X i Y — банаховi
простори, виконуються такi умови:

1) для деякої функцiї λ ∈ Λ вiдображення H є λ-iн’єктивним;
2) вiдображення H є вiдкритим.
Тодi вiдображення H : X → Y є бiєктивним.
Доведення. Спочатку покажемо, що множина значень R(H) вiдображення H є замк-

неною. Розглянемо довiльну фундаментальну послiдовнiсть (yn)n≥1 елементiв множини
R(H), тобто послiдовнiсть, для якої limn,m→∞ ‖yn − ym‖Y = 0. Використаємо послiдов-
нiсть (xn)n≥1 елементiв простору X, для якої Hxn = yn, n ≥ 1. Завдяки першiй умовi
леми limn,m→∞ ‖xn − xm‖X = 0, тобто послiдовнiсть (xn)n≥1 є фундаментальною. Тому
на пiдставi повноти простору X iснує елемент x0 ∈ X, для якого limn→∞ xn = x0. То-
дi внаслiдок неперервностi вiдображення H справджується рiвнiсть limn→∞Hxn = Hx0,
тобто limn→∞ yn = Hx0, що доводить замкненiсть множини R(H).

Далi покажемо, що R(H) = Y. Припустимо, що це спiввiдношення не виконується.
Зафiксуємо довiльнi точки y∗ ∈ R(H) i y∗∗ ∈ Y \ R(H). Розглянемо вiдрiзок прямої,

що з’єднує цi точки, тобто множину P = {y∗ + t(y∗∗ − y∗) : t ∈ [0, 1]}. Ця множина, як i
множина R(H), є замкненою. Тому iснує точка z ∈ R(H) ∪ P, для якої

{z + t(y∗∗ − z) : t ∈ (0, 1]} ⊂ Y \R(H). (3)

Нехай u — така точка простору X, що Hu = z. Завдяки другiй умовi леми для кожної
вiдкритої множини G, що мiстить точку x, множина HG мiстить точку z i є вiдкритою,
що суперечить (3). Отже, припущення, що R(H) 6= Y, є хибним.

Таким чином, вiдображення H : X → Y є сур’єктивним. Звiдси та з iн’єктивностi вiдо-
браження H випливає твердження леми.

Лему 1 доведено.
Доведення теореми 4. Достатнiсть. Припустимо, що вiдображення F : X → Y є ло-

кальним Ck-дифеоморфiзмом у кожнiй точцi x0 ∈ X. Тодi це вiдображення є вiдкритим.
Оскiльки також вiдображення F є λ-iн’єктивним, то на пiдставi леми 1 це вiдображення
має обернене вiдображення F−1. На пiдставi припущення, що вiдображення F : X → Y
є локальним Ck-дифеоморфiзмом у кожнiй точцi x0 ∈ X, та оборотностi F вiдображен-
ня F гомеоморфно вiдображає X на Y, i це вiдображення та F−1 є Ck-вiдображеннями.
Отже, вiдображення F : X → Y є Ck-дифеоморфiзмом.
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Необхiднiсть. Якщо вiдображення F : X → Y є Ck-дифеоморфiзмом, то, очевидно,
що це вiдображення є локальним Ck-дифеоморфiзмом у кожнiй точцi x0 ∈ X.

Отже, теорему 4 доведено.
Зауваження 2. Якщо dimX = 1, то за теоремою 5 вимога, що (DF )x : X → Y — лi-

нiйний iзоморфiзм для кожного x ∈ X, є достатньою для оборотностi Ck-вiдображення
F : X → Y. У випадку dimX > 1 вимоги, що Ck-вiдображення F : X → Y є локальним
Ck-дифеоморфiзмом у кожнiй точцi x0 ∈ X (або за теоремою 1 похiдна (DF )x0 є лiнiй-
ним iзоморфiзмом для кожного x0 ∈ X), недостатньо для того, щоб це вiдображення
було Ck-дифеоморфiзмом. Це пiдтверджується таким прикладом.

Приклад 1. НехайX — простiр матриць-стовпцiв x =

(
x1
x2

)
, де x1, x2 ∈ R, з нормою

‖x‖X =
√
x21 + x22.

Розглянемо довiльну функцiю ϕ : R → [0,+∞) класу C∞, що задовольняє такi умови:
1) ϕ(s) = 0 для всiх s ∈ [−1/2, ε)

⋃
(1/2−ε,+∞), де ε— достатньо мале додатне число;

2)
∫ 1/2

0
ϕ(s) ds =

1

2
.

Визначимо C∞-вiдображення A : X → L(X,X) за допомогою рiвностi

A(x) =


1

2
ϕ (‖x‖X)

ϕ

(
‖x‖X −

1

2

)
1

2

 . (4)

Очевидно, что на пiдставi властивостей функцiї ϕ для кожного x ∈ X правою части-
ною рiвностi (4) є одна з матриць 1

2
a

0
1

2

 ,

 1

2
0

b
1

2

 ,

де a i b залежать вiд x, причому ab = 0 для всiх x ∈ X. Тому для спектрального радiуса
r(A(x)) матрицi A(x) для кожного x ∈ X виконується спiввiдношення

r(A(x)) =
1

2
. (5)

Далi розглянемо C∞-вiдображення B : X → L(X,X), що визначається рiвнiстю

B(x) = I −A(x),

де I — одиничний елемент з L(X,X). Очевидно, що згiдно з (5) вiдображення B(x) : X →
→ X для кожного x ∈ X є лiнiйним iзоморфiзмом.

Визначимо C∞-вiдображення F : X → X за допомогою iнтеграла

F (x) =

1∫
0

B(tx)x dt, x ∈ X. (6)
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Покажемо, що

(DF )x = B(x). (7)

На пiдставi формули Тейлора [3], означення вiдображення B i властивостей функцiї ϕ
маємо

sup
t∈[0,1]

‖B(t(x+ h))(x+ h)−B(tx)x− ((DB)txtx+B(tx))h‖X = o(‖h‖X)

при h → 0. Тому згiдно з (6)∥∥∥∥∥∥F (x+ h)− F (x)−
1∫

0

((DB)txtx+B(tx))h dt

∥∥∥∥∥∥
X

= o(‖h‖X)

при h → 0. Отже,

(DF )x =

1∫
0

((DB)txtx+B(tx)) dt.

Оскiльки

1∫
0

((DB)txtx+B(tx)) dt =

1∫
0

(DB)txtx dt+

1∫
0

B(tx) dt =

1∫
0

t dB(tx) +

1∫
0

B(tx) dt =

= (tB(tx))|10 −
1∫

0

B(tx) dt+

1∫
0

B(tx) dt = B(x)

(тут ми застосували формулу iнтегрування частинами), то рiвнiсть (7) виконується.

Далi розглянемо елементи x1 =

(
0
0

)
i x2 =

( √
2/2√
2/2

)
простору X. Справджується

рiвнiсть

F (x1) = F (x2). (8)

Дiйсно,

F (x1) =

(
0
0

)
i на пiдставi властивостей функцiї ϕ та рiвностi (4)

F (x2) =

1∫
0

B(tx2)x2 dt =

1∫
0

(I −A(tx2))x2 dt =

=

( √
2/2√
2/2

)
−
(

1/2 1/2
1/2 1/2

)( √
2/2√
2/2

)
=
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=

( √
2/2√
2/2

)
−
( √

2/2√
2/2

)
=

(
0
0

)
.

Рiвнiсть (8) означає, що вiдображення F : X → R(X) не є iн’єктивним i, отже, не має
неперервного оберненого.

Таким чином, побудову необоротного C∞-вiдображення F : X → R(X), для якого
похiднi (DF )x : X → X, x ∈ X, — лiнiйнi iзоморфiзми, завершено.

3. Застосування теорем 4 i 5 до теорiї рiзницевих рiвнянь. Нехай E — довiльний бана-
ховий простiр з нормою ‖ · ‖E , M — банаховий простiр обмежених двостороннiх послi-
довностей x = (xn), для кожної з яких xn ∈ E, n ∈ Z, з нормою ‖x‖M = supn∈Z ‖xn‖E , i
N — банаховий простiр обмежених двостороннiх послiдовностей A = (An), для кожної з
яких An ∈ L(E,E), n ∈ Z, з нормою ‖A‖N = supn∈Z ‖An‖L(E,E).

Розглянемо вiдображення fn : E → E, n ∈ Z, що задовольняють умови:
а) для кожного числа r > 0 виконується спiввiдношення supn∈Z, ‖x‖E≤r ‖fn(x)‖E < ∞;

б) для деякого числа µ > 1 i всiх чисел n ∈ Z та векторiв x, y ∈ E виконується нерiв-
нiсть ‖fn(x)− fn(y)‖E ≥ µ‖x− y‖E .

Розглянемо рiзницеве рiвняння

xn = fn(xn−1) + yn, n ∈ Z, (9)

де y = (yn) ∈ M, та вiдповiдний рiзницевий оператор R : M → M, що визначається
формулою

(Rx)n = xn − fn−1(xn−1), n ∈ Z.

Важливим для подальшого є наступне допомiжне твердження.
Лема 2. Якщо виконуються умови а) i б), то рiзницевий оператор R : M → M є

обмеженим та λ-iн’єктивним при λ(t) = (µ− 1)t.

Доведення. Завдяки умовi а) операторR є обмеженим, тобто вiдображає кожну обме-
жену множину елементiв простору M в обмежену множину. Оскiльки на пiдставi умови б)

‖Rx−Ry‖M = sup
n∈Z
‖(xn − fn−1(xn−1))− (yn − fn−1(yn−1))‖E =

= sup
n∈Z
‖(xn − yn)− (fn−1(xn−1))− fn−1(yn−1))‖E ≥

≥ sup
n∈Z

(‖fn−1(xn−1)− fn−1(yn−1)‖E − ‖xn − yn‖E) ≥

≥ sup
n∈Z

(µ‖xn−1 − yn−1‖E − ‖xn − yn‖E) ≥

≥ sup
n∈Z

(µ‖xn−1 − yn−1‖E − ‖x− y‖M) =

= µ‖x− y‖M − ‖x− y‖M = (µ− 1)‖x− y‖M,

то операторR є λ-iн’єктивним при λ(t) = (µ− 1)t.

Лему 2 доведено.
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Наведемо умови, при яких рiзницеве рiвняння (9) для кожної послiдовностi y = (yn) ∈
∈ M буде мати єдиний розв’язок x = (xn) ∈ M, тобто оператор R : M → M матиме
обернений операторR−1.

Зазначимо, що у випадку виконання умов а) i б) рiзницевий оператор R : M → M
може бути необоротним. Це пiдтверджується таким прикладом.

Приклад 2. Будемо вважати, що E = l2, де l2 — гiльбертiв простiр, що складається з
усiх нескiнченних послiдовностей 〈ξ1, ξ2, ξ3, . . .〉 комплексних чисел, для яких

∑∞
k=1 |ξk|2 <

< ∞.
Використаємо оператор U : l2 → l2 одностороннього зсуву, що визначається рiвнiстю

U〈ξ1, ξ2, ξ3, . . .〉 = 〈0, ξ1, ξ2, ξ3, . . .〉.

Вiдомо [7, с. 49, 223 – 225], що для спектра σ(U) цього оператора виконується рiвнiсть
σ(U) = {z : |z| ≤ 1}, а всi точки множини {z : |z| < 1} є точками спектра стискання
Γ(U) [7, с. 45, 223 – 225] цього оператора, тобто якщо µ ∈ Γ(U), то замикання областi зна-
чень R(µI − U) (I — одиничний елемент алгебри L(l2, l2)) оператора µI − U є власним
пiдпростором в l2 (тобто не збiгається з l2).

Очевидно, що

l2 \R(I − 2U) 6= ∅. (10)

Зафiксуємо довiльний елемент a ∈ l2 \ R(I − 2U) i розглянемо лiнiйне рiзницеве рiв-
няння

zn = 2Uzn−1 + a, n ∈ Z, (11)

що є окремим випадком рiвняння (9).
Очевидно, що у випадку цього рiвняння для вiдображень fn = 2U, ∈ Z, виконуються

умови а) i б). За лемою 2 вiдповiдний рiзницевий оператор (Sx)n = xn − 2Uxn−1 буде
λ-iн’єктивним при λ(t) = t.

Припустимо, що рiвняння (11) має розв’язок z = (zn) ∈ M (до того ж єдиний, оскiль-
ки оператор S iн’єктивний). Тодi для кожного m ∈ Z елемент zm = (zn+m) ∈ M також
є розв’язком рiвняння (11) i внаслiдок його єдиностi zn ≡ c, де c — деяка векторна ста-
ла з l2.

Таким чином, (I − 2U)c = a, що суперечить (10).
Отже, припущення, що рiвняння (11) має розв’язок z = (zn) ∈ M, є хибним. Тому

оператор S є необоротним.
Завдяки наведеному прикладу виконання для рiзницевого рiвняння (9) умов а) i б)

недостатньо для розв’язностi цього рiвняння у просторi M для кожного y = (yn) ∈ M.
Тому ми додатково вимагатимемо виконання таких умов:

в) похiдна (Dfn)x вiдображення fn : E → E у точцi x ∈ E задовольняє спiввiдношення

sup
n∈Z
‖(Dfn)un‖L(E,E) < ∞

для кожного елемента u = (un) ∈ M;
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г) для кожної послiдовностi u = (un) ∈ M виконується спiввiдношення

sup
n∈Z
‖fn(un + hn)− fn(un)− (Dfn)unhn‖E = o(‖h‖M)

при h → 0, де 0 — нульовий елемент простору M;
д) вiдображення T : M → N, що визначається за допомогою формули

(Tu)n = (Dfn)un , n ∈ Z,

неперервне в кожнiй точцi u = (un) ∈ M.
Очевидно, що завдяки виконанню умов а) – д) рiзницевий операторR : M → M є вiдо-

браженням класу C1 та λ-iн’єктивним оператором при λ(t) = (µ − 1)t i похiдна цього
оператора в точцi u = (un) ∈ M визначається формулою

((DR)ux)n = xn − ((Dfn−1)un−1)xn−1, n ∈ Z.

Тому на пiдставi теорем 4 i 5 справджуються такi два твердження.
Теорема 6. Нехай виконуються умови а) – д).
Для того щоб рiзницевий оператор R : M → M був C1-дифеоморфiзмом, необхiдно

i достатньо, щоб цей оператор був локальним C1-дифеоморфiзмом у кожнiй точцi u =
= (un) ∈ M.

Теорема 7. Нехай виконуються умови а) – д).
Для того щоб рiзницевий оператор R : M → M був C1-дифеоморфiзмом, необхiд-

но i достатньо, щоб для кожної точки u = (un) ∈ M похiдна (DR)u була лiнiйним
iзоморфiзмом.

Сформулюємо рiвносильнi теоремам 6 i 7 твердження з використанням рiзницевого
рiвняння (9).

Теорема 8. Нехай виконуються умови а) – д).
Рiзницеве рiвняння (9) для кожної послiдовностi y ∈ M має єдиний розв’язок x ∈ M

i має мiсце C1-залежнiсть цього розв’язку вiд y тодi i тiльки тодi, коли рiзницевий
операторR : M → M є локальним C1-дифеоморфiзмом у кожнiй точцi u = (un) ∈ M.

Теорема 9. Нехай виконуються умови а) – д).
Рiзницеве рiвняння (9) для кожної послiдовностi y ∈ M має єдиний розв’язок x ∈ M

i має мiсце C1-залежнiсть цього розв’язку вiд y тодi i тiльки тодi, коли для кожної
точки u = (un) ∈ M похiдна (DR)u є лiнiйним iзоморфiзмом.

Далi розглянемо випадок майже перiодичного рiвняння (9).
Для довiльного m ∈ Z визначимо оператор зсуву Sm : M → M за допомогою спiв-

вiдношення
(Smx)n = xn+m, n ∈ Z.

Послiдовнiсть x ∈ M називається майже перiодичною, якщо замикання множини
{Smx : m ∈ Z} у просторi M компактне у цьому просторi.

Очевидно, що множина B всiх майже перiодичних елементiв простору M є банаховим
простором з нормою ‖x‖B = ‖x‖M.

Оператор A ∈ L(M,M) називається майже перiодичним, якщо замикання множини
{SmAS−m : m ∈ Z} у просторi L(M,M) компактне у цьому просторi.
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Оскiльки в теоремах 4 i 5 банаховi простори X i Y довiльнi, то на пiдставi цих теорем
з урахуванням леми 2 справджуються такi твердження.

Теорема 10. Нехай виконуються умови а) – д), послiдовнiсть u = (fn(zn)) є майже
перiодичною для всiх z = (zn) ∈ B i оператор Gy : B → B, що визначається спiввiдно-
шенням

(Gyu)n = (Dfn−1)yn−1un−1, (12)

є майже перiодичним елементом простору L(B,B) для всiх y = (yn) ∈ B.
Рiзницеве рiвняння (9) для кожної послiдовностi y ∈ B має єдиний розв’язок x ∈ B

i має мiсце C1-залежнiсть цього розв’язку вiд y тодi i тiльки тодi, коли рiзницевий
операторR : B → B є локальним C1-дифеоморфiзмом у кожнiй точцi u = (un) ∈ B.

Теорема 11. Нехай виконуються умови а) – д), послiдовнiсть u = (fn(zn)) є майже
перiодичною для всiх z = (zn) ∈ B i оператор Gy : B → B, що визначається спiввiдно-
шенням (12), є майже перiодичним елементом простору L(B,B) для всiх y = (yn) ∈ B.

Рiзницеве рiвняння (9) для кожної послiдовностi y ∈ B має єдиний розв’язок x ∈ B
i має мiсце C1-залежнiсть цього розв’язку вiд y тодi i тiльки тодi, коли для кожної
точки u = (un) ∈ B похiдна (DR)u є лiнiйним iзоморфiзмом.

Зауваження 3. Умови оборотностi лiнiйного майже перiодичного рiзницевого опера-
тора (DR)u (в теоремi 11) можна знайти, наприклад, у [8].

Зауваження 4. Iншi умови iснування обмежених i майже перiодичних розв’язкiв нелi-
нiйних рiзницевих рiвнянь можна знайти в [9 – 15].
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