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We prove a theorem on existence and uniqueness of a mild solution to the Cauchy problem for one
stochastic differential equation of neutral type in a weighted Hilbert space.

Доведено теорему iснування та єдиностi м’якого розв’язку задачi Кошi для стохастичного ди-
ференцiального рiвняння нейтрального типу в гiльбертовому просторi.

1. Введение. Множество работ посвящено вопросам существования и единственности ре-
шения стохастических дифференциальных уравнений при заданных начально-краевых
условиях в различных функциональных пространствах [5, 7, 10 – 14], в частности гильбер-
товых [1, 3, 4, 8, 9]. Особый интерес вызывают нелинейные стохастические дифферен-
циальные уравнения в частных производных, существенным признаком которых являет-
ся наличие эффекта запаздывания, — нелинейные стохастические дифференциальные
уравнения нейтрального типа — и свойства их решений. В работе [9] рассмотрена на-
чальная задача для абстрактного функционального уравнения такого типа в гильберто-
вом пространстве и доказана теорема о существовании и единственности ее мягкого ре-
шения. Однако условия этой теоремы в общем виде сложно проверять для конкретных
прикладных задач. Важным является вопрос о нахождении коэффициентных условий су-
ществования и единственности решения, т. е. условий, выраженных в терминах коэффи-
циентов уравнения, а поэтому удобных для проверки. Это возможно осуществить лишь в
частных случаях, одному из которых посвящена настоящая статья. Ее структура такова:
пункт 2 содержит постановку задачи, пункт 3 — предварительные сведения, пункт 4 —
формулировку основного результата, его доказательству посвящен пункт 5, в пункте 6
получен результат-следствие.

2. Постановка задачи. Пусть (Ω,F ,P) — полное вероятностное пространство. Рас-
сматривается задача Коши для стохастического интегро-дифференциального уравнения
реакции-диффузии нейтрального типа
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d

u(t, x) +

∫
Rd

b(t, x, u(α(t), ξ), ξ) dξ

 = (∆xu(t, x) + f(t, u(α(t)), x)) dt+

+ σ(t, u(α(t)), x)dW (t, x), 0 < t ≤ T, x ∈ Rd, (1)

u(t, x) = φ(t, x), −r ≤ t ≤ 0, x ∈ Rd, r > 0,

где T > 0 — фиксированное число, ∆x ≡
∑d

i=1 ∂
2
xi — d-мерный оператор Лапласа, ∂2xi ≡

≡ ∂2

∂x2i
, i ∈ {1, . . . , d}, W (t, x) — L2(Rd)-значный Q-винеровский процесс, {f, σ} : [0, T ] ×

×R×Rd → R и b : [0, T ]×Rd ×R×Rd → R — некоторые заданные функции, φ : [−r, 0]×
×Rd × Ω → R — начальные данные, а α : [0, T ] → [−r,∞) — функция запаздывания. Для
задачи (1) докажем теорему о существовании и единственности мягкого решения.

3. Предварительные сведения. В данном пункте приведены обозначения и некоторые
известные результаты, необходимые для дальнейшего. Пусть поток σ-алгебр {Ft, t ≥ 0}
генерируется L2(Rd)-значным Q-винеровским процессом W (t, x) =

∑∞
n=1

√
λnen(x)βn(t),

где {βn(t), n ∈ {1, 2, . . .}} ⊂ R — независимые броуновские движения, {λn, n ∈ {1, 2, . . .}}
— последовательность положительных чисел, причем

∞∑
n=1

λn < ∞, (2)

а {en(x), n ∈ {1, 2, . . .}}— ортонормированный базис в L2(Rd) такой, что

sup
n∈{1,2,...}

ess sup
x∈Rd

|en(x)| ≤ 1. (3)

В дальнейшем нам понадобятся некоторые сведения из теории уравнений в частных
производных.

Лемма 1 [2, с. 47]. Если в однородной задаче Коши

∂tu(t, x) = ∆xu(t, x), t > 0, x ∈ Rd,

u(0, x) = g(x), x ∈ Rd,
(4)

начальные данные g принадлежат C(Rd) ∩ L1(Rd), то ее решение задается в виде инте-
грала Пуассона

u(t, x) =

∫
Rd

K(t, x− ξ)g(ξ) dξ, (5)
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где

K(t, x) =


1

(4πt)
d
2

exp

{
−x

2

4t

}
, t > 0,

0, t < 0,

— ядро теплопроводности, причем u ∈ C∞((0,∞)× Rd).
Лемма 2. Если g принадлежит L1(Rd), то для функции (5) справедливы предельные

соотношения

lim
|x|→∞

u(t, x) = 0, lim
|x|→∞

∂tu(t, x) = 0. (6)

Доказательство следует из теорем о дифференцируемости интеграла Лебега по па-
раметру и возможности предельного перехода в нем.

В дальнейшем производные понимаются в обычном смысле.
Лемма 3 [6, с. 319]. Для производных ядра K справедлива оценка

|∂rt ∂sxK(t, x)| ≤ cr,st
− d

2
−r− s

2 exp

{
−c0|x|

2

t

}
, cr,s > 0, 0 < c0 <

1

4
.

Из лемм 1 – 3 вытекает следующий результат.
Лемма 4 [2, с. 360]. Если g принадлежит L1(Rd) и

|∇xg| ∈ L2(Rd), ‖D2
xg‖ ∈ L2(Rd), (7)

то для вторых производных функции (5) справедлива оценка

sup
0≤t≤T

∫
Rd

(∆xu(t, x))2 dx = sup
0≤t≤T

∫
Rd

‖D2
xu(t, x)‖2 dx ≤ C

∫
Rd

∥∥D2
xg(x)

∥∥2 dx, (8)

где C > 0 — некоторая постоянная, зависящая лишь от T, ∇x ≡ (∂x1 . . . ∂xd)
T , D2

x ≡

≡

 ∂2x1 . . . ∂x1xd
...

. . .
...

∂xdx1 . . . ∂2xd

— оператор Гессе, ‖ · ‖— соответствующая норма матрицы.

Определение 1. Положительная ограниченная функция ρ ∈ L1(Rd) называется до-
пустимым весом, если для каждого T > 0 существует константа Cρ(T ) > 0 такая,
что для любого 0 ≤ t ≤ T справедлива оценка∫

Rd

K(t, x− ξ)ρ(x) dx ≤ Cρ(T )ρ(ξ), ξ ∈ Rd.

Замечание 1. Типичными примерами допустимых весов являются функции

ρ(x) = exp{−r|x|}, r > 0, ρ(x) =
1

1 + |x|r
, r > d.
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Замечание 2. Не сужая общности, будем считать, что 0 < ρ ≤ 1.

Здесь и в дальнейшем Lρ2(Rd) обозначает весовое гильбертово пространство с допу-

стимым весом и нормой ‖f‖Lρ2(Rd) =

√∫
Rd
|f(x)|2ρ(x) dx.

Лемма 5 [16; 17, с. 188]. Операторы S(t) : Lρ2(Rd) → Lρ2(Rd), генерирующие решение
задачи (4) по правилу

u(t, x) = (S(t)g(·))(x) =

∫
Rd

K(t, x− ξ)g(·) dξ, (9)

образуют (C0)-полугруппу операторов, инфинитезимальным генератором которой яв-
ляется ∆x. При этом справедлива оценка

‖(S(t)g(·))(x)‖2Lρ2(Rd) ≤ Cρ(T )‖g(x)‖2Lρ2(Rd), 0 ≤ t ≤ T, g ∈ Lρ2(Rd). (10)

Пусть p ≥ 2. Через Bp,T,ρ обозначим банахово пространство всех Lρ2(Rd)-значных
Ft-измеримых для почти всех 0 ≤ t ≤ T случайных процессов Φ: [0, T ] × Ω → Lρ2(Rd),
непрерывных по t для почти всех ω ∈ Ω, с нормой ‖Φ‖Bp,T,ρ = p

√
sup

0≤t≤T
E‖Φ(t)‖p

Lρ2(Rd)
.

В следующем пункте будет сформулирована теорема о существовании и единственности
для 0 ≤ t ≤ T мягкого решения задачи (1) в пространстве Bp,T,ρ.

4. Основной результат. В дальнейшем будем считать выполненными следующие пред-
положения:

4.1) α : [0, T ] → [−r, α(T )] — функция из C1([0, T ]) с 0 < α′ ≤ 1;

4.2) {f, σ} : [0, T ]×R×Rd → R, b : [0, T ]×Rd ×R×Rd → R — измеримые по совокуп-
ности своих аргументов функции;

4.3) начальная функция φ : [−r, 0] × Rd × Ω → R F0-измерима, независима от W (t, x),
t ≥ 0, и такая, что

sup
−r≤t≤0

E‖φ(t)‖p
Lρ2(Rd)

< ∞. (11)

Определение 2. Непрерывный случайный процесс u : [−r, T ]×Rd×Ω → R называется
мягким решением задачи (1), если он:

1) Ft-измерим для почти всех −r ≤ t ≤ T ;

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2016, т . 19, N◦ 3



412 А. Н. СТАНЖИЦКИЙ, A. O. ЦУКАНОВА

2) является решением интегро-дифференциального уравнения вида

u(t, x) =

∫
Rd

K(t, x− ξ)

φ(0) +

∫
Rd

b(0, ξ, φ(−r, ζ), ζ) dζ

dξ − ∫
Rd

b(t, x, u(α(t), ξ), ξ) dξ−

−
t∫

0

∆x

∫
Rd

K(t− s, x− ξ)

∫
Rd

b(s, ξ, u(α(s), ζ), ζ) dζ

 dξ

ds+

+

t∫
0

∫
Rd

K(t− s, x− ξ)f(s, u(α(s)), ξ) dξ ds+

+

t∫
0

∞∑
n=1

√
λn

∫
Rd

K(t− s, x− ξ)σ(s, u(α(s)), ξ)en(ξ) dξ

dβn(s),

0 ≤ t ≤ T, x ∈ Rd,

u(t, x) = φ(t, x), −r ≤ t ≤ 0, x ∈ Rd, r > 0;

3) удовлетворяет условию

E

T∫
0

‖u(t)‖p
Lρ2(Rd)

dt < ∞.

Для так определенного решения справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Предположим, что выполняются предположения 4.1 – 4.3, а также:
1) функции {f, σ} удовлетворяют условиям линейного роста и Липшица по второ-

му аргументу, т. е. существует L > 0 такое, что

|f(t, u, x)|+ |σ(t, u, x)| ≤ L(1 + |u|), 0 ≤ t ≤ T, u ∈ R, x ∈ Rd, (12)

|f(t, u, x)− f(t, v, x)|+ |σ(t, u, x)− σ(t, v, x)| ≤ L|u− v|,
(13)

0 ≤ t ≤ T, {u, v} ⊂ R, x ∈ Rd;

2) функция b удовлетворяет условиям

sup
0≤t≤T

∫
Rd

∫
Rd

|b(t, x, 0, ξ)|dξ

2

ρ(x)dx < ∞, (14)

sup
0≤t≤T

∫
Rd

∫
Rd

|b(t, x, 0, ξ)|dξdx < ∞, (15)
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а также условию Липшица по третьему аргументу вида

|b(t, x, u, ξ)− b(t, x, v, ξ)| ≤ l(t, x, ξ)|u− v|, 0 ≤ t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rd, {u, v} ⊂ R, (16)

где функция l : [0, T ]× Rd × Rd → [0,∞) такая, что

sup
0≤t≤T

∫
Rd

∫
Rd

l2(t, x, ξ)

ρ(ξ)
dξ

 ρ(x)dx < ∞, (17)

sup
0≤t≤T

∫
Rd

√√√√∫
Rd

l2(t, x, ξ)

ρ(ξ)
dξ dx < ∞; (18)

3) для любого x ∈ Rd существуют производные ∂xib, ∂xixjb, {i, j} ⊂ {1, . . . , d}, при
этом для градиента∇xb и матрицыD2

xb выполняется условие линейного роста по тре-
тьему аргументу вида

|∇xb(t, x, u, ξ)|+ ‖D2
xb(t, x, u, ξ)‖ ≤ ψ(t, x, ξ)(1 + |u|),

(19)

0 ≤ t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rd, u ∈ R,

а для матрицы D2
xb — условие Липшица вида∥∥D2

xb(t, x, u, ξ)−D2
xb(t, x, v, ξ)

∥∥ ≤ ψ(t, x, ξ)|u− v|,
(20)

0 ≤ t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rd, {u, v} ⊂ R,

где функция ψ : [0, T ]× Rd × Rd → [0,∞) удовлетворяет условиям

sup
0≤t≤T

∫
Rd

∫
Rd

ψ(t, x, ξ)dξ

2

dx < ∞, (21)

sup
0≤t≤T

∫
Rd

∫
Rd

ψ2(t, x, ξ)

ρ(ξ)
dξ dx < ∞, (22)

причем для любой точки x0 ∈ Rd существуют окрестностьBδ(x0) и неотрицательная
функция ϕ(t, ξ, x0, δ) такая, что

sup
0≤t≤T

ϕ(t, ·, x0, δ)√
ρ(·)

∈ L2(Rd), δ ∈ R+, (23)

|ψ(t, x, ξ)− ψ(t, x0, ξ)| ≤ ϕ(t, ξ, x0, δ)|x− x0|, 0 ≤ t ≤ T, |x− x0| < δ, ξ ∈ Rd. (24)
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Тогда если

sup
0≤t≤T

∫
Rd

∫
Rd

l2(t, x, ξ)

ρ(ξ)
dξ

 ρ(x)dx


p
2

<
1

4p−1
, (25)

то задача (1) имеет единственное на 0 ≤ t ≤ T мягкое решение u ∈ Bp,T,ρ.

5. Доказательство теоремы 1. Доказательство базируется на классической теореме
Банаха о неподвижной точке. Для этого рассмотрим оператор Ψ: Bp,T,ρ → Bp,T,ρ :

(Ψu)(t) =

∫
Rd

K(t, x− ξ)

φ(0) +

∫
Rd

b(0, ξ, φ(−r, ζ), ζ)dζ

 dξ −
∫
Rd

b(t, x, u(α(t), ξ), ξ)dξ−

−
t∫

0

∆x

∫
Rd

K(t− s, x− ξ)

∫
Rd

b(s, ξ, u(α(s), ζ), ζ)dζ

 dξ

 ds+

+

t∫
0

∫
Rd

K(t− s, x− ξ)f(s, u(α(s)), ξ)dξds+

+

t∫
0

∞∑
n=1

√
λn

∫
Rd

K(t− s, x− ξ)σ(s, u(α(s)), ξ)en(ξ)dξ

 dβn(s) =

4∑
j=0

Ij(t),

0 ≤ t ≤ T, x ∈ Rd,

u(t, x) = φ(t, x), −r ≤ t ≤ T, x ∈ Rd,

и докажем, что он сжимающий. Покажем сначала, что Ψu принадлежит Bp,T,ρ для любо-
го u ∈ Bp,T,ρ. Для этого оценим ‖Ij(s)‖pBp,t,ρ = sup0≤s≤tE‖Ij(s)‖

p
Lρ2(Rd)

, j ∈ {0, . . . , 4}.
Оценим ‖I0(s)‖pBp,t,ρ :

‖I0(s)‖pBp,t,ρ = sup
0≤s≤t

E

∥∥∥∥∥
∫
Rd

K(s, x− ξ)

(
φ(0) +

∫
Rd

b(0, ξ, φ(−r, ζ), ζ)dζ

)
dξ

∥∥∥∥∥
p

Lρ2(Rd)

≤

≤ 2p−1

(
sup
0≤s≤t

E

∥∥∥∥∥
∫
Rd

K(s, x− ξ)φ(0)dξ

∥∥∥∥∥
p

Lρ2(Rd)

+

+ sup
0≤s≤t

E

∥∥∥∥∥
∫
Rd

K(s, x− ξ)

(∫
Rd

(b(0, ξ, φ(−r, ζ), ζ)−
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− b(0, ξ, 0, ζ) + b(0, ξ, 0, ζ))dζ

)
dξ

∥∥∥∥∥
p

Lρ2(Rd)

)
≤

≤ 2p−1 sup
0≤s≤t

E

∥∥∥∥∥∥
∫
Rd

K(s, x− ξ)φ(0)dξ

∥∥∥∥∥∥
p

Lρ2(Rd)

+

+ 4p−1 sup
0≤s≤t

E

∥∥∥∥∥
∫
Rd

K(s, x− ξ)×

×

( ∫
Rd

(b(0, ξ, φ(−r, ζ), ζ)− b(0, ξ, 0, ζ))dζ

)
dξ

∥∥∥∥∥
p

Lρ2(Rd)

+

+ 4p−1 sup
0≤s≤t

E

∥∥∥∥∥
∫
Rd

K(s, x− ξ)

( ∫
Rd

b(0, ξ, 0, ζ)dζ

)
dξ

∥∥∥∥∥
p

Lρ2(Rd)

= I10 + I20 + I30 .

Использовав (10) и (11), оценим I10 :

I10 = 2p−1 sup
0≤s≤t

E

∥∥∥∥∥∥
∫
Rd

K(s, x− ξ)φ(0)dξ

∥∥∥∥∥∥
p

Lρ2(Rd)

≤ 2p−1C
p
2
ρ (T )E‖φ(0)‖p

Lρ2(Rd)
< ∞.

Оценим I20 , использовав (10), (11), (16), (17) и неравенство Коши – Буняковского:

I20 = 4p−1 sup
0≤s≤t

E

∥∥∥∥∥∥
∫
Rd

K(s, x− ξ)

∫
Rd

(b(0, ξ, φ(−r, ζ), ζ)− b(0, ξ, 0, ζ))dζ

 dξ

∥∥∥∥∥∥
p

Lρ2(Rd)

≤

≤ 4p−1C
p
2
ρ (T )E

∥∥∥∥∥∥
∫
Rd

|b(0, x, φ(−r, ζ), ζ)− b(0, x, 0, ζ)|dζ

∥∥∥∥∥∥
p

Lρ2(Rd)

=

= 4p−1C
p
2
ρ (T )E

∫
Rd

∫
Rd

|b(0, x, φ(−r, ζ), ζ)− b(0, x, 0, ζ)|dζ

2

ρ(x)dx


p
2

≤

≤ 4p−1C
p
2
ρ (T )E

∫
Rd

∫
Rd

l(0, x, ζ)√
ρ(ζ)

|φ(−r, ζ)|
√
ρ(ζ)dζ

2

ρ(x)dx


p
2

≤

≤ 4p−1C
p
2
ρ (T )E

∫
Rd

∫
Rd

l2(0, x, ζ)

ρ(ζ)
dζ

∫
Rd

φ2(−r, ζ)ρ(ζ) dζ

 ρ(x)dx


p
2

=
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= 4p−1C
p
2
ρ (T )

∫
Rd

∫
Rd

l2(0, x, ζ)

ρ(ζ)
dζ

 ρ(x)dx


p
2

E

∫
Rd

φ2(−r, ζ)ρ(ζ)dζ


p
2

=

= 4p−1C
p
2
ρ (T )

∫
Rd

∫
Rd

l2(0, x, ζ)

ρ(ζ)
dζ

 ρ(x)dx


p
2

E‖φ(−r)‖p
Lρ2(Rd)

< ∞.

Оценим I30 , использовав (10) и (14):

I30 = 4p−1 sup
0≤s≤t

E

∥∥∥∥∥∥
∫
Rd

K(s, x− ξ)

∫
Rd

b(0, ξ, 0, ζ)dζ

 dx

∥∥∥∥∥∥
p

Lρ2(Rd)

≤

≤ 4p−1C
p
2
ρ (T )

∥∥∥∥∥∥
∫
Rd

|b(0, x, 0, ζ)|dζ

∥∥∥∥∥∥
p

=

= 4p−1C
p
2
ρ (T )

∫
Rd

∫
Rd

|b(0, x, 0, ζ)|dζ

2

ρ(x)dx


p
2

< ∞.

На основании этих трех оценок получаем

‖I0(s)‖pBp,t,ρ < ∞. (26)

Оценим ‖I1(s)‖pBp,t,ρ с учетом (11), (14), (16), (17) и неравенства Коши – Буняковского:

‖I1(s)‖pBp,t,ρ = sup
0≤s≤t

E

∥∥∥∥∥∥
∫
Rd

b(s, x, u(α(s), ξ), ξ)dξ

∥∥∥∥∥∥
p

Lρ2(Rd)

=

= sup
0≤s≤t

E

∫
Rd

∫
Rd

b(s, x, u(α(s), ξ), ξ)dξ

2

ρ(x)dx


p
2

≤

≤ 2
p
2 sup
0≤s≤t

E

∫
Rd

∫
Rd

|b(s, x, u(α(s), ξ), ξ)− b(s, x, 0, ξ)|dξ

2

ρ(x)dx+

+

∫
Rd

∫
Rd

|b(s, x, 0, ξ)|dξ

2

ρ(x)dx


p
2

≤
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≤ 2p−1 sup
0≤s≤t

E

∫
Rd

∫
Rd

l(s, x, ξ)√
ρ(ξ)

|u(α(s), ξ)|
√
ρ(ξ)dξ

2

ρ(x)dx


p
2

+

+ 2p−1 sup
0≤s≤t

∫
Rd

∫
Rd

|b(s, x, 0, ξ)|dξ

2

ρ(x)dx


p
2

≤

≤ 2p−1 sup
0≤s≤t

∫
Rd

∫
Rd

l2(s, x, ξ)

ρ(ξ)
dξ

 ρ(x)dx


p
2

E

∫
Rd

u2(α(s), ξ)ρ(ξ)dξ


p
2

+

+ 2p−1 sup
0≤s≤t

∫
Rd

∫
Rd

|b(s, x, 0, ξ)|dξ

2

ρ(x)dx


p
2

≤

≤ 2p−1 sup
0≤s≤t

∫
Rd

∫
Rd

l2(s, x, ξ)

ρ(ξ)
dξ

 ρ(x) dx


p
2

sup
0≤s≤t

E‖u(α(s))‖p
Lρ2(Rd)

+

+ 2p−1 sup
0≤s≤t

∫
Rd

∫
Rd

|b(s, x, 0, ξ)|dξ

2

ρ(x) dx


p
2

.

Пусть 0 < t∗ < α(T ) такая, что α(t∗) = 0. Имеем

sup
0≤s≤t

E‖u(α(s))‖p
Lρ2(Rd)

≤ sup
0≤s≤t∗

E‖u(α(s))‖p
Lρ2(Rd)

+ sup
t∗≤s≤t

E‖u(α(s))‖p
Lρ2(Rd)

=

= sup
−r≤s≤0

E‖φ(s)‖p
Lρ2(Rd)

+ sup
0≤s≤α(t)

E‖u(s)‖p
Lρ2(Rd)

≤

≤ sup
−r≤s≤0

E‖φ(s)‖p
Lρ2(Rd)

+ sup
0≤s≤t

E‖u(s)‖p
Lρ2(Rd)

< ∞,

откуда следует, что

‖I1(s)‖pBp,t,ρ < ∞. (27)

Оценим ‖I2(s)‖pBp,t,ρ с учетом замечания 2, неравенства Коши – Буняковского и теоре-
мы Фубини:

‖I2(s)‖pBp,t,ρ = sup
0≤s≤t

E

∥∥∥∥∥∥
s∫

0

∆x

∫
Rd

K(s− τ, x− ξ)×
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×

∫
Rd

b(τ, ξ, u(α(τ), ζ)dζ

 dξ

 dτ

∥∥∥∥∥∥
p

Lρ2(Rd)

=

= sup
0≤s≤t

E

 ∫
Rd

 s∫
0

∆x

∫
Rd

K(s− τ, x− ξ)×

×

 ∫
Rd

b(τ, ξ, u(α(τ), ζ), ζ)dζ

 dξ

 dτ

2

ρ(x)dx


p
2

≤

≤ t
p
2 sup
0≤s≤t

E

 s∫
0

∫
Rd

∆x

∫
Rd

K(s− τ, x− ξ)×

×

 ∫
Rd

b(τ, ξ, u(α(τ), ζ), ζ)dζ

 dξ

2

dxdτ


p
2

≤

≤ C
p
2 t

p
2E

 t∫
0

∫
Rd

∥∥∥∥∥∥D2
x

∫
Rd

b(τ, x, u(α(τ), ζ), ζ)dζ

∥∥∥∥∥∥
2

dxdτ


p
2

, (28)

если выполнены условия леммы 4, в которой g(τ, x) =

∫
Rd
b(τ, x, u(α(τ), ζ), ζ)dζ, u(τ, x) =

=

∫
Rd
K(s− τ, x− ξ)

(∫
Rd
b(τ, ξ, u(α(τ), ζ), ζ)dζ

)
dξ. Проверим для такой функции g спра-

ведливость леммы 4. Для этого докажем, что:

1) для любого 0 ≤ τ ≤ t с вероятностью единица
∫
Rd
b(τ, ·, u(α(τ), ζ), ζ)dζ ∈ L1(Rd);

2) условие (7) выполняется.
1. Действительно, в силу (11), (15), (16), (18) и неравенства Коши – Буняковского име-

ем

E

∫
Rd

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

b(τ, x, u(α(τ), ζ), ζ)dζ

∣∣∣∣∣∣ dx ≤ E

∫
Rd

∫
Rd

l(τ, x, ζ)√
ρ(ζ)

|u(α(τ), ζ)|
√
ρ(ζ)dζ dx+

+

∫
Rd

∫
Rd

|b(τ, x, 0, ζ)|dζ dx ≤

 sup
0≤τ≤t

∫
Rd

√√√√∫
Rd

l2(τ, x, ζ)

ρ(ζ)
dζ dx

×
×
√

sup
0≤τ≤t

E‖u(α(τ))‖2
Lρ2(Rd)

+ sup
0≤τ≤t

∫
Rd

∫
Rd

|b(τ, x, 0, ζ)| dζdx ≤
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≤

 sup
0≤τ≤t

∫
Rd

√√√√∫
Rd

l2(τ, x, ζ)

ρ(ζ)
dζdx

√ sup
−r≤τ≤0

E‖φ(τ)‖2
Lρ2(Rd)

+ sup
0≤τ≤t

E‖u(τ)‖2
Lρ2(Rd)

+

+ sup
0≤τ≤t

∫
Rd

∫
Rd

|b(τ, x, 0, ζ)|dζdx < ∞,

откуда с вероятностью единица следует, что

∫
Rd

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

b(τ, x, u(α(τ), ζ), ζ)dζ

∣∣∣∣∣∣ dx < ∞.
2. Докажем дифференцируемость функции g при x = x0 — произвольной точке из

Rd. Пусть Bδ(x0) — окрестность из п. 3. Тогда в силу (19) и (24) имеем

|∇xb(τ, x, u(α(τ), ζ), ζ)| ≤ ψ(τ, x, ζ)(1 + |u(α(τ), ζ)|) ≤

≤ (|ψ(τ, x, ζ)− ψ(τ, x0, ζ)|+ ψ(τ, x0, ζ))(1 + |u(α(τ), ζ)|) ≤

≤ (ϕ(τ, ζ, x0, δ)|x− x0|+ ψ(τ, x0, ζ))(1 + |u(α(τ), ζ)|) ≤

≤ (δϕ(τ, ζ, x0, δ) + ψ(τ, x0, ζ))(1 + |u(α(τ), ζ)|).

Покажем, что (δϕ(τ, ·, x0, δ) +ψ(τ, x0, ·))(1 + |u(α(τ), ·)|) ∈ L1(Rd). Учитывая неравенство
Коши – Буняковского и (11), (21) – (23), получаем

E

∫
Rd

(δϕ(τ, ζ, x0, δ) + ψ(τ, x0, ζ))(1 + |u(α(τ), ζ)|)dζ = δ

∫
Rd

ϕ(τ, ζ, x0, δ)√
ρ(ζ)

√
ρ(ζ)dζ+

+

∫
Rd

ψ(τ, x0, ζ)dζ + δE

∫
Rd

ϕ(τ, ζ, x0, δ)√
ρ(ζ)

|u(α(τ), ζ)|
√
ρ(ζ)dζ+

+ E

∫
Rd

ψ(τ, x0, ζ)√
ρ(ζ)

|u(α(τ), ζ)|
√
ρ(ζ)dζ ≤ δ

√√√√∫
Rd

ϕ2(τ, ζ, x0, δ)

ρ(ζ)
dζ

√√√√∫
Rd

ρ(ζ)dζ+

+

∫
Rd

ψ(τ, x0, ζ)dζ +

δ√√√√∫
Rd

ϕ2(τ, ζ, x0, δ)

ρ(ζ)
dζ +

√√√√∫
Rd

ψ2(τ, x0, ζ)

ρ(ζ)
dζ

×
×
√

sup
0≤τ≤t

E‖u(α(τ))‖2
Lρ2(Rd)

≤ δ

√√√√∫
Rd

ϕ2(τ, ζ, x0, δ)

ρ(ζ)
dζ

√√√√∫
Rd

ρ(ζ) dζ+
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+

∫
Rd

ψ(τ, x0, ζ)dζ +

δ√√√√∫
Rd

ϕ2(τ, ζ, x0, δ)

ρ(ζ)
dζ +

√√√√∫
Rd

ψ2(τ, x0, ζ)

ρ(ζ)
dζ

×
×
√

sup
−r≤τ≤0

E‖φ(τ)‖2
Lρ2(Rd)

+ sup
0≤τ≤t

E‖u(τ)‖2
Lρ2(Rd)

< ∞,

откуда с вероятностью единица следует справедливость требуемого условия∫
Rd

(δϕ(τ, ζ, x0, δ) + ψ(τ, x0, ζ))(1 + |u(α(τ), ζ)|)dζ < ∞.

Таким образом, из локальной теоремы о дифференцируемости интеграла по парамет-
ру следуют существование∇xg(τ, x) и равенство

∇x
∫
Rd

b(τ, x, u(α(τ), ζ), ζ)dζ =

∫
Rd

∇xb(τ, x, u(α(τ), ζ), ζ)dζ. (29)

Покажем теперь, что∇x
∫
Rd
b(τ, ·, u(α(τ), ζ), ζ)dζ ∈ L2(Rd). В силу (11), (19), (21), (22),

(29) и неравенства Коши – Буняковского получаем

E

∫
Rd

∣∣∣∣∣∣∇x
∫
Rd

b(τ, x, u(α(τ), ζ), ζ) dζ

∣∣∣∣∣∣
2

dx ≤ E

∫
Rd

∫
Rd

|∇xb(τ, x, u(α(τ), ζ), ζ)|dζ

2

dx ≤

≤ E

∫
Rd

∫
Rd

ψ(τ, x, ζ)(1 + |u(α(τ), ζ)|)dζ

2

dx ≤ 2

∫
Rd

∫
Rd

ψ(τ, x, ζ)dζ

2

dx+

+ 2

∫
Rd

∫
Rd

ψ2(τ, x, ζ)

ρ(ζ)
dζdx

E‖u(α(τ))‖2Lρ2(Rd) ≤ 2 sup
0≤τ≤t

∫
Rd

∫
Rd

ψ(τ, x, ζ)dζ

2

dx+

+ 2 sup
0≤τ≤t

∫
Rd

∫
Rd

ψ2(τ, x, ζ)

ρ(ζ)
dζdx

E‖u(α(τ))‖2Lρ2(Rd) ≤ 2 sup
0≤τ≤t

∫
Rd

∫
Rd

ψ(τ, x, ζ)dζ

2

dx+

+ 2

 sup
0≤τ≤t

∫
Rd

∫
Rd

ψ2(τ, x, ζ)

ρ(ζ)
dζdx

 sup
0≤τ≤t

E‖u(α(τ))‖2Lρ2(Rd) ≤

≤ 2 sup
0≤τ≤t

∫
Rd

∫
Rd

ψ(τ, x, ζ)dζ

2

dx+ 2

 sup
0≤τ≤t

∫
Rd

∫
Rd

ψ2(τ, x, ζ)

ρ(ζ)
dζ dx

×
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×
(

sup
−r≤τ≤0

E‖φ(τ)‖2Lρ2(Rd) + sup
0≤τ≤t

E‖u(τ)‖2Lρ2(Rd)

)
< ∞,

откуда с вероятностью единица следует требуемое условие

∫
Rd

∣∣∣∣∣∣∇x
∫
Rd

b(τ, x, u(α(τ), ζ), ζ)dζ

∣∣∣∣∣∣
2

dx < ∞.

Для D2
x

∫
Rd
b(τ, x, u(α(τ), ζ), ζ)dζ выполнение условия (7) доказывается аналогично.

Из изложенного следует, что в (28)

‖I2(s)‖pBp,t,ρ ≤ C
p
2 t

p
2E

 t∫
0

∫
Rd

∥∥∥∥∥∥D2
x

∫
Rd

b(τ, x, u(α(τ), ζ), ζ)dζ

∥∥∥∥∥∥
2

dxdτ


p
2

≤

≤ C
p
2 t

p
2E

 t∫
0

∫
Rd

∫
Rd

∥∥D2
xb(τ, x, u(α(τ), ζ), ζ)

∥∥ dζ
2

dxdτ


p
2

≤

≤ 2
p
2C

p
2 t

p
2E

 t∫
0

∫
Rd

∫
Rd

ψ(τ, x, ζ)dζ

2

dxdτ+

+

 t∫
0

∫
Rd

∫
Rd

ψ2(τ, x, ζ)

ρ(ζ)
dζdxdτ

 ‖u(α(τ))‖2Lρ2(Rd)


p
2

≤

≤ 2p−1C
p
2 t

p
2


 t∫

0

∫
Rd

∫
Rd

ψ(τ, x, ζ)dζ

2

dxdτ


p
2

+

+

 t∫
0

∫
Rd

∫
Rd

ψ2(τ, x, ζ)

ρ(ζ)
dζdxdτ


p
2

E‖u(α(τ))‖p
Lρ2(Rd)

 ≤ 2p−1C
p
2 tp×

×

(
sup

0≤τ≤t

( ∫
Rd

( ∫
Rd

ψ(τ, x, ζ)dζ

)2

dx

) p
2

+ sup
0≤τ≤t

( ∫
Rd

∫
Rd

ψ2(τ, x, ζ)

ρ(ζ)
dζdx

) p
2

×

×

(
sup
−r≤τ≤0

E‖φ(τ)‖p
Lρ2(Rd)

+ sup
0≤τ≤t

E‖u(τ)‖p
Lρ2(Rd)

))
< ∞. (30)
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Учитывая (10) – (12), оцениваем ‖I3(s)‖pBp,t,ρ ,:

‖I3(s)‖pBp,t,ρ = sup
0≤s≤t

E

∥∥∥∥∥∥
s∫

0

∫
Rd

K(s− τ, x− ξ)f(τ, u(α(τ)), ξ)dξdτ

∥∥∥∥∥∥
p

Lρ2(Rd)

=

= sup
0≤s≤t

E

∫
Rd

 s∫
0

∫
Rd

K(s− τ, x− ξ)f(τ, u(α(τ), ξ), ξ)dξdτ

2

ρ(x)dx


p
2

≤

≤ t
p
2 sup
0≤s≤t

E

 s∫
0

∫
Rd

∫
Rd

K(s− τ, x− ξ)f(τ, u(α(τ), ξ), ξ)dξ

2

ρ(x)dxdτ


p
2

≤

≤ Lpt
p
2 sup
0≤s≤t

E

 s∫
0

∫
Rd

∫
Rd

K(s− τ, x− ξ)(1 + |u(α(τ), ξ)|)dξ

2

ρ(x)dxdτ


p
2

≤

≤ 2
p
2Lpt

p
2 sup
0≤s≤t

E

 s∫
0

∫
Rd

∫
Rd

K(s− τ, x− ξ)dξ

2

ρ(x)dxdτ+

+

s∫
0

∫
Rd

 ∫
Rd

K(s− τ, x− ξ)|u(α(τ), ξ)|dξ

2

ρ(x)dxdτ


p
2

=

= 2
p
2Lpt

p
2 sup
0≤s≤t

E

 s∫
0

∫
Rd

ρ(x)dxdτ+

+

s∫
0

∥∥∥∥∥∥
∫
Rd

K(s− τ, x− ξ)|u(α(τ))|dξ

∥∥∥∥∥∥
2

Lρ2(Rd)

dτ


p
2

≤

≤ 2p−1Lpt
p
2

 sup
0≤s≤t

 s∫
0

∫
Rd

ρ(x)dxdτ


p
2

+

+ sup
0≤s≤t

E

 s∫
0

∥∥∥∥∥∥
∫
Rd

K(s− τ, x− ξ)|u(α(τ))|dξ

∥∥∥∥∥∥
2

Lρ2(Rd)

dτ


p
2

 ≤

≤ 2p−1Lpt
p
2

t p2
∫

Rd

ρ(x)dx


p
2

+ C
p
2
ρ (T )E

 t∫
0

‖u(α(τ))‖2Lρ2(Rd)dτ


p
2

 ≤
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≤ 2p−1Lpt
p
2

t p2( ∫
Rd

ρ(x)dx

) p
2

+ C
p
2
ρ (T )t

p−2
2 E

t∫
0

‖u(α(τ))‖p
Lρ2(Rd)

dτ

 =

= 2p−1Lpt
p
2

(
t
p
2

( ∫
Rd

ρ(x)dx

) p
2

+ C
p
2
ρ (T )t

p−2
2 ×

×E

( t∗∫
0

‖u(α(τ))‖p
Lρ2(Rd)

dτ +

t∫
t∗

‖u(α(τ))‖p
Lρ2(Rd)

dτ

))
=

= 2p−1Lpt
p
2

t p2( ∫
Rd

ρ(x)dx

) p
2

+ C
p
2
ρ (T )t

p−2
2 ×

×E

 0∫
−r

‖φ(α(τ))‖p
Lρ2(Rd)

1

α′(τ)
dα(τ) +

α(t)∫
0

‖u(α(τ))‖p
Lρ2(Rd)

1

α′(τ)
dα(τ)


 .

Из предположения 4.1 следует существование c > 0 такой, что
1

α′(τ)
≤ c, 0 ≤ τ ≤ t.

Поэтому

2p−1Lpt
p
2

t p2
∫

Rd

ρ(x)dx


p
2

+ C
p
2
ρ (T )t

p−2
2 E

 0∫
−r

‖φ(α(τ))‖p
Lρ2(Rd)

1

α′(τ)
dα(τ)+

+

α(t)∫
0

‖u(α(τ))‖p
Lρ2(Rd)

1

α′(τ)
dα(τ)


 ≤

≤ 2p−1Lpt
p
2

t p2
∫

Rd

ρ(x)dx


p
2

+ cC
p
2
ρ (T )t

p−2
2 ×

×E

 0∫
−r

‖φ(τ)‖p
Lρ2(Rd)

dτ +

α(t)∫
0

‖u(τ)‖p
Lρ2(Rd)

dτ


≤ 2p−1Lpt

p
2

(
t
p
2

( ∫
Rd

ρ(x)dx

) p
2

+

+ cC
p
2
ρ (T )t

p−2
2

(
r sup
−r≤τ≤0

E‖φ(τ)‖p
Lρ2(Rd)

+ α(t) sup
0≤τ≤α(t)

E‖u(τ)‖p
Lρ2(Rd)

))
≤
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≤ 2p−1Lptp


∫
Rd

ρ(x)dx


p
2

+ cC
p
2
ρ (T )×

×
(

sup
−r≤τ≤0

E‖φ(τ)‖p
Lρ2(Rd)

+ sup
0≤τ≤t

E‖u(τ)‖p
Lρ2(Rd)

))
< ∞. (31)

Оценим ‖I4(s)‖pBp,t,ρ при p > 2. В силу леммы 7.2 из [18, c. 182] имеем

E

∥∥∥∥∥∥
s∫

0

S(s− τ)σ(τ, u(α(τ)), ξ)dW (τ, x)

∥∥∥∥∥∥
p

≤

≤ CpE

 s∫
0

‖S(s− τ)σ(τ, u(α(τ)), ξ)‖2L0
2
dτ


p
2

. (32)

Здесь ‖ · ‖L0
2

— соответствующая норма Гильберта – Шмидта, входящая в конструкцию
стохастического интеграла по Q-винеровскому процессу [18, c. 91]. В данном случае не-
равенство (32) принимает вид

E

∥∥∥∥∥∥
s∫

0

S(s− τ)σ(τ, u(α(τ)), ξ)dW (τ, x)

∥∥∥∥∥∥
p

≤

≤ CpE

 s∫
0

∞∑
n=1

λn

∫
Rd

∫
Rd

K(s− τ, x− ξ)σ(τ, u(α(τ), ξ), ξ)en(ξ)dξ

2

ρ(x)dx

 dτ


p
2

≤

≤ C
p
2
ρ (T )LpCpE

 s∫
0

∞∑
n=1

λn

∫
Rd

(1 + |u(α(τ), x)|)2 e2n(x)ρ(x)dx

 dτ


p
2

≤

≤ 2
p
2

( ∞∑
n=1

λn

) p
2

C
p
2
ρ (T )LpCp

 s∫
0

∫
Rd

ρ(x)dxdτ +

s∫
0

‖u(α(τ))‖2Lρ2(Rd)dτ


p
2

.

Обозначим 2
p
2 (
∑∞

n=1 λn)
p
2 C

p
2
ρ (T )LpCp через A. Тогда последнее выражение не превыша-

ет следующего:

2
p−2
2 At

p
2

∫
Rd

ρ(x)dx


p
2

+ 2
p−2
2 A

 s∫
0

‖u(α(τ))‖2Lρ2(Rd)dτ


p
2

≤

≤ 2
p−2
2 At

p
2

∫
Rd

ρ(x)dx


p
2

+ 2
p−2
2 At

p−2
2

s∫
0

‖u(α(τ))‖p
Lρ2(Rd)

dτ < ∞. (33)
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При p = 2 оценка (33) устанавливается аналогично.
Учитывая оценки (26), (27) (30), (31) и (33), для u ∈ Bp,T,ρ получаем

‖Ψu‖pBp,T,ρ =

∥∥∥∥∥∥
4∑
j=0

Ij(t)

∥∥∥∥∥∥
p

Bp,T,ρ

≤ 5p−1
4∑
j=0

‖Ij(t)‖pBp,T,ρ < ∞,

т. е. оператор Ψ переводит пространство Bp,T,ρ в себя.
Установим теперь сжатие. Поскольку для любых {u, v} ⊂ Bp,t,ρ

‖Ψu−Ψv‖pBp,T,ρ =

∥∥∥∥∥∥
4∑
j=1

(Ij(s)(u)− Ij(s)(v))

∥∥∥∥∥∥
p

Bp,T,ρ

≤ 4p−1
4∑
j=1

‖Ij(s)(u)− Ij(s)(v)‖pBp,T,ρ ,

оценим ‖Ij(s)(u)− Ij(s)(v)‖pBp,T,ρ , j ∈ {1, . . . , 4}, с учетом оценок (27), (30), (31) и (33):

‖I1(s)(u)− I1(s)(v)‖pBp,t,ρ =

= sup
0≤s≤t

E

∥∥∥∥∥∥
∫
Rd

(b(s, x, u(α(s), ξ), ξ)− b(s, x, v(α(s), ξ), ξ))dξ

∥∥∥∥∥∥
p

Lρ2(Rd)

≤

≤ sup
0≤s≤t

∫
Rd

∫
Rd

l2(s, x, ξ)

ρ(ξ)
dξ

 ρ(x)dx


p
2

sup
0≤s≤t

‖u(s)− v(s)‖p
Lρ2(Rd)

=

= sup
0≤s≤t

∫
Rd

∫
Rd

l2(s, x, ξ)

ρ(ξ)
dξ

 ρ(x)dx


p
2

‖u− v‖pBp,t,ρ ,

‖I2(s)(u)− I2(s)(v)‖pBp,t,ρ = sup
0≤s≤t

E

∥∥∥∥∥∥
s∫

0

∆x

∫
Rd

K(s− τ, x− ξ)×

×

∫
Rd

(b(τ, ξ, u(α(τ), ζ), ζ)− b(τ, ξ, v(α(τ), ζ), ζ))dζ

 dξ

 dτ

∥∥∥∥∥∥
p

Lρ2(Rd)

≤

≤ Ctp sup
0≤τ≤t

∫
Rd

∫
Rd

ψ2(τ, x, ζ)

ρ(ζ)
dζdx


p
2

sup
0≤τ≤t

‖u(τ)− v(τ)‖p
Lρ2(Rd)

=

= Ctp sup
0≤τ≤t

∫
Rd

∫
Rd

ψ2(τ, x, ζ)

ρ(ζ)
dζdx


p
2

‖u− v‖pBp,t,ρ ,
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‖I3(s)(u)− I3(s)(v)‖pBp,t,ρ =

= sup
0≤s≤t

E

∥∥∥∥∥∥
s∫

0

∫
Rd

K(s− τ, x− ξ)(f(τ, u(α(τ)), ξ)− f(τ, v(α(τ)), ξ))dξdτ

∥∥∥∥∥∥
2

Lρ2(Rd)

≤

≤ cC
p
2
ρ (T )Lptp sup

0≤τ≤t
‖u(τ)− v(τ)‖p

Lρ2(Rd)
= cC

p
2
ρ (T )Lptp‖u− v‖pBp,t,ρ ,

‖I4(s)(u)− I4(s)(v)‖pBp,t,ρ = sup
0≤s≤t

E

∥∥∥∥∥
s∫

0

∞∑
n=1

√
λn

( ∫
Rd

K(s− τ, x− ξ)×

× (σ(τ, u(α(τ)), ξ)− σ(τ, v(α(τ)), ξ))en(ξ)dξ

)
dβn(τ)

∥∥∥∥∥
p

Lρ2(Rd)

≤

≤

( ∞∑
n=1

λn

) p
2

C
p
2
ρ (T )LpCp

 t∫
0

‖u(α(τ))− v(α(τ))‖2Lρ2(Rd)dτ


p
2

≤

≤ c

( ∞∑
n=1

λn

)
C
p
2
ρ (T )LpCpt

p
2 sup
0≤τ≤t

‖u(τ)− v(τ)‖p
Lρ2(Rd)

=

= c

( ∞∑
n=1

λn

)
C
p
2
ρ (T )LpCpt

p
2 ‖u− v‖pBp,t,ρ ,

откуда для любых {u, v} ⊂ Bp,t,ρ получаем

‖Ψu−Ψv‖pBp,t,ρ ≤ 4p−1

(
sup
0≤s≤t

( ∫
Rd

( ∫
Rd

l2(s, x, ξ)

ρ(ξ)
dξ

)
ρ(x)dx

) p
2

+

+ Ctp sup
0≤τ≤t

( ∫
Rd

∫
Rd

ψ2(τ, x, ζ)

ρ(ζ)
dζdx

) p
2

+

+ cC
p
2
ρ (T )Lptp + c

( ∞∑
n=1

λn

)
C
p
2
ρ (T )LpCpt

p
2

)
×

× ‖u− v‖pBp,t,ρ = γ(t)‖u− v‖pBp,t,ρ .

В силу (25) первое слагаемое в γ меньше единицы. Тогда, выбрав малое 0 ≤ t1 ≤ T, по-
лучим, что 0 ≤ γ(t1) < 1. Это означает, что оператор Ψ, определенный в банаховом про-
странстве Bp,t1,ρ, является сжимающим, и поэтому имеет единственную неподвижную
точку — решение u ∈ Bp,t1,ρ уравнения Ψu = u. Эту процедуру можно повторить конеч-
ное число раз на других достаточно малых отрезках [t1, t2], [t2, t3], . . . , [tn−2, tn−1], [tn−1, T ],
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составляющих [0, T ], и получить решение как объединение решений на этих отрезках,
что и доказывает теорему.

Пример. Рассмотрим задачу Коши

d

u(t, x) +

∫
R

√
сρ(ξ) exp

{
−t− |ξ| − 2x2

}
sinu(t− h, ξ)dξ

 =

= (∆xu(t, x) + f(t, x) cosu(t− h, x)) dt+ g(t, x) sinu(t− h, x)dW (t, x),
(34)

0 < t ≤ T, x ∈ R,

u(t, x) = φ(t, x), h ≤ t ≤ 0, x ∈ R, h > 0,

где 0 < с <
p
√

16

8
√
π
, {f, g} — измеримые ограниченные функции, и проверим для нее

выполнение условий теоремы 1.
Условия (12) — (15), очевидно.
Проверим условие (16):

|b(t, x, u, ξ)− b(t, x, v, ξ)| =
√

сρ(ξ) exp
{
−t− |ξ| − 2x2

}
| sinu− sin v| ≤

≤
√

сρ(ξ) exp
{
−t− |ξ| − 2x2

}
|u− v| = l(t, x, ξ)|u− v|,

т. е. получили условие (16), в котором l(t, x, ξ) =
√

сρ(ξ) exp{−t− |ξ| − 2x2}.
Проверим условия (17) и (18) для l:

sup
0≤t≤T

∫
R

∫
R

l2(t, x, ξ)

ρ(ξ)
dξ

 ρ(x)dx =

= sup
0≤t≤T

∫
R

∫
R

сρ(ξ) exp{−2t− 2|ξ| − 4x2}
ρ(ξ)

dξ

 ρ(x)dx =

= с

(
sup

0≤t≤T
exp{−2t}

)∫
R

exp{−2|ξ|}dξ

∫
R

exp{−4x2}ρ(x)dx ≤

≤ с
∫
R

exp{−4x2}dx =
с
√
π

2
< ∞,

sup
0≤t≤T

∫
R

√√√√∫
R

l2(t, x, ξ)

ρ(ξ)
dξ dx = sup

0≤t≤T

∫
R

√√√√∫
R

сρ(ξ) exp{−2t− 2|ξ| − 4x2}
ρ(ξ)

dξ dx =
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=
√

с

(
sup

0≤t≤T
exp{−t}

)∫
R

exp
{
−2x2

}
dx

√√√√∫
R

exp{−2|ξ|}dξ =

√
сπ
2
< ∞,

т. е. условия (17) и (18) выполняются.
Выполнимость условий (19) – (25) получаем из следующих преобразований:

|∂xb(t, x, u, ξ)| = 4x exp
{
−x2

}√
сρ(ξ) exp

{
−t− |ξ| − x2

}
| sinu| ≤

≤ 2

√
2

e

√
сρ(ξ) exp

{
−t− |ξ| − x2

}
(1 + |u|) = ψ1(t, x, ξ)(1 + |u|),

|∂2xb(t, x, u, ξ)| ≤ 4(1 + 4x2) exp
{
−x2

}√
сρ(ξ) exp

{
−t− |ξ| − x2

}
| sinu| ≤

≤ 20

e

√
сρ(ξ) exp

{
−t− |ξ| − x2

}
(1 + |u|) = ψ2(t, x, ξ)(1 + |u|),

|∂2xb(t, x, u, ξ)− ∂2xb(t, x, v, ξ)| = 4
∣∣1− 4x2

∣∣√сρ(ξ) exp
{
−t− |ξ| − 2x2

}
| sinu− sin v| ≤

≤ 20

e

√
сρ(ξ) exp{−t− |ξ| − x2}|u− v| = ψ2(t, x, ξ)|u− v|,

т. е. получили выполнение условий (19) и (20), где ψ(t, x, ξ) = max{ψ1(t, x, ξ), ψ2(t, x, ξ)} =

=
20

e

√
сρ(ξ) exp{−t− |ξ| − x2}.

Проверим для ψ выполнение условий (21), (22) и (24):

sup
0≤t≤T

∫
R

∫
R

ψ(t, x, ξ)dξ

2

dx =
400

e2
sup

0≤t≤T

∫
R

∫
R

√
сρ(ξ) exp

{
−t− |ξ| − x2

}
dξ

2

dx=

=
400с
e2

(
sup

0≤t≤T
exp{−2t}

) ∫
R

√
ρ(ξ) exp{−|ξ|}dξ

2 ∫
R

exp
{
−2x2

}
dx ≤

≤ 400с
e2

√
π

2

∫
R

ρ(ξ)dξ

∫
R

exp{−2|ξ|}dξ =
400с
e2

√
π

2

∫
R

ρ(ξ)dξ < ∞,

sup
0≤t≤T

∫
R

∫
R

ψ2(t, x, ξ)

ρ(ξ)
dξdx =

400

e2
sup

0≤t≤T

∫
R

∫
R

сρ(ξ) exp
{
−2t− 2|ξ| − 2x2

}
ρ(ξ)

dξ dx =

=
400с
e2

(
sup

0≤t≤T
exp{−2t}

)∫
R

exp{−2|ξ|}dξ

∫
R

exp
{
−2x2

}
dx =

400с
e2

√
π

2
< ∞,
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т. е. получили выполнение условий (21) и (22). Зафиксируем точку x0 ∈ R и докажем, что
существует функция ϕ(t, ξ, x0, δ), δ ∈ R+, из условия (24), удовлетворяющая (23):

|ψ(t, x, ξ)− ψ(t, x0, ξ)| ≤
20

e

√
сρ(ξ) exp{−t− |ξ|}(δ + 2|x0|)|x− x0| = ϕ(t, ξ, x0, δ)|x− x0|,

т. е. для функции ψ выполняется условие (24), в котором функция

ϕ(t, ξ, x0, δ) =
20

e

√
сρ(ξ) exp{−t− |ξ|}(δ + 2|x0|).

Проверим для нее выполнение условия (23):

sup
0≤t≤T

∫
R

ϕ2(t, ξ, x0, δ)

ρ(ξ)
dξ =

400

e2
(δ + 2|x0|)2 sup

0≤t≤T

∫
R

сρ(ξ) exp{−2t− 2|ξ|}
ρ(ξ)

dξ =

=
400с
e2

(δ + 2|x0|)2
(

sup
0≤t≤T

exp{−2t}

)∫
R

exp{−2|ξ|}dξ =
400с
e2

(δ + 2|x0|)2 < ∞.

Условие (25) принимает вид

sup
0≤t≤T

∫
R

∫
R

l2(t, x, ξ)

ρ(ξ)
dξ

 ρ(x)dx


p
2

=

(
с
√
π

2

) p
2

<

(
p
√

16

8
√
π

√
π

2

) p
2

=

(
p
√

16

16

) p
2

=
1

4p−1
,

что означает выполнение условий теоремы 1 для задачи (34).
6. Следствие из теоремы. Для частного случая (1) — начальной задачи вида

d

u(t, x) +

∫
Rd

b(t, x, ξ)u(t− h, ξ)dξ

 = (∆xu(t, x) + f(t, u(t− h), x)) dt+

+ σ(t, u(t− h), x)dW (t, x), 0 < t ≤ T, x ∈ Rd,
(35)

u(t, x) = φ(t, x), −h ≤ t ≤ 0, x ∈ Rd, h > 0,

— справедлива следующая теорема.
Теорема 2. Предположим, что выполняются следующие условия:
1) {f, σ} : [0, T ]× R× Rd → R — функции из п. 1 теоремы 1;
2) b : [0, T ]× Rd × Rd → R — измеримая функция такая, что

sup
0≤t≤T

∫
Rd

∫
Rd

b2(t, x, ξ)

ρ(ξ)
dξ

 ρ(x)dx < ∞, sup
0≤t≤T

∫
Rd

√√√√∫
Rd

b2(t, x, ξ)

ρ(ξ)
dξdx < ∞;
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3) для любого x ∈ Rd существуют производные ∂xib, ∂xixjb, {i, j} ⊂ {1, . . . , d}, и для
градиента∇xb и матрицы D2

xb выполняются условия

|∇xb(t, x, ξ)|+
∥∥D2

xb(t, x, ξ)
∥∥ ≤ ψ(t, x, ξ), 0 ≤ t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rd,

где функция ψ удовлетворяет условиям п. 3 теоремы 1.
Тогда если

sup
0≤t≤T

 ∫
Rd

∫
Rd

b2(t, x, ξ)

ρ(ξ)
dξ

 ρ(x)dx


p
2

<
1

4p−1
,

то задача (35) имеет единственное на 0 ≤ t ≤ T мягкое решение u ∈ Bp,T,ρ.
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