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We consider linear differential inclusions of variable dimension, and substantiate a possibility of using a
step-by-step averaging on a bounded interval.

Розглядаються лiнiйнi диференцiальнi включення зi змiнною розмiрнiстю та обґрунтовується
можливiсть використання методу покрокового усереднення на скiнченному промiжку.

1. Введение. В теории динамических систем метод усреднения является мощным средст-
вом для их исследования. Он позволяет получать приближенные аналитические реше-
ния для весьма сложных систем. Математическое обоснование метода усреднения для
обыкновенных дифференциальных уравнений берет начало с фундаментальной работы
Н. М. Крылова и Н. Н. Боголюбова [1]. Большую роль в разработке метода усреднения
для различных классов динамических систем сыграли работы Ю. А. Митропольского,
В. И. Арнольда, В. М. Волосова, Н. Н. Моисеева, Н. А. Перестюка, В. А. Плотникова,
А. М. Самойленко, А. Н. Филатова, О. П. Филатова, М. М. Хапаева, T. Dontchev, M. Kisie-
liwicz, J. A. Sanders и др. [2 – 16].

В этой работе рассматриваются линейные дифференциальные включения с перемен-
ной размерностью. Такие дифференциальные включения относятся к импульсным диф-
ференциальным включениям, для которых обоснование возможности применения мето-
да усреднения рассматривалось многими авторами (обзоры развития методов усредне-
ния для импульсных дифференциальных включений содержатся в работах [6 – 8, 14, 34]).
Однако, в отличие от ранее рассматриваемых импульсных дифференциальных включе-
ний, в данном случае в моменты импульсных воздействий меняется размерность системы,
а сам импульс „связывает” разноразмерные решения в эти моменты времени.

В данной работе получены некоторые свойства решений линейных дифференциаль-
ных включений с переменной размерностью и обосновывается возможность применения
для их исследования метода пошагового усреднения.

2. Основные определения и обозначения. Пусть comp (Rn) (conv(Rn)) — семейство
всех непустых компактных (выпуклых) подмножеств пространства Rn с метрикой Хаус-
дорфа

h(A,B) = max{max
a∈A

min
b∈B
‖a− b‖, max

b∈B
min
a∈A
‖a− b‖},

где ‖ · ‖— евклидова метрика в Rn.
Пусть I = [0, T ], n : I → N — кусочно-постоянная функция, непрерывная справа и

ограниченная постоянной n > 0: 1 ≤ n(t) ≤ n для всех t ∈ I.
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Предположение 1. Предположим, что множество всех точек разрыва функции n(·)
на сегменте I конечно и равно m.

Рассмотрим семейство линейных дифференциальных включений

ẋi ∈ Ai(t)xi + Fi(t), t ∈ [τi, τi+1), i = 0,m, (1)

x0(τ0) = x0(0) = x0, xi(τi) = Mixi−1(τi − 0), i = 1,m, (2)

где x(t) ∈ Rn(t), t ∈ I, τi ∈ I, i = 1,m, — моменты времени (τi < τi+1) такие, что n(τi) 6=
6= n(τi − 0), Ai(t) — матричнозначная функция (n(t)× n(t)), Fi : [τi, τi+1] → conv(Rn(t)) —
многозначное отображение, Mi — матрица (n(τi)× n(τi − 0)), τm+1 = T.

Наряду с системой (1), (2) будем рассматривать следующую вспомогательную систе-
му, которая получена из системы (1), (2) и имеет постоянную размерность:

ẋ ∈ N(n(t))A(t)x+N(n(t))F (t), t 6= τi, (3)

x(0) = x0, x(τi) = M(n(τi))x(τi − 0), i = 1,m, (4)

где t ∈ I, E(n(t)) — единичная матрица (n(t)×n(t)), N(n(t)) — матричнозначная функция
(n× n) такая, что

N(n(t)) =

(
E(n(t)) 0

0 0

)
,

P (t) — матричнозначная функция (n(t) × n) такая, что P (n(t)) = (E(n(t))0), A(t) —
матричнозначная функция (n × n) такая, что N(n(t))A(t) ≡ P T (n(t))Ai(t)P (n(t)) для
всех t ∈ [τi, τi+1), i = 0,m, F : I → conv (Rn) — многозначное отображение такое, что
N(n(t))F (t) ≡ P T (n(t))Fi(t) для всех t ∈ [τi, τi+1), i = 0,m, M(n(t)) — матричнозначная
функция (n× n) такая, что

M(n(t)) = M(n(τi)) =

(
Mi 0
0 E(n− n(τi))

)
для всех t ∈ [τi, τi+1), i = 0,m− 1, M0 = E(n), N(n(0))x0 ≡ P T (n(0))x0.

Определение 1. Вектор-функция x : I → (Rn) называется решением системы (3),
(4), если она абсолютно непрерывна, удовлетворяет дифференциальному включению
(3) почти всюду на интервалах, которые не содержат τi, и удовлетворяет условию (4)
для t = τi.

Замечание 1. Очевидно, что P T (n(t))x(t) = xi(t) для всех t ∈ I, где x(·) — решение
системы (3), (4), а xi(·) — решения системы (1), (2), т. е. первые n(t) элементов вектора
x(t) совпадают со всеми элементами вектора xi(t) для всех t ∈ I.

Замечание 2. Очевидно, что если дифференциальное включение (3) удовлетворяет
условиям теорем существования решений для обыкновенных линейных дифференциаль-
ных включений на I (см., например, [6, 8, 17 – 19]), то система (3), (4) будет иметь решения
на I [20].

ЧерезX(I) обозначим множество решений системы (3), (4), черезX(t) — его сечение
в момент t, т. е. X(t) = {x(t) : x(·) ∈ X(I), t ∈ I}.
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Замечание 3. К таким системам сводятся, например, управляемые процессы возник-
новения и развития объектов, дифференцированных по моменту создания [21 – 23],
управляемые гибридные системы [24 – 28] и управляемые системы с переменной размер-
ностью [29]. Если же n(t) ≡ n, то система (3), (4) является обыкновенным линейным
дифференциальным включением [8, 18, 19].

Теперь рассмотрим две системы:

ẋ ∈ [N(n(t))A1(t)x+N(n(t))F1(t)] t 6= τi, (5)

x(0) = x0, x(τi) = M(n(τi))x(τi − 0), i = 1,m, (6)

и

ẏ ∈ [N(n(t))A2(t)y +N(n(t))F2(t)], t 6= τi, (7)

y(0) = y0, y(τi) = M(n(τi))y(τi − 0), i = 1,m. (8)

Теорема 1. Пусть A1(t), A2(t), F1(t), F2(t) удовлетворяют следующим условиям:
1) A1(·), A2(·) — матричнозначные функции (n× n), непрерывные на I \ {τi} и непре-

рывные справа в τi, i = {1, 2, . . . ,m};
2) F1(·), F2(·) : I → conv

(
Rn
)

— многозначные отображения, непрерывные на I \ {τi}
и непрерывные справа в τi, i = {1, 2, . . . ,m};

3) существует постоянная η > 0 такая, что для всех t ∈ I

‖A1(t)−A2(t)‖ ≤ η, h(F1(t), F2(t)) ≤ η; (9)

4) существует постоянная λ > 0 такая, что для всех t ∈ I

‖M(n(t))‖ ≤ λ. (10)

Тогда справедливы следующие утверждения:
1) для любого решения x(·) системы (5), (6) существует решение y(·) системы (7),

(8) такое, что для всех t ∈ I

‖x(t)− y(t)‖ ≤ max {1, λm} e
√
na1T δ0 + Cη; (11)

2) для любого решения y(·) системы (7), (8) существует решение x(·) системы (5),
(6) такое, что для всех t ∈ I выполняется условие (11).

Следовательно, для всех t ∈ I

h(X(t), Y (t)) ≤ max {1, λm} e
√
na1T δ0 + Cη, (12)

где ‖x0 − y0‖ = δ0, a1 = maxt∈I ‖A1(t)‖, C — некоторая постоянная, зависящая от λ,
a1, T и m (см. (27)).

Доказательство. Докажем первое утверждение, т. е. включение X(t) ⊂ Y (t) + Sς(0),

где ς = max{1, λm}e
√
na1T δ0 + Cη.
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Пусть τ0 = 0, τm+1 = T. Возьмем произвольное решение x(·) ∈ X системы (5), (6).
Тогда

x(t) = x(τi) +

t∫
τi

[N(n(s))A1(s)x(s) +N(n(s))f1(s)]ds (13)

для всех t ∈ [τi, τi+1), i = 0,m, где f1(·) — измеримая вектор-функция такая, что f1(t) ∈
∈ F1(t) для всех t ∈ I, а также x(τi) = M(n(τi))x(τi − 0), i = 1,m.

Возьмем f2(t) = minf∈F2(t) ‖f1(t) − f‖. Очевидно, что f2(·) является измеримой век-
тор-функцией.

Пусть вектор-функция y(·) такая, что для всех t ∈ [τi, τi+1), i = 0,m,

y(t) = y(τi) +

t∫
τi

[N(n(s))A2(t)y(s) +N(n(s))f2(s)]ds (14)

и y(τi) = M(n(τi))y(τi − 0), i = 1,m. Следовательно, y(·) ∈ Y.
Возьмем произвольное t ∈ I. Очевидно, что t принадлежит некоторому полуинтер-

валу [τi, τi+1), где i ∈ {0, . . . ,m}. Обозначим

δ−i = ‖x(τi − 0)− y(τi − 0)‖, δi = ‖x(τi)− y(τi)‖.

Из (13) и (14) получим

‖x(t)− y(t)‖ =

∥∥∥∥∥∥x(τi) +

t∫
τi

[N(n(s))A1(s)x(s) +N(n(s))f1(s)]ds−

−y(τi)−
t∫

τi

[N(n(s))A2(t)y(s) +N(n(s))f2(s)]ds

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤ δi +

t∫
τi

‖N(n(s))‖‖A1(s)‖‖x(s)− y(s)‖ds+

+

t∫
τi

‖N(n(s))‖‖A1(s)y(s)−A2(s)y(s)‖ds+

t∫
τi

‖N(n(s))‖‖f1(s)− f2(s)‖ds ≤

≤ δi +

t∫
τi

‖N(n(s))‖‖A1(s)‖‖x(s)− y(s)‖ds+

+

t∫
τi

‖N(n(s))‖‖A1(s)y(s)−A2(s)y(s)‖ds+

t∫
τi

‖N(n(s))‖h(F1(s), F2(s))ds ≤
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≤ δi +

t∫
τi

[
√
n‖A1(s)‖‖x(s)− y(s)‖+ 2

√
nη]ds.

Воспользовавшись неравенством Гронуолла – Беллмана [10], получим

‖x(t)− y(t)‖ ≤
(
δi +

2η

a1

)
e
√
na1(t−τi) − 2η

a1
, t ∈ [τi, τi+1). (15)

Тогда

δ−i+1 ≤
(
δi +

2η

a1

)
e
√
na1(τi+1−τi) − 2η

a1
,

а также

δi = ‖x(τi)− y(τi)‖ = ‖M(n(τi))x(τi − 0)−M(n(τi))y(τi − 0)‖ ≤

≤ λ‖x(τi − 0)− y(τi − 0)‖ = λδ−i .

Следовательно,

δi+1 ≤ λe
√
na1(τi+1−τi)δi +

2λη

a1

(
e
√
na1(τi+1−τi) − 1

)
.

Пусть κ =
2η

a1
и µ =

√
na1. Тогда

δi+1 ≤ λeµ(τi+1−τi)δi + λκ
(
eµ(τi+1−τi) − 1

)
.

Поскольку δ−0 = δ0, то
δ1 ≤ λeµτ1δ0 + λκ (eµτ1 − 1) ,

δ2 ≤ λeµ(τ2−τ1) (λeµτ1δ0 + λκ (eµτ1 − 1)) + λκ
(
eµ(τ2−τ1) − 1

)
=

= λ2eµτ2δ0 + λ2κ
(
eµτ2 − eµ(τ2−τ1)

)
+ λκ

(
eµ(τ2−τ1) − 1

)
,

δ3 ≤ λeµ(τ3−τ2)δ2 + λκ
(
eµ(τ3−τ2) − 1

)
≤

≤ λeµ(τ3−τ2)
(
λ2eµτ2δ0 + λ2κ

(
eµτ2 − eµ(τ2−τ1)

)
+ λκ

(
eµ(τ2−τ1) − 1

))
+

+ λκ
(
eµ(τ3−τ2) − 1

)
≤ λ3eµτ3δ0 + λ3κ

(
eµτ3 − eµ(τ3−τ1)

)
+

+ λ2κ
(
eµ(τ3−τ1) − eµ(τ3−τ2)

)
+ λκ

(
eµ(τ3−τ2) − 1

)
.
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Следовательно, воспользовавшись методом математической индукции, получим

δi+1 ≤ λeµ(τi+1−τi)δi + λκ
(
eµ(τi+1−τi) − 1

)
≤

≤ λi+1eµτi+1δ0 + λi+1κ
(
eµτi+1 − eµ(τi+1−τ1)

)
+ λiκ

(
eµ(τi+1−τ1) − eµ(τi+1−τ2)

)
+ . . .

. . .+ λ2κ
(
eµ(τi+1−τi−1) − eµ(τi+1−τi)

)
+ λκ

(
eµ(τi+1−τi) − 1

)
. (16)

Теперь мы можем рассмотреть следующие случаи относительно λ:
1) если λ ≤ 1, то заменим все λj , j = 2, i+ 1, на λ:

δi+1 ≤ λeµτi+1δ0 + λκ (eµτi+1 − 1) ; (17)

2) если λ > 1, то заменим все λj , j = 1, i, на λi+1:

δi+1 ≤ λi+1eµτi+1δ0 + λi+1κ (eµτi+1 − 1) , (18)

а также получить другую оценку, в которой не используется оценка λ. Так как

eµτi+1 − eµ(τi+1−τ1) ≤ eµτi+1 − 1, eµ(τi+1−τ1) − eµ(τi+1−τ2) ≤ eµτi+1 − 1, . . . ,

eµ(τi+1−τi−1) − eµ(τi+1−τi) ≤ eµτi+1 − 1, eµ(τi+1−τi) − 1 ≤ eµτi+1 − 1,

то из (16) имеем

δi+1 ≤ λi+1eµτi+1δ0 + (λi+1 + λi + . . .+ λ2 + λ)κ (eµτi+1 − 1) .

Если λ 6= 1, то, воспользовавшись формулой суммы геометрической прогрессии, бу-
дем иметь

δi+1 ≤ λi+1eµτi+1δ0 + κ
λi+1 − λ
λ− 1

(eµτi+1 − 1) , (19)

а если λ = 1, то

δi+1 ≤ eµτi+1δ0 + κ(i+ 1) (eµτi+1 − 1) . (20)

Из (15), (17), получим

‖x(t)− y(t)‖ ≤ λeµtδ0 + λκ
(
eµt − eµ(t−τi)

)
+ κ

(
eµ(t−τi) − 1

)
≤

≤ λeµtδ0 + κ
(
eµt − 1

)
= λe

√
na1tδ0 +

2η

a1

(
e
√
na1t − 1

)
, (21)
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из (15), (18) —

‖x(t)− y(t)‖ ≤
(
λieµτiδ0 + λiκ (eµτi − 1) + κ

)
eµ(t−τi) − κ ≤

≤ λieµtδ0 + λiκ
(
eµt − eµ(t−τi)

)
+ κ

(
eµ(t−τi) − 1

)
=

= λieµtδ0 + κ
(
λi + 1

) (
eµt − 1

)
≤

≤ λie
√
na1tδ0 +

2η

a1

(
λi + 1

) (
e
√
na1t − 1

)
, (22)

из (15), (19) —

‖x(t)− y(t)‖ ≤ λieµtδ0 + κ
λi − 1

λ− 1

(
eµt − eµ(t−τi)

)
+ κ

(
eµ(t−τi) − 1

)
≤

≤ λieµtδ0 + κ
λi + λ− 2

λ− 1

(
eµt − 1

)
=

= λie
√
na1tδ0 +

2η

a1

λi + λ− 2

λ− 1

(
e
√
na1t − 1

)
, (23)

а из (15), (20) —

‖x(t)− y(t)‖ ≤ eµtδ0 + κ(i+ 1)
(
eµt − eµ(t−τi)

)
+ κ

(
eµ(t−τi) − 1

)
≤

≤ eµtδ0 + κ(i+ 2)
(
eµt − 1

)
= e

√
na1tδ0 +

2η

a1
(i+ 2)

(
e
√
na1t − 1

)
. (24)

Следовательно, так как i ≤ m и t ≤ T, то для любого t ∈ I из (21) – (24) получим

‖x(t)− y(t)‖ ≤ max{1λm}e
√
na1T δ0 + Cη, (25)

где

C =



2

a1

(
e
√
na1T − 1

)
, если λ ≤ 1,

2

a1
(λm + 1)

(
e
√
na1T − 1

)
, если λ > 1,

2

a1
max

{
1,
λm + λ− 2

λ− 1

}(
e
√
na1T − 1

)
, если λ 6= 1,

2

a1
(m+ 2)

(
e
√
na1T − 1

)
, если λ = 1.

(26)
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Оценив выражения в (26), будем иметь

C =


2

a1

(
e
√
na1T − 1

)
, если λ ≤ 1,

2

a1
min

{
(λm + 1),

λm + λ− 2

λ− 1

}(
e
√
na1T − 1

)
, если λ > 1.

(27)

Таким образом, из (25), (27) получим первое утверждение теоремы. Аналогично до-
казывается второе утверждение теоремы.

Теорема доказана.
Замечание 4. Рассмотрим некоторые специальные случаи этой теоремы.
Пусть η = 0, δ0 6= 0. Тогда

h(X(t), Y (t)) ≤ max {1, λm} e
√
na1T δ0 (28)

для всех t ∈ I.
Из (28) следует, что для любого ε > 0 существует δ(ε) = εmax{1, λm}−1e−

√
na1T та-

кое, что если δ0 = ‖x0 − y0‖ < δ, то h(X(t), Y (t)) < ε для всех t ∈ I. Следовательно,
множество решений системы (5) непрерывно зависит от начального условия.

Если δ0 = 0 и η 6= 0, то h(X(t), Y (t)) ≤ Cη для всех t ∈ I, т. е. для любого ε >

> 0 существует такое η(ε) =
ε

C
, что если неравенства (9), (10) выполняются, то h(X(t),

Y (t)) < ε для всех t ∈ I. Тем самым множество решений системы (5) непрерывно зависит
от правой части системы.

3. Метод пошагового усреднения. Рассмотрим линейную систему с малым параметром

ẋ ∈ ε[N(n(t))A(t)x+N(n(t))F (t)], t 6= τi, (29)

x(0) = x0, x(τi) = M(n(τi))x(τi − 0), (30)

где ε > 0 — малый параметр, τi ∈ R+ — моменты времени (τi < τi+1) такие, что n(τi −
−0) 6= n(τi).

Предположение 2. Предположим, что множество разрывов функции n(·) на любом
сегменте, принадлежащем R+, конечно.

Возьмем некоторое ω > 0. Обозначим через Γ множество таких точек пространства
R+, что γi = iω, i = 0, 1, . . . , а через Υ множество таких точек τi, что n(τi−0)−n(τi+0) 6=
6= 0.Обозначим через Ξ множество точек ti, i = 0, 1, . . . , таких, что Ξ = Γ

⋃
Υ.Очевидно,

что ti+1 − ti ≤ ω для всех i = 0, 1, . . . .

Системе (29), (30) поставим в соответствие усредненную систему

ẏ ∈ ε[N(n(t))A(t)y +N(n(t))F (t)], t 6= τi, (31)

y(0) = x0, y(τi) = M(n(τi))y(τi − 0), (32)
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где

A(t) =

Ai : Ai =
1

ti+1 − ti

ti+1∫
ti

A(s)ds, t ∈ [ti, ti+1), i = 0, 1, . . .

 , (33)

F (t) =

Fi : Fi =
1

ti+1 − ti

ti+1∫
ti

F (s)ds, t ∈ [ti, ti+1), i = 0, 1, . . .

 . (34)

Теорема 2. Пусть выполняются следующие условия:
1) A(·) : R+ → Rn×n — матричнозначная функция (n × n) с непрерывными элемен-

тами на R+\{τi} и непрерывными справа в t = τi;
2) F (·) : R+ → conv (Rn) — непрерывное многозначное отображение на R+\{τi} и

непрерывное справа в t = τi;
3) существует такое α > 0, что ‖N(n(t))A(t)‖ ≤ α, ‖N(n(t))F (t)‖ ≤ α для всех

t ≥ 0;
4) существует такое 0 < λ < 1, что для всех t ≥ 0

‖M(n(t))‖ ≤ λ. (35)

Тогда для любого L > 0 существуют такие ε0(L) > 0 и C(L) > 0, что для всех
ε ∈ (0, ε0] и t ∈ [0, Lε−1] справедливы следующие утверждения:

1) для любого решения x(·) системы (29), (30) существует такое решение y(·) сис-
темы (31), (32), что

‖x(t)− y(t)‖ < Cε; (36)

2) для любого решения y(·) системы (31), (32) существует такое решение x(·) сис-
темы (29), (30), что выполняется неравенство (36).

Следовательно,

h(X(t), Y (t)) < Cε. (37)

Доказательство. Докажем первое утверждение, т. е. включение

X(t) ⊂ Y (t) + SCε(0).

Обозначим Ξε = [0, Lε−1]
⋂

Ξ и Υε = [0, Lε−1]
⋂

Υ. Очевидно, что множества Ξε и
Υε конечны, и будем считать, что они содержат k + 1 элемент t0, t1, . . . , tk и l элементов
τ1, . . . , τl соответственно. Кроме того, обозначим tk+1 = Lε−1.

Возьмем любое решение x(·) ∈ X системы (29), (30). Тогда

x(t) = x(ti) + ε

t∫
ti

[N(n(s))A(s)x(s) +N(n(s))f(s)]ds (38)
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для всех t ∈ [ti, ti+1), если ti+1 ∈ Υ, и t ∈ [ti, ti+1], если ti+1 6∈ Υ, i = 0, 1, . . . , k, где f(·)
— измеримая вектор-функция такая, что f(t) ∈ F (t) почти для всех t ∈ [0, Lε−1], а также
x(0) = x0 и x(ti) = M(n(ti))x(ti − 0) для всех ti ∈ Ξε

⋂
Υ.

Возьмем f(t) = minf∈F (t) ‖f(t)−f‖.Очевидно, что f(·) — измеримая вектор-функция
на t ∈ [0, Lε−1].

Пусть y(·) такое, что

y(t) = y(ti) + ε

t∫
ti

[N(n(s))A(s)y(s) +N(n(s))f(s)]ds (39)

для всех t ∈ [ti, ti+1), если ti+1 ∈ Υ, и t ∈ [ti, ti+1], если ti+1 6∈ Υ, i = 0, 1, . . . , k, y(0) = x0
и y(ti) = M(n(ti))y(ti − 0) для всех ti ∈ Ξε

⋂
Υ. Следовательно, y(·) является решением

системы (31), (32), т. е. y(·) ∈ Y.
Возьмем произвольное t ∈ (0, Lε−1). Тогда возможны следующие случаи:
1) t ∈ (0, τ1), где τ1 ∈ Υε;
2) t ∈ (τj , τj+1), где τj , τj+1 ∈ Υε;
3) t ∈ (τl, tk+1), где τl ∈ Υε;
4) t = τr, где τr ∈ Υε, r ∈ {1, . . . , l}.
Рассмотрим первый случай. Из (38) и (39) имеем

|x(t)| ≤ (|x0|+ αL)eαL, |y(t)| ≤ (|x0|+ αL)eαL. (40)

Далее получим

‖x(t)− y(t)‖ =

∥∥∥∥∥∥x(0) + ε

t∫
0

[N(n(s))A(s)x(s) +N(n(s))f(s)]ds−

−y(0) + ε

t∫
0

[N(n(s))A(s)y(s) +N(n(s))f(s)]ds

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤ ε

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

N(n(s))A(s)x(s)ds−
t∫

0

N(n(s))A(s)y(s)ds

∥∥∥∥∥∥+

+ ε

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

N(n(s))f(s)ds−
t∫

0

N(n(s))f(s)ds

∥∥∥∥∥∥ . (41)

Предположим, что [0, τ1]
⋂

Ξε = {t0, . . . , tm} и t ∈ (tm−1, tm), где t0 = 0, tm = τ1.
Теперь оценим первое слагаемое в (41):∥∥∥∥∥∥

t∫
0

N(n(s))A(s)x(s)ds−
t∫

0

N(n(s))A(s)y(s)ds

∥∥∥∥∥∥ ≤ (42)
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≤
m−2∑
i=0

∥∥∥∥∥∥
ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)x(s)ds−
ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)x(s)ds

∥∥∥∥∥∥+ (43)

+

∥∥∥∥∥∥∥
t∫

tm−1

N(n(s))A(s)x(s)ds−
t∫

tm−1

N(n(s))A(s)x(s)ds

∥∥∥∥∥∥∥+ (44)

+

t∫
0

∥∥N(n(s))A(s)x(s)−N(n(s))A(s)y(s)
∥∥ ds. (45)

Оценим каждое слагаемое в (43):

∥∥∥∥∥∥
ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)x(s)ds−
ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)x(s)ds

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤

∥∥∥∥∥∥
ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)x(s)ds−
ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)x(ti)ds

∥∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥∥
ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)x(ti)ds−
ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)x(ti)ds

∥∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥∥
ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)x(ti)ds−
ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)x(s)ds

∥∥∥∥∥∥ .
Поскольку

ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)x(ti)ds =

ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)x(ti)ds =

ti+1∫
ti

N(n(s))Aix(ti)ds

и∥∥∥∥∥∥
ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)x(s)ds−
ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)x(ti)ds

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤

∥∥∥∥∥∥
ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)[x(ti) + ε

s∫
ti

[N(n(ζ))A(ζ)x(ζ) +N(n(ζ))f(ζ)]dζ]ds−
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−
ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)x(ti)ds

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤

∥∥∥∥∥∥
ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)

ε s∫
ti

[N(n(ζ))A(ζ)x(ζ) +N(n(ζ))f(ζ)] dζ

 ds
∥∥∥∥∥∥ ≤

≤
ti+1∫
ti

α

ε s∫
ti

[α‖x(ζ)‖+ α]dζ

 ds ≤ εα2
[
(‖x0‖+ αL)eαL + 1

] (ti+1 − ti)2

2
≤

≤ εα2[(‖x0‖+ αL)eαL + 1]
ω2

2
,

а также аналогично∥∥∥∥∥∥
ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)x(ti)ds−
ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)x(s)ds

∥∥∥∥∥∥ ≤ εα2
[
(‖x0‖+ αL)eαL + 1

] ω2

2
,

то ∥∥∥∥∥∥
ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)x(s)ds−
ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)x(s)ds

∥∥∥∥∥∥ ≤ εα2
[
(|x0|+ αL)eαL + 1

]
ω2.

Теперь можно получить оценку выражения (43):

m−2∑
i=0

∥∥∥∥∥∥
ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)x(s)ds−
ti+1∫
ti

N(n(s))A(s)x(s)ds

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤ (m− 1)[εα2

[
(‖x0‖+ αL)eαL + 1]ω2

]
. (46)

Далее, оценим выражение (44):∥∥∥∥∥∥∥
t∫

tm−1

N(n(s))A(s)x(s)ds−
t∫

tm−1

N(n(s))A(s)x(s)ds

∥∥∥∥∥∥∥ ≤

≤
t∫

tm−1

‖x(s)‖‖N(n(s))A(s)−N(n(s))A(s)‖ds ≤ 2α(‖x0‖+ αL)eαLω, (47)

а также интеграл (45):

t∫
0

‖N(n(s))A(s)x(s)−N(n(s))A(s)y(s)‖ds ≤ α

t∫
0

‖x(s)− y(s)‖ds. (48)
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Тогда из (42) и (46) – (48) получим∥∥∥∥∥∥
t∫

0

N(n(s))A(s)x(s)ds−
t∫

0

N(n(s))A(s)y(s)ds

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤ (m− 1)

[
εα2

[
(‖x0‖+ αL)eαL + 1

]
ω2
]

+

+ 2α(‖x0‖+ αL)eαLω + α

t∫
0

‖x(s)− y(s)‖ds. (49)

Теперь оценим аналогично второе слагаемое в (41):∥∥∥∥∥∥
t∫

0

N(n(s))f(s)ds−
t∫

0

N(n(s))f(s)ds

∥∥∥∥∥∥ ≤ 2αω. (50)

Тогда, благодаря (41) и (49), (50), получим

‖x(t)− y(t)‖ ≤ εα

t∫
0

‖x(s)− y(s)‖ds+ ε
{

(m− 1)
[
εα2

[
(‖x0‖+ αL)eαL + 1

]
ω2
]

+

+2α(‖x0‖+ αL)eαLω + 2αω
}
.

На основании леммы Грануолла – Беллмана будем иметь

‖x(t)− y(t)‖ ≤ ε
{

(m− 1)
[
εα2

[
(‖x0‖+ αL)eαL + 1

]
ω2
]

+

+2α(‖x0‖+ αL)eαLω + 2αω
}
eαL,

т. е.
‖x(t)− y(t)‖ ≤ C0ε,

где
C0 =

{
α2L

[
(‖x0‖+ αL)eαL + 1

]
+ 2α(‖x0‖+ αL)eαL + 2α

}
eαLω.

Заметим, что если t = τ1, то

‖x(τ1)− y(τ1)‖ ≤ ‖M(n(τ1))x(τ1 − 0)−M(n(τ1))y(τ1 − 0)‖ ≤ λC0ε.

Рассмотрим второй случай (когда t ∈ (τ1, τ2)). Из (40) имеем

‖x(τ1 − 0)‖ ≤ (‖x0‖+ εατ1)e
εατ1 , ‖y(τ1 − 0)‖ ≤ (‖x0‖+ εατ1)e

εατ1 .

Тогда
‖x(τ1)‖ ≤ λ(‖x0‖+ εατ1)e

εατ1 , ‖y(τ1)‖ ≤ λ(‖x0‖+ εατ1)e
εατ1 .
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Следовательно,

‖x(t)‖ ≤ ‖x(τ1)‖+ εα

t∫
τ1

‖x(s)‖ds+ εα(τ2 − τ1) ≤

≤ λ‖x0‖eεαt + ελατ1e
εαt + εα(τ2 − τ1)eεα(t−τ1) ≤

≤ λ‖x0‖eαL + λαLeαL + αLeαL = λeαL
(
‖x0‖+ αL

(
1 + λ−1

))
. (51)

Аналогично
‖y(t)‖ ≤ λeαL

(
‖x0‖+ αL

(
1 + λ−1

))
.

Из (38) и (39) находим

‖x(t)− y(t)‖ ≤ ‖x(τ1)− y(τ1)‖+ ε

∥∥∥∥∥∥
t∫

τ1

N(n(s))A(s)x(s)ds−
t∫

τ1

N(n(s))A(s)y(s)ds

∥∥∥∥∥∥+

+ ε

∥∥∥∥∥∥
t∫

τ1

N(n(s))f(s)ds−
t∫

τ1

N(n(s))f(s)ds

∥∥∥∥∥∥ .
Предположим, что [τ1, τ2]

⋂
Ξε = {tz, . . . , tz+m} и t ∈ (tz+m−1, tz+m), где tz = τ1,

tz+m = τ2. Тогда аналогично (49) получим∥∥∥∥∥∥
t∫

tz

N(n(s))A(s)x(s)ds−
t∫

tz

N(n(s))A(s)y(s)ds

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤ α

t∫
tz

‖x(s)− y(s)‖ds+ (m− 1)
[
εα2

[
λeαL

(
‖x0‖+ αL

(
1 + λ−1

))
+ 1
]
ω2
]

+

+ 2αλeαL
(
‖x0‖+ αL

(
1 + λ−1

))
ω, (52)

а также аналогично (50)∥∥∥∥∥∥
t∫

tz

N(n(s))f(s)ds−
t∫

tz

N(n(s))f(s)ds

∥∥∥∥∥∥ ≤ 2αω. (53)

Тогда

‖x(t)− y(t)‖ ≤ λC0ε+ ε
{

(m− 1)εα2ω[λeαL(‖x0‖+ αL(1 + λ−1)) + 1]+

+2αλeαL(‖x0‖+ αL(1 + λ−1)) + 2α
}
eαε(t−τ1)ω.
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Следовательно,
‖x(t)− y(t)‖ ≤ C1ε,

где
C1 = λC(0) + C(1), C(0) = C0,

C(1) =
{
α2L

[
λeαL

(
‖x0‖+ αL

(
1 + λ−1

))
+ 1
]

+

+2αλeαL
(
‖x0‖+ αL

(
1 + λ−1

))
+ 2α

}
eαLω.

Заметим, что если t = τ2, то ‖x(τ2)− y(τ2)‖ ≤ λC1ε.
Теперь рассмотрим третий случай, когда t ∈ [τl, Lε

−1]. Тогда аналогично предыдущим
рассуждениям получим

‖x(τl)− y(τl)‖ ≤ λCl−1ε,

‖x(t)‖ ≤ λleαL
(
‖x0‖+ αL

(
1 + λ−1 + λ−2 + . . .+ λ−l

))
= λleαL

(
‖x0‖+ αL

λ−l−1 − 1

λ−1 − 1

)
,

‖y(t)‖ ≤ λleαL
(
‖x0‖+ αL

λ−l−1 − 1

λ−1 − 1

)
,

а также
‖x(t)− y(t)‖ ≤ Clε,

где
Cl = λlC(0) + λl−1C(1) + . . .+ λC(l−1) + C(l),

C(i) = eαLω(α2L+ 2α)

[
λieαL

(
‖x0‖+ αL

λ−i−1 − 1

λ−1 − 1

)
+ 1

]
.

Выполнив тождественные преобразования, будем иметь

Cl = λleαLω(α2L+ 2α)

{
(l + 1)eαL‖x0‖+ eαLαL

l + 1

1− λ−1
+

1− λ−l−1

1− λ−1
(eαLαLλ−1 + 1)

}
.

Для фиксированных α, L, ω, x0 и 0 < λ < 1 последовательность {Cl}∞l=1 является
возрастающей и liml→+∞Cl = C(λ, α, L, ω, x0), где 0 < C(λ, α, L, ω, x0) < +∞. Тогда мы
возьмем C = C(λ, α, L, ω, x0) и получим справедливость первого утверждения теоремы.
Второе утверждение теоремы доказывается аналогично.

Теорема доказана.
Замечание 5. Если в условии 4 теоремы предположить существование только λ > 0,

то при λ ≥ 1 получим liml→+∞Cl = +∞. Но в этом случае можно доказать аналогичную
теорему, если предположить, что множество разрывов функции n(·) на R+ конечно.

Замечание 6. Если n(t) ≡ n, то данная теорема обосновывает возможность примене-
ния пошагового усреднения для обыкновенных линейных дифференциальных включе-
ний на конечном промежутке.
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Замечание 7. Аналогично могут быть рассмотрены линейные управляемые диффе-
ренциальные включения с переменной размерностью в условиях неопределенности и не-
четкие линейные дифференциальные включения с переменной размерностью, а также
доказаны теоремы, которые обобщают результаты работ [30 – 40] для линейного случая.
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