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We find existence and uniqueness conditions for solutions of difference equations with contracting compact
operators on the metric space of two-sided sequences.

Получены условия существования и единственности решений разностных уравнений со сжи-
мающими компактными операторами в метрическом пространстве двусторонних последова-
тельностей.

1. Основнi позначення та об’єкт дослiджень. Нехай Z — множина всiх цiлих чисел, Mn,
n ∈ Z, — довiльнi повнi метричнi простори з метриками dn, n ∈ Z, вiдповiдно i M —
множина всiх двостороннiх послiдовностей x = (xn)n∈Z елементiв xn ∈ Mn, n ∈ Z.

Зафiксуємо довiльну послiдовнiсть a = (an)n∈Z ∈ M. Позначимо через Ma повний
метричний простiр усiх двостороннiх послiдовностей x = (xn)n∈Z ∈ M, для кожної з
яких

sup
n∈Z

dn(xn, an) < ∞, (1)

з метрикою d, що визначається рiвнiстю

d(x,y) = sup
n∈Z

dn(xn, yn).

Очевидно, що послiдовнiсть a є елементом простору Ma, i ця послiдовнiсть, як i по-
слiдовностi x ∈ Ma, можуть бути необмеженими, якщо, наприклад, Mn = R (R — поле
дiйсних чисел) i an = n, n ∈ Z. Однак завдяки (1) усi елементи x простору Ma вiдрiзня-
ються вiд a на обмежену величину. Такi елементи простору Ma (для яких справджується
(1)) називатимемо a-обмеженими.

Позначимо через Bn[an, r] замкнену кулю у просторi Mn iз центром у точцi an ∈ Mn i
радiусом r, тобто множину

{x ∈ Mn : dn(x, an) ≤ r}.

Розглянемо оператори Fn : Mn−1 ×Mn → Mn, n ∈ Z, для яких виконується спiввiдно-
шення

sup
n∈Z

sup
x∈Bn−1[an−1,r]

dn(Fn(x, hn), an) < ∞ (2)
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для кожного елемента h = (hn)n∈Z простору Ma i кожного числа r > 0.

Цi оператори породжують рiзницеве рiвняння

xn = Fn(xn−1, hn), n ∈ Z. (3)

Основним об’єктом дослiджень у статтi є встановлення умов, при виконаннi яких для
кожної послiдовностi h = (hn)n∈Z ∈ Ma рiвняння (3) має у просторi Ma хоча б один (або
рiвно один) розв’язок x, тобто рiвняння (3) має хоча б один (або єдиний) a-обмежений
розв’язок. Цю задачу розв’яжемо, використавши допомiжнi результати, що наводяться в
наступному пунктi.

Зазначимо, що у випадку, коли метричнi простори Mn, n ∈ Z, банаховi, а рiзницеве
рiвняння (3) лiнiйне, аналогiчнi задачi розв’язанi автором в [1].

2. Допомiжнi результати. При дослiдженнi рiвняння (3) будемо використовувати одне
узагальнення принципу стискаючих вiдображень, локально збiжнi послiдовностi елемен-
тiв метричного простору Ma та c-неперервнi оператори.

2.1. Теореми про нерухомi точки стискаючих вiдображень. У цьому пiдпунктi викорис-
таємо метричний простiр M iз метрикою ρ.

Якщо для деякого k ∈ [0, 1) i всiх x, y ∈ M для вiдображення f : M → M виконується
спiввiдношення

ρ(f(x), f(y)) ≤ kρ(x, y),

то це вiдображення називають стисканням. Якщо ж

ρ(f(x), f(y)) < ρ(x, y)

при x, y ∈ M i x 6= y, то вiдображення f називається стискаючим вiдображенням [2].
Важливим у теорiї стискаючих вiдображень є наступне твердження.
Теорема 1. Нехай вiдображення f : M → M є стискаючим.
Якщо iснує така точка x0 ∈ M, що послiдовнiсть (xm)m≥1 iтерацiй xm = fm(x0)

мiстить пiдпослiдовнiсть, що збiгається до точки x∞ ∈ M, то x∞ — єдина нерухома
точка вiдображення f i послiдовнiсть (xm)m≥1 також збiгається до x∞.

Це твердження є об’єднанням теореми 1 та зауваження 3.2 iз статтi Едельштейна [2].
Зазначимо, що в теоремi 1 вiдстань ρ(xm, x∞) мiж xm i x∞ монотонно прямує до 0 при

m → +∞, що випливає iз спiввiдношень

ρ(xm+1, x∞) = ρ(f(xm), f(x∞)) < ρ(xm, x∞), m ≥ 0,

якщо

xm 6= x∞.

Наслiдком теореми 1 є наступна важлива для подальшого теорема.
Теорема 2. Нехай метричний простiр M є повним, а вiдображення f : M → M —

компактним i стискаючим.
Тодi вiдображення f має єдину нерухому точку x∗ ∈ M.

Очевидно, що теорема 1 узагальнює принцип стискаючих вiдображень Банаха [3], що
формулюється у виглядi такого твердження.
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Теорема 3. Нехай M — повний метричний простiр. Тодi вiдображення стискання
f : M → M має єдину нерухому точку x∗ i для кожного x0 ∈ M послiдовнiсть (fn(x0))n≥1
збiгається до x∗.

2.2. Локально збiжнi послiдовностi та c-неперервнi оператори. Розглянемо оператор
Pm : Ma → Ma, де m ∈ N, що визначається рiвнiстю

(Pmx)n =

{
xn, якщо |n| ≤ m,
an, якщо |n| > m.

(4)

Послiдовнiсть елементiв xk ∈ Ma, k ≥ 1, називатимемо локально збiжною до x ∈ Ma

при k → ∞ i позначатимемо

xk
loc., Ma−−−−−→ x при k → ∞,

якщо
sup
k≥1

d(xk,a) < ∞

i
lim
k→∞

d(Pmxk,Pmx) = 0

для кожного числа m ∈ N.
Оператор H : Ma −→ Ma називатимемо c-неперервним, якщо для довiльних x ∈ Ma i

xk ∈ Ma, k ∈ N, для яких

xk
loc., Ma−−−−−→ x при k → ∞,

виконується спiввiдношення

Hxk
loc., Ma−−−−−→ Hx при k → ∞.

Зазначимо, що поняття c-неперервного оператора (на мовi ε, δ) введено до розгляду
Е. Мухамадiєвим [4, 5]. Вивчення цих операторiв було продовжено в [6 – 17] та iнших ро-
ботах.

Крiм теореми 2 важливою для подальшого є таке твердження.
Лема 1. Нехай послiдовнiсть (xk)k≥1 елементiв xk = (xk,n)n∈Za метричного просто-

ру Ma задовольняє умови:
1) справджується спiввiдношення

sup
k≥1

d(xk,a) < ∞;

2) для кожного числа m ∈ N замикання множини {Pmxk : k ≥ 1} у метричному прос-
торi Ma є компактним у цьому просторi.

Тодi iснують такi пiдпослiдовнiсть (xkl)l≥1 послiдовностi (xk)k≥1 i елемент x ∈ Ma,
для яких

xkl
loc., Ma−−−−−→ x при l → ∞
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i

d(x,a) ≤ sup
k≥1

d(xk,a). (5)

Доведення. Нехай [t] — цiла частина числа t. Розглянемо числа

np = (−1)p[p/2], p ∈ N.

Очевидно, що {np : p ∈ N} = Z. На пiдставi умов леми iснують збiжнi послiдовностi

xk1,1,n1 , xk1,2,n1 , . . . , xk1,m,n1 , . . . ,

xk2,1,n2 , xk2,2,n2 , . . . , xk2,m,n2 , . . . ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xkm,1,nm , xkm,2,nm , . . . , xkm,m,nm , . . . ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

для яких послiдовностi (kl,p)p≥1 є строго зростаючими i для кожного l ∈ N

{kl,p : p ∈ N} ⊃ {kl+1,p : p ∈ N}. (6)

Позначимо через bm границю limp→∞ xkm,p,nm , а через x = (xn)n∈Z елемент простору Ma,
для якого xnm = bm для всiх m ∈ N. Iз (6) випливає, що

kq,q ∈ {km,p : p ∈ N}

для q ≥ m i m ∈ N. Тому послiдовнiсть

xk1,1,n, xk2,2,n, . . . , xkq,q ,n, . . .

є збiжною для кожного n ∈ Z i, отже,

xkq,q
loc., Ma−−−−−→ x при q → ∞.

Нерiвнiсть (5) випливає з того, що

xnm = lim
p→∞

xkm,p,nm

i
|xnm | ≤ sup

p≥1
|xkm,p,nm |

для всiх m ∈ N.
Лему 1 доведено.
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Зауважимо, що окремий випадок леми 1 у випадку Mn = R, n ∈ Z, мiститься у [18].
3. Умови розв’язностi рiвняння (3) у просторi Ma. У цьому пунктi ми наведемо тео-

рему про iснування a-обмежених розв’язкiв рiвняння (3) для довiльного h ∈ Ma.

Визначимо оператор Fh : M → M за допомогою спiввiдношення

(Fhx)n = Fn(xn−1, hn), n ∈ Z. (7)

Очевидно, що завдяки (2)

FhMa ⊂ Ma

i задача про знаходження для кожного h = (hn)n∈Z ∈ Ma a-обмежених розв’язкiв рiв-
няння (3) рiвносильна задачi про знаходження у просторi Ma розв’язкiв рiвняння

x = Fhx (8)

для кожного h = (hn)n∈Z ∈ Ma.

Будемо вважати, що оператори Fn : Mn−1 ×Mn → Mn, n ∈ Z, для яких виконуються
спiввiдношення (2), додатково задовольняють для кожного h = (hn)n∈Z ∈ Ma такi умови:

а) функцiї Fn(x, hn), n ∈ Z, неперервнi на Mn, n ∈ Z, вiдповiдно;
б) iснує таке число R > 0, залежне вiд h, що

sup
n∈Z

sup
x∈Bn−1[an−1,R]

dn(Fn(x, hn), an) ≤ R;

в) замикання множин {Fn(x, hn) : x ∈ Bn−1[an−1, R]}, n ∈ Z (тут R — те саме число,
що й у попереднiй умовi), є компактними множинами у просторах Mn, n ∈ Z, вiдповiдно;

г) для кожного n ∈ Z справджується спiввiдношення

dn(Fn(x, hn), Fn(y, hn)) < dn−1(x, y)

при x, y ∈ Bn−1[an−1, R] i x 6= y (тут R — те саме число, що й в умовi б)).
Справедливою є така теорема.
Теорема 4. Нехай h = (hn)n∈Z — довiльний елемент простору Ma i виконуються

умови а) – г).
Тодi рiзницеве рiвняння (3) має хоча б один розв’язок x = (xn)n∈Z ∈ Ma, для якого

d(x,a) ≤ R.

Доведення. Зафiксуємо довiльний елемент h = (hn)n∈Z ∈ Ma. Розглянемо метричнi
пiдпростори Ma,k, k ≥ 1, простору Ma i оператори Fh,k : Ma,k → Ma,k, k ≥ 1, за допомо-
гою рiвностей

Ma,k = PkMa, k ≥ 1,

Fh,k = PkFh, k ≥ 1,
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вiдповiдно (тут Pk : Ma → Ma — оператор, що визначається рiвнiстю (4)). Метрику в
Ma,k позначимо через ρk. Очевидно, що для кожного x ∈ Ma,k

ρk(x,a) = sup
|n|≤k

dn(xn, an).

У метричному просторi Ma,k розглянемо пiдпростiр

Ma,k,R = {x ∈ Ma,k : dn(xn, an) ≤ R, |n| ≤ k}.

Використаємо звуження Fh,k|Ma,k,R
Ma,k,R оператора Fh,k на пiдпростiр Ma,k,R. Завдяки

умовам а) – г) метричний простiр Ma,k,R є повним, iнварiантним по вiдношенню до опе-
ратора Fh,k|Ma,k,R

, тобто
Fh,k|Ma,k,R

Ma,k,R ⊂ Ma,k,R,

оператор Fh,k|Ma,k,R
: Ma,k,R → Ma,k,R — компактним i стискаючим, тобто

ρk
(
Fh,k|Ma,k,R

x,Fh,k|Ma,k,R
y
)
< ρk(x,y)

при x,y ∈ Ma,k,R i x 6= y. За теоремою 2 для кожного k ≥ 1 оператор Fh,k|Ma,k,R
має

нерухому точку xk ∈ Ma,k,R.
Отже, iснує послiдовнiсть (xk)k≥1 елементiв xk, k ≥ 1, простору Ma, що задовольняє

такi умови:
1) справджується спiввiдношення

sup
k≥1

d(xk,a) ≤ R;

2) для кожного числа m ∈ N замикання множини {Pmxk : k ≥ 1} у метричному прос-
торi Ma є компактним у цьому просторi.

Тодi за лемою 1 iснують такi пiдпослiдовнiсть (xkl)l≥1 послiдовностi (xk)k≥1 i елемент
x∗ ∈ Ma, для яких

xkl
loc., Ma−−−−−→ x∗ при l → ∞ (9)

i

d (x∗,a) ≤ R. (10)

Покажемо, що x∗ — нерухома точка вiдображення Fh. Спочатку зазначимо, що зав-
дяки спiввiдношенню (7) та умовi а) цей оператор є c-неперервним. Тому на пiдставi (9)

Fhxkl
loc., Ma−−−−−→ Fhx

∗ при l → ∞. (11)

Оскiльки
Fhxkl = xkl
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для всiх l ≥ 1, то згiдно з (11)

xkl
loc., Ma−−−−−→ Fhx

∗ при l → ∞.

Звiдси, iз (9) i єдиностi границi отримуємо рiвнiсть

Fhx
∗ = x∗,

тобто x∗ є розв’язком рiвняння (8).
Отже, рiзницеве рiвняння (3) має розв’язок x∗ ∈ Ma, що задовольняє (10).
Теорему 4 доведено.
4. Умови однозначної розв’язностi рiвняння (3) у просторi Ma. У цьому пунктi ми

наведемо теорему про iснування та єдинiсть a-обмежених розв’язкiв рiвняння (3) для до-
вiльного h ∈ Ma.

У подальшому будемо вважати, що замiсть умови г) для всiх h ∈ Ma виконується
умова

г∗) для деяких чисел q ∈ [0, 1) i m ∈ Z справджуються спiввiдношення

dn(Fn(x, hn), Fn(y, hn)) < qdn−1(x, y), n ≤ m,

i

dn(Fn(x, hn), Fn(y, hn)) < dn−1(x, y), n > m,

при x, y ∈ Bn−1[an−1, R] i x 6= y (тут R — те саме число, що й в умовi б)).
Справедливим є наступне твердження.
Теорема 5. Нехай h = (hn)n∈Z — довiльний елемент простору Ma i виконуються

умови а) – в) i г∗).
Тодi рiзницеве рiвняння (3) має єдиний розв’язок x = (xn)n∈Z ∈ Ma, для якого

d(x,a) ≤ R,

i, отже, оператор Fh : Ma → Ma має єдину нерухому точку.
Це твердження є наслiдком теореми 4 та такої леми.
Лема 2. Нехай для оператора Fh : Ma → Ma, що визначається спiввiдношенням (7),

виконуються нерiвностi

dn(Fn(x, hn), Fn(y, hn)) < qdn−1(x, y), n ≤ m, (12)

при x, y ∈ Mn або при x, y ∈ Bn−1[an−1, r] (r ∈ (0,+∞)) та деяких q ∈ [0, 1) i m ∈ Z.
Якщо множина нерухомих точок оператора Fh непорожня, то вона мiстить лише

один елемент.
Доведення. Нехай x∗ = (x∗n)n∈Z i y∗ = (y∗n)n∈Z — нерухомi точки оператора Fh.

На пiдставi (12)

dn
(
Fn(x

∗
n−1, hn), Fn(y

∗
n−1, hn)

)
≤ qdn−1

(
x∗n−1, y

∗
n−1

)
, n ≤ m,
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тобто
dn (x

∗
n, y
∗
n) ≤ qdn−1

(
x∗n−1, y

∗
n−1

)
, n ≤ m.

Тому для довiльних чисел n, p ∈ Z, для яких n < p ≤ m, виконуються спiввiдношення

dn
(
x∗p, y

∗
p

)
≤ qp−ndn−1 (x

∗
n, y
∗
n) ≤ qp−nd (x∗,y∗) .

Звiдси внаслiдок довiльностi n (n < m) та того, що 0 ≤ q < 1, випливають рiвностi

dn (x
∗
n, y
∗
n) = 0, n ≤ m,

тобто

x∗n = y∗n, n ≤ m. (13)

Враховуючи, що для всiх n ∈ Z

x∗n = Fn

(
x∗n−1, hn

)
i y∗n = Fn

(
y∗n−1, hn

)
,

отримуємо на пiдставi (13) рiвнiсть
x∗ = y∗.

Лему 2 доведено.
Зауваження 1. У лемi 2 оператори Fn(·, hn) : Mn−1 → Mn, n ∈ Z, можуть не бути

стискаючими при n > m.
Зауваження 2. Оскiльки елемент a ∈ M вибрано довiльним чином, то теореми 4 i 5

дозволяють дослiджувати рiвняння (3) також з довiльним h ∈ M (при заданому h потрiб-
но використовувати таке a, щоб d(h,a) < ∞).

Зауваження 3. В окремих випадках теореми 4 i 5 дозволяють з’ясовувати iснування
та єдинiсть обмежених розв’язкiв рiзницевих рiвнянь. Це можна, наприклад, здiйснити у
випадку, коли метричнi простори Mn, n ∈ Z, збiгаються з банаховими просторами En,
n ∈ Z, вiдповiдно (норму в En позначимо через ‖ · ‖En). Якщо в цих теоремах в якостi
a = (an)n∈Z вибрати такий елемент, щоб

sup
n∈Z
‖an‖En < ∞,

то a-обмеженiсть розв’язкiв рiвняння (3) збiгатиметься зi звичайною обмеженiстю розв’яз-
кiв цього рiвняння.

5. Нерухома точка оператора Fh як c-границя послiдовностi
(
Fm
h x

)
m≥1

при довiль-
ному x ∈ Fa. Тут ми покажемо, як можна наближено i локально (на будь-якiй скiнченнiй
множинi цiлих чисел) знаходити розв’язки рiзницевого рiвняння (3) або нерухомi точки
вiдповiдного оператора Fh.

Справджується наступне твердження.
Теорема 6. Нехай h = (hn)n∈Z — довiльний елемент простору Ma, виконуються

умови а) – в) i г∗), x∗ = (x∗n)n∈Z ∈ Ma — єдиний за теоремою 5 розв’язок рiзницевого
рiвняння (3) i x0 =

(
x∗n,0

)
n∈Z — довiльний єлемент простору Ma, для якого d(x0,a) ≤ R.
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Тодi для кожного цiлого числа k > m справджуються спiввiдношення

sup
n≤k

dn
((
Fp
hx0

)
n
, x∗n

)
≤ 2Rqp−(k−m), p > k −m, (14)

i

sup
n>k

dn
((
Fp
hx0

)
n
, x∗n

)
≤ 2R, p ≥ 1. (15)

Доведення. Спiввiдношення (15) є очевидним. Покажемо, що виконується спiввiдно-
шення (14).

Очевидно, що

d (x0,x
∗) ≤ 2R.

Завдяки умовi г∗) для кожного p ≥ 1

sup
n≤m

dn
((
F p
hx0

)
n
, x∗n

)
≤ 2Rqp. (16)

Зафiксуємо довiльнi цiлi числа k > m i p > k −m. Враховуючи (7), отримуємо

dm+1

((
Fp
hx0

)
m+1

, x∗m+1

)
= dm+1

(
Fm+1

((
Fp−1
h x0

)
m
, hm+1

)
, Fm+1(x

∗
m, hm+1)

)
≤

≤ dm

((
Fp−1
h x0

)
m
, x∗m

)
≤ 2Rqp−1,

dm+2

((
Fp
hx0

)
m+2

, x∗m+2

)
= dm+2

(
Fm+2

((
Fp−1
h x0

)
m+1

, hm+2

)
, Fm+2(x

∗
m+1, hm+2)

)
≤

≤ dm+1

((
Fp−1
h x0

)
m+1

, x∗m+1

)
≤

≤ dm

((
Fp−2
h x0

)
m
, x∗m

)
≤ 2Rqp−2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dk
((
Fp
hx0

)
k
, x∗k

)
= dk

(
Fk

((
Fp−1
h x0

)
k−1

, hk

)
, Fk(x

∗
k−1, hk)

)
≤

≤ dk−1

((
Fp−1
h x0

)
k−1

, x∗k−1

)
≤ 2Rqp−(k−m)

(тут у кожному наступному спiввiдношеннi використовується попереднє спiввiдношен-
ня). Iз цих спiввiдношень та (16) випливає (14).

Теорему 6 доведено.
Окремим випадком теореми 6 є така теорема.
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Теорема 7. Нехай h = (hn)n∈Z — довiльний елемент простору Ma, виконуються умо-
ви а) – в) i г∗), x∗ = (x∗n)n∈Z ∈ Ma — єдиний за теоремою 5 розв’язок рiзницевого рiвнян-
ня (3) i x0 =

(
x∗n,0

)
n∈Z — довiльний єлемент простору Ma, для якого

d(x0,a) ≤ R.

Тодi
Fp
hx0

loc., Ma−−−−−→ x∗ при p → +∞.
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