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We establish that a solution of a nonlocal problem multipoint in time for the evolutionary equations with
differential operator of infinite order is stabilized to zero as t → +∞ in the space of generalized functions
of S′ type.

Установлено, что решение нелокальной многоточечной по времени задачи для эволюционного
уравнения с оператором дифференцирования бесконечного порядка стабилизируется к нулю
при t → +∞ в пространстве обобщенных функций типа S′.

Вступ. У теорiї задачi Кошi для рiвномiрно параболiчних рiвнянь та систем рiвнянь на
даний час одержано досить повнi результати з питань коректної розв’язностi, iнтеграль-
ного зображення розв’язкiв та дослiдження їх властивостей. При цьому часто початковi
умови — початковi функцiї — мають особливостi в однiй або кiлькох точках i допуска-
ють регуляризацiю у певних просторах узагальнених функцiй типу розподiлiв Соболєва –
Шварца, ультрарозподiлiв, гiперфункцiй та iн. Отже, задача Кошi для вказаних рiвнянь
має природну постановку i в класах початкових умов, якi є узагальненими функцiями
скiнченного або нескiнченного порядкiв.

При дослiдженнi проблеми про класи єдиностi та класи коректностi задачi Кошi для
рiвнянь з частинними похiдними iз сталими або залежними лише вiд часової змiнної кое-
фiцiєнтами часто використовуються простори типу S, введенi I. М. Гельфандом та
Г. Є. Шиловим в [1]. Функцiї з таких просторiв на дiйснiй осi разом з усiма своїми похiдни-
ми при |x| → ∞ спадають швидше, нiж exp{−a|x|}, a > 0, x ∈ R. У працях [2 – 8] встанов-
лено, що простори типу S та S′, топологiчно спряженi з просторами типу S, є природними
множинами початкових даних задачi Кошi для широких класiв рiвнянь з частинними по-
хiдними скiнченного та нескiнченного порядкiв, при яких розв’язки є цiлими функцiями
за просторовими змiнними. Наприклад, для рiвняння теплопровiдностi ∂u/∂t = ∂2u/∂x2

фундаментальний розв’язок задачi Кошi — функцiяG(t, x) = (2
√
πt)−1exp {−x2/(4t)} при

кожному t > 0, як функцiя x, є елементом простору S1/2
1/2 [7, с. 46], який вiдноситься до

просторiв типу S.
Узагальненням задачi Кошi для таких рiвнянь є нелокальна багатоточкова за часом

задача з умовою

m∑
k=0

αku(t, ·)t=tk = f, (1)

де t0 = 0, {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ], {α0, α1, . . . , αm} ⊂ R, m ∈ N — фiксованi числа (якщо
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α0 = 1, α1 = α2 = . . . = αm = 0, то маємо, очевидно, задачу Кошi); при цьому умова (1)
трактується у класичному розумiннi або в слабкому сенсi, якщо f — узагальнена функ-
цiя. Нелокальнi за часом задачi вiдносяться до нелокальних крайових задач для рiвнянь
з частинними похiдними. Такi задачi виникають при моделюваннi багатьох процесiв та
задач практики крайовими задачами для рiвнянь з частинними похiдними з нелокальни-
ми умовами (теорiя фiзики плазми, ядернi реакцiї, поширення електромагнiтних хвиль,
демографiчнi дослiдження, задачi математичної бiологiї; див., наприклад, [9, 10]).

Дослiдженням нелокальних крайових задач у рiзних аспектах займалося багато ма-
тематикiв, використовуючи при цьому рiзнi методи й пiдходи (див., наприклад, [11 – 19]).
Одержано важливi результати щодо постановки, коректної розв’язностi та побудови роз-
в’язкiв, вивчено питання залежностi характеру розв’язностi задач вiд поведiнки символiв
операцiй, сформульовано умови регулярностi та нерегулярностi крайових умов для важ-
ливих випадкiв диференцiально-операторних рiвнянь.

У данiй статтi дослiджується нелокальна багатоточкова за часом задача для рiвняння
∂u(t, x)/∂t = Aϕu(t, x), t ∈ (0,∞), x ∈ R, у просторах типу S та S′, де Aϕ — псевдо-
диференцiальний оператор з аналiтичним символом ϕ, який також можна розумiти як
оператор диференцiювання „нескiнченного порядку”:

Aϕ = F−1
σ→x[ϕ(σ)Fx→σ] =

∞∑
k=0

ck(id/dx)k,

функцiя ϕ — символ оператора Aϕ — задовольняє певнi умови, якi узагальнюють вiдо-
му умову „параболiчностi” для параболiчних псевдодиференцiальних рiвнянь, F i F−1

— пряме та обернене перетворення Фур’є. Встановлено властивостi фундаментального
розв’язку нелокальної багаточкової за часом задачi для зазначеного рiвняння, доведе-
но коректну розв’язнiсть задачi у пiвпросторi t > 0, знайдено аналiтичне зображення
розв’язку, дослiджено поведiнку розв’язку u(t, ·) при t → +∞ (стабiлiзацiя розв’язку). За-
уважимо, що стабiлiзацiя розв’язку вказаної задачi для параболiчного типу з оператором
диференцiювання нескiнченного порядку ранiше не вивчалася.

Початок дослiджень зi стабiлiзацiї розв’язкiв задачi Кошi для рiвняння теплопровiд-
ностi було покладено у 50-х роках М. Кжижанським. У працi [20] вiн побудував приклад
обмеженої початкової функцiї, для якої розв’язок задачi Кошi для рiвняння теплопро-
вiдностi не має границi при t → +∞. Iдея конструкцiї прикладу Кжижанського вико-
ристовувалася iншими авторами при побудовi прикладiв, якi характеризують поведiнку
розв’язку в залежностi вiд властивостей початкової функцiї. У бiльшостi праць, присвя-
чених стабiлiзацiї розв’язкiв задачi Кошi, для тих чи iнших рiвнянь параболiчного типу
припускається, що початкова функцiя є звичайною, тобто дослiджуються властивостi
розв’язкiв класичної задачi Кошi. При цьому результати умовно можна подiлити на двi
групи в залежностi вiд того, обмеженою чи необмеженою є початкова функцiя. Огляд
праць, що стосуються цього питання, наведено в [6, с. 155 – 208].

Тут вивчається питання про слабку стабiлiзацiю до нуля розв’язку нелокальної ба-
гатоточкової за часом задачi, тобто дослiджується стабiлiзацiя до нуля розв’язку у тих
просторах узагальнених функцiй типу S′, до яких належить функцiя f в умовi (1). При
цьому (1) розумiється в тому сенсi, що для довiльної основної функцiї ψ справджується
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граничне спiввiдношення
m∑
k=1

αk lim
t→tk
〈u(t, ·), ψ〉 = 〈f, ψ〉.

Зазначимо, що слабка стабiлiзацiя розв’язку задачi Кошi для рiвняння теплопровiд-
ностi дослiджувалась у працях [28, 29], основний результат сформульовано в термiнах
узагальненого граничного кульового середнього Mψ(f), рiвного l, вiд узагальненої по-
чаткової функцiї f ∈ (S1/2(Rn))′, вперше введеного у працi [28]:

Mψ(f) = lim
R→+∞

MR,ψ(f) ≡ lim
R→+∞

1

mesKR(x0)

∫
KR(x0)

(f ∗ ψ)(x)dx =

= l

∫
Rn

ψ(x)dx, ψ ∈ S1/2(Rn),

де KR(x0) — куля радiуса R з центром у точцi x0, mesKR(x0) — об’єм кулi KR(x0), Mψ(f)
не залежить вiд вибору центра кулi, тобто точки x0, а якщо l = 0, то Mψ(f) не залежить
i вiд вибору основної функцiї ψ [28].

1. Простори типу S та S′. I. М. Гельфанд i Г. Є. Шилов у монографiї [1] ввели просто-
ри нескiнченно диференцiйовних на R функцiй, якi є пiдпросторами простору S ≡ S(R)
Л. Шварца швидко спадних на нескiнченностi функцiй. Означимо деякi з них.

Для довiльно фiксованих α, β > 0 покладемо

Sβα :=
{
ϕ ∈ S | ∃c > 0 ∃A > 0 ∃B > 0 ∀{k,m} ⊂ Z+ ∀x ∈ R :∣∣xkϕ(m)(x)

∣∣ ≤ cAkBmkkαmmβ
}
.

Простiр Sβα можна охарактеризувати ще й так [1, с. 210]: Sβα складається з тих i лише
тих нескiнченно диференцiйовних на R функцiй, якi задовольняють нерiвностi∣∣∣ϕ(m)(x)

∣∣∣ ≤ c1B
m
1 m

mβ exp
{
−c2|x|1/α

}
, m ∈ Z+, x ∈ R,

з деякими додатними сталими c1, B1, c2, залежними вiд функцiї ϕ.
Якщо 0 < β < 1 i α ≥ 1− β, то Sβα складається з тих i лише тих функцiй ϕ, якi

допускають аналiтичне продовження в комплексну площину i задовольняють нерiвнiсть

|ϕ(x+ iy)| ≤ c3 exp
{
−a|x|1/α + b|y|1/(1−β)

}
, c3, a, b > 0, {x, y} ⊂ R.

Простори Sβα нетривiальнi, якщо α+β ≥ 1, для довiльних α, β > 0 правильною є рiвнiсть
Sβα = Sα ∩ Sβ [2, с. 143 – 145].

Топологiчна структура у просторах Sβα визначається так. Символом Sβ,Bα,A позначимо

сукупнiсть функцiй ϕ ∈ Sβα, якi задовольняють умову

∀Ā > A ∀B̄ > B :
∣∣∣xkϕ(m)(x)

∣∣∣ ≤ cĀkB̄mkkαmmβ, x ∈ R, {k,m} ⊂ Z+.
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Ця множина перетворюється в повний злiченно-нормований простiр, якщо норми в нiй
ввести за допомогою спiввiдношень

‖ϕ‖δρ = sup
x,k,m

∣∣xkϕ(m)(x)
∣∣

(A+ δ)k(B + ρ)mkkαmmβ
, {δ, ρ} ⊂

{
1,

1

2
, . . .

}
.

Якщо A1 < A2, B1 < B2, то Sβ,B1

α,A1
неперервно вкладається в Sβ,B2

α,A2
i Sβα =

⋃
Sβ,Bα,A . Iз

результатiв, наведених в [1, с. 217 – 220], випливає, що послiдовнiсть {ϕν , ν ≥ 1} ⊂ Sβα
збiгається до нуля в цьому просторi, якщо функцiї ϕν та їхнi похiднi довiльного порядку
збiгаються до нуля рiвномiрно на кожному вiдрiзку [a, b] i при цьому виконуються нерiв-
ностi ∣∣∣xk ϕ(m)

ν (x)
∣∣∣ ≤ cAkBmkkαmmβ, {k,m} ⊂ Z+, x ∈ R,

де сталi c, A, B > 0 не залежать вiд ν.
Функцiя g називається мультиплiкатором у просторi Sβα, якщо gψ ∈ Sβα для довiльної

функцiї ψ ∈ Sβα i вiдображення ψ → gψ є лiнiйним i неперервним оператором з Sβα в
Sβα. Мультиплiкатором у просторi Sβα є нескiнченно диференцiйовна на R функцiя g, яка
задовольняє умову

∀ε > 0 ∃c = cε > 0 ∀m ∈ Z+ ∀x ∈ R :
∣∣∣g(m)(x)

∣∣∣ ≤ cεε
mmmβeε|x|

1/α
.

У просторах Sβα визначена i є неперервною операцiя зсуву аргумента Tx : ϕ(ξ) →
→ ϕ(ξ + x). Ця операцiя є також диференцiйовною (навiть нескiнченно диференцiйов-
ною [1, с. 171, 172]) у тому розумiннi, що граничнi спiввiдношення вигляду (ϕ(x + h) −
−ϕ(x))h−1 → ϕ′(x), h → 0, справджуються для кожної функцiї ϕ ∈ Sβα в сенсi збiжнос-
тi за топологiєю простору Sβα. У Sβα визначена i неперервна операцiя диференцiювання.
Простори типу S є досконалими [1] (тобто просторами, всi обмеженi множини яких ком-
пактнi); вони тiсно пов’язанi мiж собою перетворенням Фур’є, а саме, правильною є фор-
мула F [Sβα] = Sαβ , де

F
[
Sβα

]
:=

ψ : ψ(σ) =

∫
R

ϕ(x)eiσxdx, ϕ ∈ Sβα

 .

Символом
(
Sβα
)′

позначимо простiр усiх лiнiйних неперервних функцiоналiв над вiд-
повiдним простором основних функцiй зi слабкою збiжнiстю, а його елементи назива-

тимемо узагальненими функцiями. Якщо f ∈
(
Sβα
)′
, то до цього ж простору належать

також кожна похiдна f (p), p ∈ N, зсув f(ay+b), a 6= 0, добуток αf, де α— мультиплiкатор
у просторi основних функцiй.

Оскiльки в основному просторi Sβα визначено операцiю зсуву аргумента Tx, то згортку

узагальненої функцiї f ∈
(
Sβα
)′

з основною функцiєю ϕ задамо формулою

(f ∗ ϕ)(x) = 〈fξ, T−xϕ̌(ξ)〉 ≡ 〈fξ, ϕ(x− ξ)〉, ϕ̌(ξ) := ϕ(−ξ)
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(тут 〈fξ, T−xϕ̌(ξ)〉 позначає дiю функцiонала f на основну функцiю T−xϕ̌(ξ) як функцiю
аргумента ξ). Iз властивостi нескiнченної диференцiйовностi операцiї зсуву аргумента в
просторi Sβα випливає, що згортка f ∗ ϕ є звичайною нескiнченно диференцiйовною на R
функцiєю.

Нехай f ∈
(
Sβα
)′
. Якщо f ∗ ϕ ∈ Sβα ∀ϕ ∈ Sβα i iз спiввiдношення ϕν → 0 при ν → +∞

за топологiєю простору Sβα випливає, що f ∗ϕν → 0 при ν → +∞ за топологiєю простору
Sβα, то функцiонал f називається згортувачем у просторi Sβα.

Оскiльки F−1
[
Sαβ

]
= Sβα (F−1 — обернене перетворення Фур’є), а також i F

[
Sαβ

]
=

= Sβα, бо кожний простiр типу S разом iз функцiєю ϕ(x) мiстить i функцiю ϕ(−x), то

перетворення Фур’є узагальненої функцiї f ∈
(
Sβα
)′

означимо за допомогою спiввiдно-

шення 〈F [f ], ϕ〉 = 〈f, F [ϕ]〉, ϕ ∈ Sβα. Звiдси випливає, що F [f ] належить
(
Sαβ

)′
, якщо f

належить
(
Sβα
)′
.

Якщо узагальнена функцiя f ∈
(
Sβα
)′

— згортувач у просторi Sβα, то для довiльної

функцiї ϕ ∈ Sβα правильною є формула F [f ∗ ϕ] = F [f ] · F [ϕ], при цьому F [f ] — мульти-
плiкатор у просторi Sαβ [1, с. 179 – 182].

2. Основнi результати. Розглянемо еволюцiйне рiвняння

∂u(t, x)

dt
= Aϕu(t, x), (t, x) ∈ (0,+∞)× R ≡ Ω, (2)

де Aϕ — псевдодиференцiальний оператор у просторi Sα1−α, α ∈ (0, 1), побудований за
функцiєю ϕ, яка є мультиплiкатором у просторi S1−α

α i такою, що eϕ ∈ S1−α
α , тобто

Aϕψ = F−1[ϕ(σ)F [ψ]] ∀ψ ∈ Sα1−α. Iз властивостей перетворення Фур’є у просторах типу
S та властивостей функцiї ϕ випливає, що Aϕ — лiнiйний неперервний оператор. Зазна-
чимо, що Aϕ можна також розумiти як оператор диференцiювання „нескiнченного по-
рядку” . Справдi, iз обмежень на функцiю-символ ϕ випливає, що ϕ допускає аналiтичне
продовження в усю комплексну площину. Нехай ϕ(σ) =

∑∞
k=0 ckσ

k. Тодi для довiльної
функцiї ψ ∈ Sα1−α маємо

Aϕψ(x) = F−1
σ→x [ϕ(σ)Fx→σ[ψ](σ)] (x) = F−1

[ ∞∑
k=0

ckσ
kF [ψ]

]
= F−1

[
lim
n→∞

n∑
k=0

ckσ
kF [ψ]

]
=

= lim
n→∞

n∑
k=0

ckF
−1
[
σkF [ψ]

]
=

∞∑
k=0

ck

[
(iDx)kψ

]
(x), Dx =

d

dx
. (3)

Тут ми скористалися формулами, що пов’язують перетворення Фур’є з операцiєю дифе-
ренцiювання, а саме

Dm
x F [ψ] = F [(ix)mψ] , F [Dm

x ψ] (x) = (−ix)mF [ψ](x), Dm
x ψ = F−1 [(−ix)mF [ψ]] .

Коректнiсть проведення в (3) перетворень випливає iз спiввiдношення

rn,ψ(σ) =

∞∑
k=n+1

ckσ
kF [ψ](σ) → 0, n → ∞, (4)
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яка справджується у просторi S1−α
α . При доведеннi спiввiдношення (4) використовуються

властивостi перетворення Фур’є (прямого та оберненого) у просторах типу S, а також
обмеження на параметр α.

Символом P 1−α
α позначатимемо клас функцiй (символiв) ϕ, якi задовольняють сфор-

мульованi вище умови. Наприклад, нехай ϕ(x) = P (x), x ∈ R, — полiном степеня 2b,
b ∈ N, над полем комплексних чисел, який задовольняє умову

∃c > 0 ∀x ∈ R : ReP (x) ≤ −c|x|2b.

Очевидно, що P — мультиплiкатор у просторi S1−α
α , де α =

1

2b
. Крiм того,

∣∣∣eP (x)
∣∣∣ = eReP (x) ≤ e−c|x|

2b
, x ∈ R,

∃c1 > 0 ∀z = x+ iy ∈ C :
∣∣∣eP (z)

∣∣∣ ≤ e|P (z)| ≤ ec1|z|
2b
.

Тодi з огляду на теореми 1 – 3 з [1, с. 252 – 260], якi є узагальненнями теореми Фрагме-
на – Лiндельофа, дiстанемо, що цiла функцiя eP (z) у комплекснiй площинi задовольняє
нерiвнiсть ∣∣∣eP (z)

∣∣∣ ≤ c0e
−c2|x|2b+c3|y|2b , c0, c2, c3 > 0.

З останньої нерiвностi та характеристики просторiв Sβα випливає, що eP (z) ∈ S1−α
α , α =

=
1

2b
.Зазначимо також, що рiвняння (2) у даному випадку набирає вигляду

∂u

∂t
= P (iDx)u

i є рiвнянням, параболiчним за Петровським, а умови на функцiю-символ ϕ є певними
аналогами умови „параболiчностi” для еволюцiйних рiвнянь з частинними похiдними.

Для рiвняння (2) задамо нелокальну багатоточкову за часом задачу

µu(t, ·)|t=0 − µ1u(t, ·)|t=t1 − . . .− µmu(t, ·)|t=tm = f, (5)

де m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,+∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0,+∞) — фiксованi числа, причому

µ > m

m∑
k=1

µk, 0 < t1 < t2 < . . . < tm < +∞, f ∈ Sα1−α.

Класичний розв’язок u ∈ C1((0,+∞), Sα1−α) задачi (2), (5) шукаємо за допомогою пе-
ретворення Фур’є у виглядi u(t, x) = F−1[v(t, ·)]. Для функцiї v : Ω → R дiстанемо задачу
з параметром σ:

∂v(t, σ)

∂t
= ϕ(σ)v(t, σ), (t, σ) ∈ Ω, (6)

µv(t, σ)|t=0 −
m∑
k=1

µkv(t, σ)
∣∣∣
t=tk

= f̃(σ), σ ∈ R, (7)
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де f̃(σ) = F−1[f ](σ). Загальний розв’язок рiвняння (6) має вигляд

v(t, σ) = c exp{tϕ(σ)}, (t, σ) ∈ Ω, (8)

де c = c(σ) визначимо з умови (7). Пiдставивши (8) у (7), знайдемо

c = f̃(σ)

(
µ−

m∑
k=1

µk exp{tkϕ(σ)}

)−1

, σ ⊂ R.

Отже, формальним розв’язком задачi (2), (5) є функцiя

u(t, x) = (2π)−1

∫
R

v(t, σ)e−ixσdσ.

Введемо позначення G(t, x) = F−1 [Q(t, σ)] (x), де

Q(t, σ) = Q1(t, σ)Q2(σ),

Q1(t, σ) = exp{tϕ(σ)},

Q2(σ) =

(
µ−

m∑
k=1

µk exp{tkϕ(σ)}

)−1

≡

(
µ−

m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)

)−1

.

Тодi, мiркуючи формально, отримуємо

u(t, x) =

∫
R

G(t, x− ξ)f(ξ)dξ = G(t, x) ∗ f(x), (t, x) ∈ Ω.

Справдi,

u(t, x) = (2π)−1

∫
R

Q(t, σ)

∫
R

f(ξ)e−iσξdξ

 eiσxdσ =

=

∫
R

(2π)−1

∫
R

Q(t, σ)eiσ(x−ξ)dσ

 f(ξ)dξ =

=

∫
R

G(t, x− ξ)f(ξ)dξ = G(t, x) ∗ f(x), (t, x) ∈ Ω. (9)

Коректнiсть проведення тут перетворень та збiжнiсть вiдповiдних iнтегралiв, а отже, пра-
вильнiсть формули (9) випливають iз властивостей функцiї G, якi ми наведемо нижче.
Властивостi функцiї G пов’язанi з властивостями функцiї Q, оскiльки G = F−1[Q].

Отже, передусiм дослiдимо властивостi функцiї Q(t, σ) як функцiї аргумента σ.
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Оскiльки ϕ належить P 1−α
α , то iснують числа c0, a, b > 0 такi, що∣∣∣eϕ(z)

∣∣∣ ≤ c0 exp
{
−a|σ|1/α + b|τ |1/α

}
, z = σ + iτ ∈ C.

Далi вважатимемо, що стала c0 > 0 задовольняє умову c0 ≤ 1. Тодi∣∣∣etϕ(z)
∣∣∣ =

∣∣∣eϕ(z)
∣∣∣t ≤ [c0 exp

{
−a|σ|1/α + b|τ |1/α

}]t
≤ exp

{
−at|σ|1/α + bt|τ |1/α

}
. (10)

Iз нерiвностi (10) випливає, що Q1(t, ·) належить S1−α
α при кожному t ∈ (0,+∞).

Лема 1. Нехай ϕ належить P 1−α
α . Для функцiї Q1(t, σ) = exp{tϕ(σ)}, t > 0, σ ∈ R, та

її похiдних (за змiнною σ) правильними є оцiнки

|Ds
σQ1(t, σ)| ≤ cAstsαss(1−α) exp

{
−a1t|σ|1/α

}
, s ∈ Z+, (11)

де сталi c, A, a1 > 0 не залежать вiд t.
Доведення. Внаслiдок iнтегральної формули Кошi

Ds
σQ1(t, σ) =

s!

2πi

∫
ΓR

Q1(t, z)

(z − σ)s+1
dz, s ∈ Z+,

де ΓR — коло радiуса R з центром у точцi σ ∈ R. Використовуючи (10), отримуємо нерiв-
ностi

|Ds
σQ1(t, σ)| ≤ s!

Rs
max
z∈ΓR

|Q1(t, z)| ≤ s!

Rs
exp

{
−at|σ0|1/α + btR1/α

}
,

де σ0 — точка максимуму функцiї exp{−at|ξ|1/α}, ξ ∈ [σ −R, σ +R]. Зауважимо, що

σ0 =


0, якщо |σ| ≤ R,
σ +R, якщо σ ≤ −R,
σ −R, якщо σ ≥ R.

Оскiльки α ∈ (0, 1), то 1/α− 1 > 0, тому ξ1/α =
1

α

∫ ξ

0
τ1/α−1 dτ.

Отже,M(ξ) = ξ1/α є опуклою донизу на промiжку (0,+∞) функцiєю, яка задовольняє
нерiвнiсть вигляду

M(ξ1) +M(ξ2) ≤ M(ξ1 + ξ2), ξ1, ξ2 ∈ (0,+∞)

(див. [30, с. 8]), або нерiвнiсть M(ξ1) −M(ξ1 + ξ2) ≤ −M(ξ2). Звiдси випливає iснування
таких сталих ã > 0, ˜̃a > 0, що

exp{−M(σ0)} ≤ exp{−M(ãσ) +M(˜̃aR)} ∀R > 0, σ ≥ 0

(див. також [1, с. 259]). Отже, виконується нерiвнiсть

exp
{
−at |σ0|1/α

}
≤ exp

{
−a1t |σ|1/α + a2tR

1/α
}
, a1, a2 > 0.
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Тодi

|Ds
σQ1(t, σ)| ≤ s!

Rs
exp

{
−a1t|σ|1/α + b1tR

1/α
}
, b1 = b+ a2, s ∈ Z+, t > 0, σ ∈ R.

Для кожного s ∈ Z+ функцiя gs,t(R) = R−s exp{b1tR1/α} є диференцiйовною на (0,+∞),
до того ж

lim
R→+∞

gs,t(R) = +∞, s ∈ Z+, lim
R→+0

gs,t(R) =

{
+∞, s ∈ N,
1, s = 0.

Оскiльки gs,t(R) > 0, R ∈ (0,+∞), то ця функцiя досягає свого iнфiмуму, який знаходимо
за допомогою методiв диференцiального числення:

inf
R>0

gs,t(R) = ωstαss−αs, ω =

(
b1e

α

)α
.

Таким чином,

|Ds
σQ1(t, σ)| ≤ s! inf gs,t(R) exp

{
−a1t|σ|1/α

}
= s!ωstαss−αs exp

{
−a1t|σ|1/α

}
, s ∈ Z+.

На пiдставi формули Стiрлiнга переконуємося, що при фiксованому s ∈ Z+ виконується
нерiвнiсть

|Ds
σQ1(t, σ)| ≤ cAstsαss(1−α) exp

{
−a1t|σ|1/α

}
, t ∈ (0,+∞), σ ∈ R,

де сталi c, A, a1 > 0 не залежать вiд t.
Лему 1 доведено.
Лема 2. Функцiя Q2 — мультиплiкатор у просторi S1−α

α .
Доведення. З урахуванням (10) виконуються нерiвностi

Q1(tk, σ) ≤ exp
{
−atk|σ|1/α

}
≤ 1, k ∈ {1, . . . ,m}, σ ∈ R.

Оскiльки µ >
∑m

k=1 µk, то

1

µ

m∑
k=1

µkQ1(tk, σ) ≤ 1

µ

m∑
k=1

µk < 1.

Тодi, використовуючи полiномiальну формулу, знаходимо

Q2(σ) =
1

µ

(
1− 1

µ

m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)

)−1

=
1

µ

∞∑
r=0

µ−r

(
m∑
k=1

µke
tkϕ(σ)

)r
=

=

∞∑
r=0

µ−(r+1)
∑

r1+...+rm=r

r!

r1! . . . rm!

(
µ1e

t1ϕ(σ)
)r1

. . .
(
µme

tmϕ(σ)
)rm

=

=

∞∑
r=0

µ−(r+1)
∑

r1+...+rm=r

r!

r1! . . . rm!
µr11 . . . µrmm Q1(λ, σ),
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де λ := t1r1 + . . .+ tmrm, Q1(λ, σ) = eλϕ(σ). Звiдси та з (11) випливають нерiвностi

|Ds
σQ2(σ)| ≤ cAsss(1−α)

∞∑
r=0

µ−(r+1)
∑

r1+...+rm=r

r!

r1! . . . rm!
µr0λ

sα×

× exp{−λa1|σ|1/α} ≤ cAstsαm s
s(1−α)

∞∑
r=0

µ−(r+1)µr0r
s×

×
∑

r1+...+rm=r

r!

r1! . . . rm!
, s ∈ N,

де µ0 = max{µ1, . . . , µm}. Далi скористаємося тим, що

∑
r1+...+rm=r

r!

r1! . . . rm!
= mr.

Тодi

|Ds
σQ2(σ)| ≤ c′As1s

s(1−α)
∞∑
r=0

µ̃rrs = c̃As1s
s(1−α), s ∈ N, (12)

де µ̃ = µ−1µ0m < 1, c′ = cµ−1, c̃ = c′
∑∞

r=0 µ̃
rrs, A1 = Atαm. З останньої нерiвностi та

обмеженостi функцiї Q2 на R випливає, що Q2 — мультиплiкатор у просторi S1−α
α .

Лему 2 доведено.
На пiдставi лем 1 та 2 робимо висновок, що функцiяQ(t, σ), як функцiя σ, є елементом

простору S1−α
α (при кожному t > 0). Урахувавши (11), (12) та формулу Лейбнiца дифе-

ренцiювання добутку двох функцiй, знайдемо

|Ds
σQ(t, σ)| =

∣∣∣∣∣
s∑
l=0

C lsD
l
σQ1(t, σ)Ds−l

σ Q2(σ)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ cc̃

s∑
l=0

C lsA
ltlαll(1−α)As−l1 (s− l)(s−l)(1−α) exp

{
−a1t|σ|1/α

}
≤

≤ b̃B̃sss(1−α)tsα exp
{
−a1t|σ|1/α

}
при t > 1, (13)

де b̃ = cc̃, B̃ = 2 max{A,A1}, σ ∈ R.
Iз урахуванням властивостей перетворення Фур’є та спiввiдношення Sα1−α = F−1

[
S1−α
α

]
отримуємо, щоG(t, ·) належить Sα1−α при кожному t ∈ (0,+∞).Видiлимо в оцiнках функ-
цiї G та її похiдних (за змiнною x) залежнiсть вiд параметра t, якщо t > 1. Для цього
скористаємось спiввiдношенням

xkDs
xF [g](x) = ik+sF [(σsg(σ))(k)] = ik+s

∫
R

(σsg(σ))(k) eixσdσ, {k, s} ⊂ Z+, g ∈ S1−α
α .
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Отже,

xkDs
xG(t, x) = (2π)−1ik+s(−1)s

∫
R

(σsQ(t,−σ))(k)eixσ dσ.

У роботi [1, с. 243] доведено, що послiдовнiсть mkn = kk(1−α)nnα, α ∈ (0, 1), задовольняє
нерiвнiсть

kn
mk−1,n−1

mkn
≤ γ(k + n), γ > 0.

Застосувавши формулу Лейбнiца диференцiювання добутку двох функцiй, оцiнки (13) та
останню нерiвнiсть, знайдемо

∣∣∣(σsQ(t,−σ))(k)
∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣
k∑
p=0

Cpk (σs)(p)Q(k−p)(t,−σ)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣σsQ(k)(t,−σ)

∣∣∣+
+ ks

∣∣∣σs−1Q(k−1)(t,−σ)
∣∣∣+

k(k − 1)

2!
s(s− 1)

∣∣∣σs−2Q(k−2)(t,−σ)
∣∣∣+ . . . ≤

≤ b̃AsB̃kkk(1−α)tkαssαt−sα exp
{
−a1

2
t|σ|1/α

}
×

×
(

1+
ks

AB

ms−1,k−1

msk
+

1

2!

ks

A2B2

ms−1,k−1

msk
(k − 1) (s− 1)

ms−2,k−2

ms−1,k−1
+. . .

)
≤

≤ b̃AsB̃ktkαt−sαkk(1−α)ssα exp
{
−a1

2
t|σ|1/α

}
×

×
(

1 +
γ

AB
(k + s) +

1

2!

γ2

A2B2
(k + s)2 + . . .

)
≤

≤ b̃AsB̃ktkαt−sαkk(1−α)ssα exp
{ γ

AB
(k + s)

}
exp

{
−a1

2
t|σ|1/α

}
≤

≤ cAs1B
s
1t
kαt−sαkk(1−α)ssα exp

{
−a0t|σ|1/α

}
при t > 1,

A1 = A exp
( γ

AB

)
, B1 = B̃ exp

( γ

AB

)
, a0 =

a1

2
, c = b̃.

Отже,∣∣∣xkDs
xG(t, x)

∣∣∣ ≤ c1A
s
1B

k
1 t
−(s+1)αtkαkk(1−α)ssα, {k, s} ⊂ Z+, t > 1, x ∈ R.

Тодi

|Ds
xG(t, x)| ≤ c1A

s
1s
sαt−(s+1)α inf

k

Bk
1k

k(1−α)

(t−α|x|)k
≤

≤ c̃As1s
sαt−(s+1)α exp

{
−d0(t−α|x|)1/(1−α)

}
, s ∈ Z+, t > 1,
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сталi c̃, A1, d0 > 0 не залежать вiд t. Тут ми скористалися вiдомою нерiвнiстю з [1, с. 204]

inf
k

Lkkkω

|x|k
≤ L0 exp

{
−l|x|1/ω

}
, L0, l > 0.

Таким чином, правильним є таке твердження.
Лема 3. Для функцiї G(t, x), t > 1, x ∈ R, та її похiдних (за змiнною x) справджують-

ся нерiвностi

|Ds
xG(t, x)| ≤ c̃As1s

sαt−(s+1)α exp
{
−d0(t−α|x|)1/(1−α)

}
, s ∈ Z+, (14)

де сталi c̃, A1, d0 не залежать вiд t.
Лема 4. Функцiя G(t, x), t ∈ (0,+∞), як абстрактна функцiя параметра t iз значен-

нями у просторi Sα1−α, диференцiйовна по t.
Доведення. Iз властивостi неперервностi перетворення Фур’є (прямого та обернено-

го) у просторах типу S випливає, що для доведення твердження досить показати, що
функцiя F [G(t, x)] = Q(t, σ), як абстрактна функцiя параметра t iз значеннями у просторi
F
[
Sα1−α

]
= S1−α

α , диференцiйовна по t. Iншими словами, потрiбно довести, що граничне
спiввiдношення

Φ∆t(σ) :=
1

∆t
[Q(t+ ∆t, σ)−Q(t, σ)] → ∂

∂t
Q(t, σ), ∆t → 0,

виконується в тому розумiннi, що:
1) Ds

σΦ∆t(σ) −−−−→
∆t→0

Ds
σ(−ϕ(σ)Q(t, σ)), s ∈ Z+, рiвномiрно на кожному вiдрiзку [a, b] ⊂

⊂ R;
2) |Ds

σΦ∆t(σ)| ≤ c̄B̄sss(1−α) exp
{
−ā|σ|1/α

}
, s ∈ Z+, де сталi c̄, ā, B̄ > 0 не залежать вiд

∆t, якщо ∆t є досить малим.
Функцiя Q(t, σ), (t, σ) ∈ Ω, диференцiйовна по t у звичайному розумiннi, тому за тео-

ремою Лагранжа про скiнченнi простори,

Φ∆t(σ) = ϕ(σ)Q(t+ θ∆t, σ), 0 < θ < 1.

Отже,

Ds
σΦ∆t(σ) =

s∑
l=0

C lsD
l
σϕ(σ)Ds−l

σ Q(t+ θ∆t, σ) (15)

i

Ds
σ

(
Φ∆t(σ)− ∂

∂t
Q(t, σ)

)
=

s∑
l=0

C lsD
l
sϕ(σ)

[
Ds−l
σ Q(t+ θ∆t, σ)−Ds−l

σ Q(t, σ)
]
.

Оскiльки

Ds−l
σ Q(t+ θ∆t, σ)−Ds−l

σ Q(t, σ) = Ds−l+1
σ Q(t+ θ1∆t, σ)θ∆t, 0 < θ1 < 1,
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то звiдси та з оцiнок (14) випливає, що

Ds−l+1
σ Q(t+ θ1∆t, σ)θ∆t → 0, ∆t → 0,

рiвномiрно на довiльному вiдрiзку [a, b] ⊂ R. Тодi i Ds
σΦ∆t(σ) → Ds

σ

(
∂

∂t
Q(t, σ)

)
при

∆t → 0 рiвномiрно на довiльному вiдрiзку [a, b] ⊂ R. Отже, умова 1 виконується.
Доведемо, що виконується умова 2. Оскiльки, за умовою, функцiя ϕ — мультиплiка-

тор у просторi S1−α
α , то (див. [1])

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀s ∈ Z+ ∀σ ∈ R : |Ds
σϕ(σ)| ≤ cεε

sss(1−α)eε|σ|
1/α
. (16)

Врахувавши (15), (16), а також оцiнки, якi задовольняють похiднi функцiї Q(t, σ), знай-
демо

|Ds
σΦ∆t(σ)| ≤ b̃cε

s∑
l=0

C lsε
lll(1−α)B̃s−l(s− l)(s−l)(1−α)(t+ θ∆t)(s−l)α×

× exp
{
−a1(t+ θ∆t)|σ|1/α

}
exp

{
ε|σ|1/α

}
.

Вiзьмемо ε =
a1t

2
. Тодi

|Ds
σΦ∆t(σ)| ≤ c̃B̃sss(1−α) exp

{
−ã|σ|1/α

}
,

де c̃ = b̃cε, B̃ = 2 max{ε, B̃}, ã = a1t/2, причому всi сталi не залежать вiд ∆t.
Лему 3 доведено.
Наслiдок 1. Правильною є формула

∂

∂t
(f ∗G(t, x)) = f ∗ ∂G(t, x)

∂t
∀f ∈

(
Sα1−α

)′
, t > 0.

Доведення. За означенням згортки узагальненої функцiї з основною маємо

f ∗G(t, ·) =
〈
fξ, T−xǦ(t, ξ)

〉
, Ǧ(t, ξ) = G(t,−ξ).

Тодi

∂

∂t
(f ∗G(t, ·)) = lim

∆t→0

1

∆t
[f ∗G(t+ ∆t, ·)− f ∗G(t, ·)] =

= lim
∆t→0

〈
fξ,

1

∆t

[
T−xǦ(t+ ∆t, ξ)− T−xǦ(t, ξ)

]〉
.

На пiдставi леми 4 граничне спiввiдношення

1

∆t

[
T−xǦ(t+ ∆t, ·)− T−xǦ(t, ·)

]
−−−−→
∆t→0

∂

∂t
T−xǦ(t, ·)
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виконується в сенсi збiжностi за топологiєю простору Sα1−α, тому з урахуванням непе-
рервностi функцiонала f

∂

∂t
(f ∗G(t, ·)) =

〈
fξ, lim

∆t→0

1

∆t

[
T−xǦ(t+ ∆t, ξ)− T−xǦ(t, ξ)

]〉
=

=

〈
fξ,

∂

∂t
T−xǦ(t, ξ)

〉
=

〈
fξ, T−x

∂

∂t
Ǧ(t, ξ)

〉
= f ∗ ∂G(t, x)

∂t
,

що й потрiбно було довести.
Лема 5. У просторi

(
Sα1−α

)′ справджується граничне спiввiдношення

µ lim
t→+0

G(t, ·)−
m∑
l=1

µl lim
t→tl

G(t, ·) = δ, (17)

де δ — дельта-функцiя Дiрака.
Доведення. Скориставшись властивiстю неперервностi перетворення Фур’є та функ-

цiї G(t, ·), як абстрактної функцiї параметра t зi значеннями у просторi Sα1−α, спiввiдно-
шення (17) замiнимо граничним спiввiдношенням

µ lim
t→+0

F [G(t, ·)]−
m∑
l=1

µl lim
t→tl

F [G(t, ·)] = F [δ] (18)

у просторi
(
S1−α
α

)′
. Урахувавши зображення функцiї G, спiввiдношення (18) запишемо у

виглядi

µ lim
t→+0

Q(t, ·)−
m∑
l=1

µl lim
t→tl

Q(t, ·) = 1. (19)

Для доведення спiввiдношення (19) беремо довiльну функцiю ψ ∈ S1−α
α i, використовую-

чи теорему про граничний перехiд пiд знаком iнтеграла Лебега та розумiючи Q(t, ·) як
регулярну узагальнену функцiю з простору

(
S1−α
α

)′
, знаходимо

µ lim
t→+0

〈Q(t, ·), ψ〉 −
m∑
l=1

µl lim
t→tl
〈Q(t, ·), ψ〉 =

= µ lim
t→+0

∫
R

Q(t, σ)ψ(σ) dσ −
m∑
l=1

µl lim
t→tl

∫
R

Q(t, σ)ψ(σ) dσ =

=

∫
R

[
µ

µ−
∑m

k=1 µkQ1(tk, σ)
−

m∑
l=1

µl
Q1(tl, σ)

µ−
∑m

k=1 µkQ1(tk, σ)

]
ϕ(σ) dσ =

=

∫
R

µ−
∑m

l=1 µlQ1(tl, σ)

µ−
∑m

k=1 µkQ1(tk, σ)
ψ(σ) dσ =

∫
R

ψ(σ) dσ = 〈1, ψ〉.
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Звiдси випливає, що спiввiдношення (19) виконується у просторi
(
S1−α
α

)′
, а отже, пра-

вильним є спiввiдношення (17).
Лему 5 доведено.
Символом

(
Sα1−α, ∗

)′ позначимо клас узагальнених функцiй з
(
Sα1−α

)′
, якi є згортува-

чами у просторi Sα1−α.
Наслiдок 2. Нехай

ω(t, x) = f ∗G(t, x), f ∈
(
Sα1−α, ∗

)′
, (t, x) ∈ Ω.

Тодi у просторi
(
Sα1−α

)′ справджується граничне спiввiдношення

µ lim
t→+0

ω(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

ω(t, ·) = f. (20)

Доведення. Оскiльки

ω(t, x) = f ∗G(t, x) =
〈
fξ, T−xǦ(t, ξ)

〉
, f ∈

(
Sα1−α, ∗

)′
,

то з властивостi неперервностi G(t, ·), як абстрактної функцiї параметра t iз значеннями
у просторi Sα1−α, випливає неперервнiсть ω(t, ·), як абстрактної функцiї параметра t iз
значеннями в цьому ж просторi. Тодi, враховуючи властивiсть неперервностi перетворен-
ня Фур’є та формулу F [f ∗ G] = F [f ]F [G] = F [f ]Q, яка є правильною для довiльної
узагальненої функцiї f iз класу

(
Sα1−α, ∗

)′
, вiд (20) переходимо до спiввiдношення

µ lim
t→+0

F [ω(t, ·)]−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

F [ω(t, ·)] = F [f ]

у просторi
(
S1−α
α

)′ або

µ lim
t→+0

Q(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

Q(t, ·) = 1,

яке, за доведеним ранiше (див. (19)), справджується в цьому просторi. Це доводить, що у
просторi

(
Sα1−α

)′ спiввiдношення (20) виконується.
Наслiдок 2 доведено.
Функцiя G є розв’язком рiвняння (2). Справдi,

∂

∂t
G(t, x) =

∂

∂t
F−1[Q(t, σ)] = F−1

[
∂

∂t
Q(t, σ)

]
.

З iншого боку,

AϕG(t, x) = F−1
σ→x [ϕ(σ)Fx→σ[G(t, x)]] = F−1 [ϕ(σ)Q(t, σ)] = −F−1

[
∂

∂t
Q(t, σ)

]
.

Звiдси випливає, що функцiя G задовольняє рiвняння (2).
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Далi функцiю G називатимемо фундаментальним розв’язком багатоточкової (m-точ-
кової) задачi для рiвняння (2).

З наслiдку 2 випливає, що для рiвняння (2) m-точкову за часом задачу можна сформу-
лювати так: знайти розв’язок u ∈ C1

(
(0,∞), Sα1−α

)
рiвняння (2), який задовольняє умову

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = f, f ∈
(
Sα1−α, ∗

)′
, (21)

де граничне спiввiдношення (21) розглядається у просторi
(
Sα1−α

)′ (обмеження на пара-
метри µ, µ1, . . . , µm, t1, . . . , tm такi ж, як у випадку задачi (2), (5).

Теорема 1. Нехай стала c0 > 0 в нерiвностi (10) задовольняє умову c0 ≤ 1.Нелокаль-
на багатоточкова за часом задача (2), (21) є коректно розв’язною. Розв’язок визнача-
ється формулою

u(t, x) = f ∗G(t, x), (t, x) ∈ Ω,

де G — фундаментальний розв’язок багатоточкової задачi для рiвняння (2).
Доведення. Насамперед переконаємося в тому, що функцiя u(t, x) є розв’язком рiвнян-

ня (2). Справдi (див. наслiдок 1),

∂u(t, x)

∂t
=

∂

∂t
(f ∗G(t, x)) = f ∗ ∂G(t, x)

∂t
,

Aϕu(t, x) = F−1[ϕ(σ)F [f ∗G(t, x)](σ)](x).

Оскiльки f — згортувач у просторi Sα1−α, то

F [f ∗G(t, x)](σ) = F [f ](σ)F [G(t, x)](σ) = F [f ](σ)Q(t, σ).

Отже,

Aϕu(t, x) = F−1[ϕ(σ)Q(t, σ)F [f ](σ)](x) = F−1

[
∂

∂t
Q(t, σ)F [f ](σ)

]
(x) =

= F−1

[
F

[
∂

∂t
G

]
(t, σ)F [f ](σ)

]
(x) = F−1

[
F

[
f ∗ ∂G

∂t

]]
(x) = f ∗ ∂G(t, x)

∂t
.

Звiдси дiстаємо, що функцiя u(t, x), (t, x) ∈ Ω, задовольняє рiвняння (2). З наслiдку 2 ви-
пливає, що u задовольняє граничну умову (21) у вказаному сенсi.

Зазначимо також, що u неперервно залежить вiд функцiї f ∈
(
Sα1−α, ∗

)′
, оскiльки

операцiя згортки має властивiсть неперервностi.
Залишилося переконатися в тому, що задача (2), (21) має єдиний розв’язок. Для цього

розглянемо задачу Кошi

∂v

∂t
+A∗ϕv = 0, (t, x) ∈ [0, t0)× R ≡ Ω′, 0 ≤ t < t0 < ∞, (22)

v(t, ·)|t=t0 = ψ, ψ ∈
(
Sα1−α, ∗

)′
, (23)
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де A∗ϕg = F [ϕF−1[g]] ∀g ∈ Sα1−α, A
∗
ϕ — звуження спряженого оператора до оператора A

на простiр Sα1−α ⊂
(
Sα1−α

)′
.Умову (23) розумiємо в слабкому сенсi. Задача Кошi (22), (23)

є розв’язною, при цьому v(t, ·) ∈ Sα1−α при кожному t ∈ [0, t0).

НехайQtt0 :
(
Sα1−α, ∗

)′ → Sα1−α — оператор, який зiставляє функцiоналу ψ ∈
(
Sα1−α, ∗

)′
розв’язок задачi (22), (23). Оператор Qtt0 є лiнiйним i неперервним, вiн визначений для
довiльних t i t0 таких, що 0 ≤ t < t0 < ∞, i має властивостi

∀ψ ∈
(
Sα1−α, ∗

)′
:
dQtt0ψ

dt
+A∗ϕQ

t
t0ψ = 0, lim

t→t0
Qtt0ψ = ψ

(границя розглядається у просторi
(
Sα1−α

)′).
Розглянемо розв’язок u(t, x), (t, x) ∈ Ω, задачi (2), (21), який розумiтимемо як регу-

лярний функцiонал iз простору
(
Sα1−α, ∗

)′ ⊃ Sα1−α. Доведемо, що задача (2), (21) може
мати лише єдиний розв’язок у просторi

(
Sα1−α, ∗

)′
. Для цього досить довести, що єди-

ним розв’язком рiвняння (2) при нульовiй граничнiй умовi може бути лише функцiонал
u(t, x) ≡ 0 (при кожному t ∈ (0,∞)). Застосуємо функцiонал u до функцiї Qtt0ψ ∈ Sα1−α,

де ψ — довiльно фiксований елемент iз простору Sα1−α ⊂
(
Sα1−α, ∗

)′
. Диференцiюючи по

t i використовуючи рiвняння (2), (22), отримуємо

∂

∂t

〈
u(t, ·), Qtt0ψ

〉
=

〈
∂u

∂t
,Qtt0ψ

〉
+

〈
u,
∂Qtt0ψ

∂t

〉
=
〈
Aϕu,Q

t
t0ψ
〉
−
〈
u,A∗ϕQ

t
t0ψ
〉

=

=
〈
Aϕu,Q

t
t0ψ
〉
−
〈
Aϕu,Q

t
t0ψ
〉

= 0, t ∈ [0, t0).

Звiдси випливає, що
〈
u(t, ·), Qtt0ψ

〉
є сталою величиною. Iз властивостей абстрактних функ-

цiй випливає спiввiдношення

lim
t→t0

〈
u(t, ·), Qtt0ψ

〉
= 〈u(t, ·), ψ〉 = const ≡ c

у довiльнiй точцi t0 ∈ (0,∞). Отже, якщо в (21) f = 0, то

µ lim
t→+0

〈u(t, ·), ψ〉 −
m∑
k=1

µk lim
t→tk
〈u(t, ·), ψ〉 = c

(
µ−

m∑
k=1

µk

)
= 0,

тобто c = 0. Таким чином, 〈u(t0, ·), ψ〉 = 0 для довiльного ψ ∈ Sα1−α, тобто u(t0, x) —
нульовий функцiонал iз простору

(
Sα1−α, ∗

)′
. Оскiльки t0 ∈ (0,∞) i t0 вибрано довiльним

чином, то u(t, ·) ≡ 0 для всiх t ∈ (0,∞).
Теорему 1 доведено.
Теорема 2. Розв’язок u(t, x) нелокальної багатоточкової за часом задачi (2), (21) ста-

бiлiзується до нуля при t → +∞ у просторi
(
Sα1−α

)′
.

Доведення. Нагадаємо, що розв’язок задачi (2), (21) визначається формулою

u(t, x) = f ∗G(t, x) =
〈
fξ, T−xǦ(t, ξ)

〉
= 〈fξ, G(t, x− ξ)〉 ,

деG— фундаментальний розв’язок зазначеної задачi, Ǧ(t, ξ) = G(t,−ξ), T−x — оператор
зсуву аргумента у просторi Sα1−α.
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Нехай ψ ∈ Sα1−α. Покладемо

ψt(ξ) =

+∞∫
−∞

G(t, x− ξ)ψ(x) dx, ψt,R(ξ) =

R∫
−R

G(t, x− ξ)ψ(x) dx, R > 0, t > 1.

У цих позначеннях перевiримо, що: а) при кожному t ∈ (0,∞) i довiльному R > 0 функ-
цiя ψt,R(ξ) належить простору Sα1−α i ψt,R(ξ) → ψt(ξ) при R → +∞ у просторi Sα1−α;
б) ψt(ξ) ∈ Sα1−α для кожного t ∈ (0,∞). Звiдси дiстаємо

〈u(t, x), ψ(x)〉 =

+∞∫
−∞

〈fξ, G(t, x− ξ)〉ψ(x)dx =

〈
fξ,

+∞∫
−∞

G(t, x)ψ(x+ ξ)dx

〉
=

=

〈
fξ,

+∞∫
−∞

G(t,−y)ψ(−(y − ξ))dy

〉
=

=

〈
fξ,

+∞∫
−∞

G(t,−y)ϕ̌(y − ξ) dy

〉
, ϕ̌(x) = ϕ(−x)

(тут u(t, ·) трактується як регулярна узагальнена функцiя з простору
(
Sα1−α

)′ при кожно-
му t > 0).

Отже, встановимо властивiсть а). При фiксованих {k,m} ⊂ Z+ маємо

∣∣∣ξkDm
ξ ψt,R(ξ)

∣∣∣ ≤ +R∫
−R

∣∣∣ξkψ(x)Dm
ξ G(t, x− ξ)

∣∣∣ dx ≤ +∞∫
−∞

∣∣∣ξkψ(ξ + η)Dm
η G(t, η)

∣∣∣ dη.
Але ψ ∈ Sα1−α i тому для деяких c, L, M > 0

∣∣∣ξkDm
ξ ψ(ξ)

∣∣∣ ≤ cLkMmkk(1−α)mmα, {k,m} ⊂ Z+. (24)

Звiдси при кожному η ∈ R

sup
ξ∈R

∣∣∣ξkψ(ξ + η)
∣∣∣ = sup

y∈R

∣∣∣(y − η)kψ(y)
∣∣∣ = sup

y∈R

∣∣∣∣∣
k∑
l=0

C lky
l(−η)k−lψ(y)

∣∣∣∣∣ ≤
≤

k∑
l=0

C lk|η|k−l sup
y∈R
|ylψ(y)| ≤ c

k∑
l=0

C lkL
lll(1−α)|η|k−l.
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Далi скористаємося оцiнками (14). Тодi

∣∣∣ξkDm
ξ ψt,R(ξ)

∣∣∣ ≤ c
k∑
l=0

C lkL
lll(1−α)

+∞∫
−∞

∣∣∣ηk−lDm
η G(t, η)

∣∣∣ dη ≤

≤ cc̃Am1 t
−(m+1)αmmα

k∑
l=0

C lkL
lll(1−α)

+∞∫
−∞

|η|k−l exp
{
−d0

(
t−α|η|

)1/(1−α)
}
dη.

Виконуючи тут замiну змiнної iнтегрування за формулою ηt−α = z, отримуємо нерiв-
нiсть

+∞∫
−∞

|η|k−l exp
{
−d0(t−α|η|)1/(1−α)

}
dη = t(k−l+1)α

+∞∫
−∞

|z|k−l exp
{
−d0|z|1/(1−α)

}
dz =

= 2t(k−l+1)α

+∞∫
0

zk−l exp
{
−εz1/(1−α)

}
exp

{
−(d0 − ε)z1/(1−α)

}
dz ≤

≤ 2t(k−l+1)α sup
z∈[0,+∞)

(
zk−l exp

{
−εz1/(1−α)

}) +∞∫
0

exp
{
−(d0 − ε)z1/(1−α)

}
dz ≤

≤ c0t
(k−l+1)αLk−l0 (k − l)(k−l)(1−α),

c0 = 2

+∞∫
0

exp
{
−(d0 − ε)z1/(1−α)

}
dz, 0 < ε < d0, L0 > 0,

L0 залежить лише вiд ε та α. Таким чином,

∣∣∣ξkDm
ξ ψt,R(ξ)

∣∣∣ ≤ c0cc̃A
m
1 t
−(m+1)αmmα

k∑
l=0

C lkt
(k−l+1)αLk−l0 (k − l)(k−l)(1−α)Llll(1−α) ≤

≤ c1L
k
1A

m
2 k

k(1−α)mmα, (25)

де c1 = c0cc̃t
1−α, L1 = 2 max{Ltα, L0}, A2 = A1t

−α. Отже, ψt,R(ξ) ∈ Sα1−α для кожного
t > 1 i довiльного R > 0. Далi безпосередньо переконуємось у тому, що ψt,R(ξ) → ψt(ξ)
при R → +∞ рiвномiрно по ξ разом з усiма своїми похiдними на кожному вiдрiзку [a, b] ⊂
⊂ R. Крiм того, сукупнiсть функцiй ξkDm

ξ ψt,R(ξ), {k,m} ⊂ Z+, є рiвномiрно обмеженою
у просторi Sα1−α (ця властивiсть випливає з оцiнок (25), у яких сталi c1, L1, A2 > 0 не
залежать вiд R). Це i означає виконання умови а).

З умови а) випливає б), оскiльки в досконалому просторi кожна обмежена множина є
компактною.
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Використовуючи властивостi а), б), отримуємо спiввiдношення

〈u(t, ·), ψ〉 =

+∞∫
−∞

G(t,−y)
(
f ∗ ψ̌

)
(y) dy.

Запишемо тепер функцiю ψ̌ у виглядi ψ̌(x) = ψ̌1(x) + ψ̌2(x), x ∈ R, де

ψ̌1(x) =
1

2

[
ψ̌(x) + ψ̌(−x)

]
, ψ̌2(x) =

1

2
[ψ̌(x)− ψ̌(−x)]

— вiдповiдно парна та непарна частини функцiї ψ̌. Тодi внаслiдок властивостi лiнiйної
згортки

〈u(t, ·), ψ〉 =

+∞∫
−∞

G(t,−y)
[
(f ∗ ψ̌1)(y) + (f ∗ ψ̌2)(y)

]
dy.

Зазначимо тепер, що коли g — парна (непарна) функцiя, то й згортка f ∗ g є парною
(непарною) функцiєю. Справдi, нехай, наприклад, g — парна функцiя. Тодi

(f ∗ g)(x) = 〈fξ, T−xǧ(ξ)〉 = 〈fξ, T−xǧ(−ξ)〉 = 〈fξ, ǧ(−ξ − x)〉 =

= 〈fξ, ǧ(−(ξ + x))〉 = 〈fξ, ǧ(ξ + x)〉 = 〈fξ, Txǧ(ξ)〉 = (f ∗ g)(−x).

Випадок непарної функцiї g розглядається аналогiчно. Враховуючи це зауваження, дiста-
ємо

〈u(t, ·), ψ〉 = 2

∞∫
0

[
G1(t,−y)(f ∗ ψ̌1)(y) +G2(t,−y)(f ∗ ψ̌2)(y)

]
dy,

де G1, G2 — вiдповiдно парна та непарна частини функцiї G. Далi, не втрачаючи загаль-
ностi, будемо вважати, що G(t,−y) є, наприклад, парною функцiєю змiнної y. Тодi

〈u(t, ·), ψ〉 = 2

∞∫
0

G(t,−y)(f ∗ ψ̌1)(y) dy = 2

∞∫
0

G(t,−y)

 d

dy

y∫
0

(f ∗ ψ̌1)(τ)dτ

 dy =

= 2G(t,−y)

y∫
0

(f ∗ ψ̌1)(τ)dτ |∞0 +2

∞∫
0

∂

∂y
G(t,−y)

 y∫
0

(f ∗ ψ̌1)(τ)dτ

 dy =

= 2

∞∫
0

∂

∂y
G(t,−y)

 y∫
0

(f ∗ ψ̌1)(τ) dτ

 dy.

Тут ми скористались тим, що G(t, ·) ∈ Sα1−α при кожному t > 0. Крiм того, функцiонал f
— згортувач у просторi Sα1−α, тобто f ∗ ψ̌1 ∈ Sα1−α. Звiдси випливає, зокрема, що∣∣(f ∗ ψ̌1

)
(τ)
∣∣ ≤ c exp

{
−a|τ |1/(1−α)

}
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з деякими сталими c, a > 0. Отже,∣∣∣∣∣∣
y∫

0

(f ∗ ψ̌1)(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫

0

|(f ∗ ψ̌1)(τ)|dτ ≤ c

∞∫
0

exp
{
−aτ1/(1−α)

}
dτ < +∞.

Зазначимо також, що

y∫
0

(f ∗ ψ̌1)(τ)dτ =
1

2

y∫
−y

(f ∗ ψ̌1)(τ) dτ = yMy,ψ̌1
(f), y > 0,

∣∣∣My,ψ̌1(f)

∣∣∣ =
1

2y

∣∣∣∣∣∣
y∫
−y

(f ∗ ψ̌1)(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ c

2y

y∫
−y

exp
{
−a|τ |1/(1−α)

}
dτ =

c2

y
→ 0, y → +∞.

Тодi, врахувавши оцiнки (14) та останнє спiввiдношення, знайдемо

|〈u(t, ·), ψ〉| = 2

∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

∂

∂y
G(t,−y)yMy,ψ̌1

(f) dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ c̄t−2α

∞∫
0

y exp
{
−d0(t−αy)1/(1−α)

}
My,ψ̌1

(f) dy.

Виконаємо замiну змiнної iнтегрування y = tαz. Тодi

|〈u(t, ·), ψ〉| ≤ c̄

∞∫
0

z exp
{
−d0z

1/(1−α)
}
Mtαz,ψ̌1

(f) dz.

Оскiльки Mtαz,ψ̌1
(f) → 0 при t → +∞, то, перейшовши до границi при t → +∞ пiд

знаком iнтеграла, переконаємося, що 〈u(t, ·), ψ〉 → 0 при t → +∞ для довiльної функцiї
ψ ∈ Sα1−α, що й потрiбно було довести.

Теорему 2 доведено.
Якщо узагальнена функцiя f в умовi (21) є фiнiтною (тобто носiй f (supp f) — обме-

жена множина в R), то можна говорити про рiвномiрну стабiлiзацiю до нуля розв’язку
задачi (2), (21). Зазначимо також, що кожна фiнiтна узагальнена функцiя є згортувачем
у просторi Sα1−α. Ця властивiсть випливає iз загального результату, який вiдноситься до
теорiї досконалих просторiв (див. [1, с. 173]): якщо Φ — досконалий простiр iз диферен-
цiйовною операцiєю зсуву, то кожний фiнiтний функцiонал є згортувачем у просторi Φ.
Фiнiтнi узагальненi функцiї утворюють досить широкий клас. Зокрема, кожна обмеже-
на замкнена множина F ⊂ R є носiєм деякої узагальненої функцiї (див., наприклад, [6,
с. 118]).

Теорема 3. Нехай u(t, x) — розв’язок задачi (2), (21) iз граничною функцiєю f в умовi

(21), яка є елементом простору
(
Sβ1−α

)′
⊂
(
Sα1−α

)′
, β > 1, i supp f — обмежена множина

в R. Тодi u(t, x) → 0 при t → +∞ рiвномiрно на R.
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Доведення. Нехай supp f ⊂ [a1, b1] ⊂ [a2, b2] ⊂ R. Розглянемо функцiю ψ ∈ Sβ1−α, β >
> 1, таку, що ψ(x) = 1 для x ∈ [a1, b1], suppψ ⊂ [a2, b2]. Така функцiя iснує, оскiльки
простiр Sβ1−α при β > 1 мiстить фiнiтнi функцiї [1]. Функцiїψ(ξ)G(t, x−ξ), (1−ψ(ξ))G(t, x−
−ξ), як функцiї ξ, є елементами простору Sβ1−α (при кожному t > 0 та x ∈ R), тому

u(t, x) = 〈fξ, ψ(ξ)G(t, x− ξ)〉+ 〈fξ, γ(ξ)G(t, x− ξ)〉,

де γ(ξ) = 1 − ψ(ξ). Другий доданок у цiй рiвностi дорiвнює нулевi, бо supp (γ(ξ)G(t, x −
−ξ)) ∩ supp f = ∅. Тому

u(t, x) = t−α/2
〈
fξ, t

α/2ψ(ξ)G(t, x− ξ)
〉
.

Отже, для доведення сформульованого твердження досить показати, що сукупнiсть функ-
цiй Φt,x(ξ) = tα/2ψ(ξ)G(t, x− ξ) є обмеженою у просторi Sβ1−α при великих значеннях t та
x ∈ R, тобто ∣∣Dm

ξ Φt,x(ξ)
∣∣ ≤ cBmmmβ exp

{
−a|ξ|1/(1−α)

}
, m ∈ Z+, (26)

де сталi c, a,B > 0 не залежать вiд t, x i ξ, якi змiнюються вказаним способом. Оцiнку (26)
достатньо встановити лише для ξ ∈ [a2, b2], бо Φt,x(ξ) = 0 для ξ ∈ R \ [a2, b2].

Оскiльки ψ ∈ Sβ1−α, то

∣∣Dm
ξ ψ(ξ)

∣∣ ≤ c1B
m
1 m

mβ exp
{
−a1|ξ|1/(1−α)

}
з деякими сталими c1, a1, B1 > 0. Звiдси та з оцiнок (14) (при t > 1) випливають нерiв-
ностi

∣∣Dm
ξ Φt,x(ξ)

∣∣ ≤ tα/2

∣∣∣∣∣
m∑
l=0

C lmD
l
ξψ(ξ)Dm−l

ξ G(t, x− ξ)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ c1čt

α/2 exp
{
−d0

(
t−α|x− ξ|

)1/(1−α) − a1|ξ|1/(1−α)
}
×

×
m∑
l=0

C lmB
l
1l
lβt−(m−l+1)αAm−l1 (m− l)(m−l)α.

Врахуємо тепер очевиднi нерiвностi при t ≥ 1, x ∈ R, ξ ∈ [a2, b2]:

tα/2−(m−l+1)α exp
{
−d0

(
t−α|x− ξ|

)1/(1−α)
}
≤ 1, l ∈ {0, 1, . . . ,m}.

Тодi

|Dm
ξ Φt,x(ξ)| ≤ cBmmmβ exp

{
−a|ξ|1/(1−α)

}
,

де c = c1c̃, B = 2 max{A1, B1} i всi сталi не залежать вiд t, x, ξ.
Теорему 3 доведено.
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Як приклад розглянемо нелокальну багатоточкову за часом задачу для рiвняння (2) з
оператором Aϕ, побудованим за функцiєю ϕ(x) = −x2. У цьому випадку

Aϕ = −
(
id

dx

)2

=
d2

dx2
,

а рiвняння (2) — рiвняння теплопровiдностi
∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
. Функцiя ϕ(x) = −x2 є елементом

простору P 1/2
1/2 . Справдi, e−x

2 ∈ S1/2
1/2 , оскiльки∣∣∣e−z2∣∣∣ =

∣∣∣e−(x+iy)2
∣∣∣ = e−x

2+y2 .

Крiм того, функцiя −x2 — мультиплiкатор у просторi S1/2
1/2 . Стала c0 у нерiвностi (10)

дорiвнює одиницi, тобто умова c0 ≤ 1 виконується. За теоремою 1 нелокальнаm-точкова
за часом задача у пiвпросторi t > 0 для рiвняння теплопровiдностi є коректно розв’яз-

ною, якщо f належить
(
S

1/2
1/2 ,∗

)′
. Скориставшись зображенням функцiї Q2(σ) у випадку

рiвняння теплопровiдностi, знайдемо

G(t, x) = (2π)−1

∫
R

Q1(t, σ)Q2(σ)eiσxdσ = (2π)−1

∫
R

e−tσ
2

(
µ−

m∑
k=1

µke
−tkσ2

)−1

eiσx dσ =

= (2π)−1

∫
R

e−tσ
2
∞∑
r=0

µ−(r+1)
∑

r1+...+rm=r

r!µr11 . . . µrmm
r1! . . . rm!

e−(t1r1+...+tmrm)σ2
eiσx dσ =

=

∞∑
r=0

µ−(r+1)
∑

r1+...+rm=r

r!µr11 . . . µrmm
r1 . . . rm!

G̃(t1r1 + . . .+ tmrm + t, x),

де G̃(λ, x), λ = t1r1+. . .+tmrm+t,— фундаментальний розв’язок задачi Кошi для рiвняння
теплопровiдностi, тобто

G̃(λ, x) =
1

2
√
πλ

exp

{
−x

2

4λ

}
.

Зокрема, якщо f = δ ∈
(
S

1/2
1/2 ,∗

)′
, то

u(t, x) = δ ∗G(t, x) = G(t, x).

Оскiльки supp δ = {0}, то за теоремою 3 u(t, x) → 0 при t → +∞ рiвномiрно на R. Якщо

m = 1 (випадок двоточкової задачi), f = δ ∈
(
S

1/2
1/2 ,∗

)
, то

u(t, x) =
1

2µ

∞∑
r=0

(
µ1

µ

)r 1√
π(t+ rt1)

exp

{
− x2

4(t+ rt1)

}
, µ > µ1.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2017, т . 20, N◦ 3



326 Г. П. ВЕРЕЖАК, В. В. ГОРОДЕЦЬКИЙ

Лiтература

1. Гельфанд И. М., Шилов Г. Е. Пространства основных и обобщенных функций. — М.: Физматгиз,
1958. — 307 с.

2. Горбачук В. И., Горбачук М. Л. Граничные задачи для дифференциально-операторных уравнений. —
Киев: Наук. думка, 1984. — 284 с.

3. Gorbachuk M. L., Gorbachuk V. I. Boundary value problems for operator diferential equations. — Dordrecht
etc.: Kluwer, 1991. — 374 p.

4. Кашпировский А. И. Граничные значения решений некоторых классов однородных дифференциаль-
ных уравнений в гильбертовом пространстве: Автореф. дис. ... канд. физ.-мат. наук. — Киев, 1981. —
18 с.

5. Горбачук М. Л., Дудников П. И. О начальных данных задачи Коши для параболических уравнений,
при которых решения бесконечно дифференцируемы // Докл. АН СССР. Сер. А. — 1981. — № 4. —
С. 9 – 11.

6. Городецький В. В. Граничнi властивостi гладких у шарi розв’язкiв рiвнянь параболiчного типу. —
Чернiвцi: Рута, 1998. — 225 с.

7. Городецький В. В. Множини початкових значень гладких розв’язкiв диференцiально-операторних
рiвнянь параболiчного типу. — Чернiвцi: Рута, 1998. — 219 с.

8. Городецький В. В. Еволюцiйнi рiвняння в злiченно-нормованих просторах нескiнченно диференцiйов-
них функцiй. — Чернiвцi: Рута, 2008. — 400 с.

9. Нахушев А. М. Уравнения математической биологии. — М.: Высш. шк., 1995. — 301 с.

10. Белавин И. А., Капица С. П., Курдюмов С. П. Математическая модель глобальных демографических
процессов с учетом пространственного распределения // Журн. вычислит. математики и мат. физи-
ки. — 1998. — 38, № 6. — С. 885 – 902.

11. Дезин А. А. Общие вопросы теории граничных задач. — М.: Наука, 1980. — 208 с.

12. Романко В. К. Граничные задачи для одного класса дифференциальных операторов // Дифференц.
уравнения. — 1974. — 10, № 11. — С. 117 – 131.

13. Романко В. К. Нелокальные граничные задачи для некоторых систем уравнений // Мат. заметки. —
1985. — 37, № 7. — С. 727 – 733.

14. Макаров А. А. Существование корректной двухточечной краевой задачи в слое для систем псевдо-
дифференциальных уравнений // Дифференц. уравнения. — 1994. — 30, № 1. — С. 144 – 150.

15. Чесалин В. И. Задача с нелокальными граничными условиями для абстрактных гиперболических
уравнений // Дифференц. уравнения. — 1979. — 15, № 11. — С. 2104 – 2106.

16. Илькив В. С., Пташник Б. И. Некоторая нелокальная двухточечная задача для систем уравнений с
частными производными // Сиб. мат. журн. — 2005. — 46, № 11. — С. 119 – 129.

17. Lazetic N. L. On classical solutions of mixed boundary problems for one-demensional parabolic equation of
second order // Publ. Inst. Math. — 2000. — 67. – P. 53 – 75.

18. Chabrouski J. On the non-local problems with a functional for parabolic equation // Funkc. ekvacioj. —
1984. — 27. — P. 101 – 123.

19. Bouziani A., Benouar N.-E. Probleme mixed avec conditions integrales pour une class d’equations paraboli-
ques // C. r. Acad. sci. Paris. Ser. J. — 1995. — 321. — P. 1177 – 1182.

20. Krzyzanski M. Sur l’allure asymptotique des potentiels de chaleur et de l’integrall de Forier – Poisson // Ann.
polon. math. — 1957. — 3, № 2. — P. 288 – 289.

21. Эйдельман С. Д. Лиувиллевы теоремы и теореми об устойчивости для решений параболических
систем // Мат. cб. — 1958. — 44, № 4. — С. 481 – 508.

22. Эйдельман С. Д., Порпер Ф. О. О стабилизации решений задачи Коши для параболических систем //
Изв. вузов. Математика. — 1960. — № 4. — С. 210 – 217.

23. Репников В. Д. Некоторые теоремы о стабилизации решения задачи Коши для параболического урав-
нения // Докл. АН СССР. — 1963. — 148, № 3. — С. 527 – 530.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2017, т . 20, N◦ 3



СТАБIЛIЗАЦIЯ РОЗВ’ЯЗКIВ НЕЛОКАЛЬНОЇ БАГАТОТОЧКОВОЇ ЗА ЧАСОМ ЗАДАЧI . . . 327

24. Репников В. Д., Эйдельман С. Д. Новое доказательство теоремы о стабилизации решения задачи
Коши для уравнения теплопроводности // Мат. сб. — 1967. — 73, № 1. — С. 155 – 159.

25. Валицкий Ю. Н., Эйдельман С. Д. Необходимые и достаточные условия стабилизации положитель-
ных решений уравнения теплопроводности // Сиб. мат. журн. — 1976. — 17, № 4. — С. 744 – 756.

26. Денисов В. Н. О связи между стабилизацией интеграла Пуассона, равномерной на каждом компакте, и
сходимостью шаровых средних Чезаро – Рисса // Дифференц. уравнения. — 1984. — 20, № 1. — С. 1940 –
1947.

27. Денисов В. Н. О стабилизации интеграла Пуассона на классе растущих функций // Докл. АН СССР. —
1985. — 283, № 6. — С. 1302 – 1305.

28. Дрожжинов Ю. М. Стабилизация решений обобщенной задачи Коши для ультрапараболического
уравнения // Докл. АН СССР. Сер. мат. — 1969. — 33, № 2. — С. 363 – 372.

29. Дрожжинов Ю. М., Завьялов Б. И. Квазиасимптотика обобщенных функций и тауберовы теоремы в
комплексной области // Мат. сб. — 1977. — 102, № 3. — С. 379 – 390.

30. Гельфанд И. М., Шилов Г. Е. Некоторые вопросы теории дифференциальных уравнений. — М.: Физ-
матгиз, 1958. — 274 с.

Одержано 21.09.16,
пiсля доопрацювання — 21.04.17

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2017, т . 20, N◦ 3


