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We find sufficient bifurcation conditions for solutions of boundary-value problems for the Lyapunov
equation in a Hilbert space. The cases where the generating equation has or does not have solutions are
considered. As an example, we consider the problem in the space l2 of sequences with matrices of countable
dimension.

Найдены достаточные условия бифуркации решений краевых задач в пространстве Гильберта
для уравнения Ляпунова. Рассмотрены случаи, когда порождающее уравнение имеет решения и
не имеет решений. В качестве примера рассмотрена задача в пространстве последовательно-
стей l2 со счетномерными матрицами.

Вступ. Дослiдженню рiвняння Ляпунова присвячено багато робiт (див., наприклад, [4, 9,
10, 12 – 20, 22, 24, 25, 27, 28]). Рiвняння Ляпунова дослiджується як у скiнченновимiрному,
так i у нескiнченновимiрному випадках. Зазначимо, що рiвняння Ляпунова використову-
ється у квантовiй механiцi. Вiдомою є динамiчна система, що породжується гамiльтонiа-
ном у чотиривимiрному просторi й має назву „конфiгурацiйний квантовий кiт Арнольда”.
Дослiджуються як операторне, так i операторно-диференцiальне рiвняння Ляпунова.

Дана робота є продовженням роботи [20]. У нiй дослiджуються умови бiфуркацiї роз-
в’язкiв крайових задач для рiвняння Ляпунова у так званому резонансному (критичному
випадку), коли порушується єдинiсть розв’язку. Зазначимо, що бiфуркацiйнi методи є до-
сить розвиненими й потужними [1, 3, 7].

Постановка задачi. Розглянемо крайову задачу

Z ′(t, ε) = AZ(t, ε)− Z(t, ε)B + εC(t)Z(t, ε) + Φ(t), (1)

lZ(·, ε) = α+ εl1Z(·, ε), (2)

деA,B ∈ L(H1) — лiнiйнi обмеженi оператори, Φ(t), C(t) ∈ C([a, b];L(H1)) — неперервнi
оператор-функцiї, l, l1 : C1([a, b];L(H1)) → H2 — лiнiйнi обмеженi оператори, ε — ма-
лий параметр, L(H1) — простiр лiнiйних та обмежених операторiв, що дiють iз просто-
ру Гiльберта H1 у себе, H1 та H2 — простори Гiльберта, α ∈ H2. Шукаємо розв’язок
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Z(t, ε) ∈ C1([a, b];L(H1)) × C(0, ε0] для фiксованого ε0 > 0. Можливi випадки, коли по-
роджуюча задача (ε = 0) має розв’язки та не має їх.

1. Породжуюча крайова задача має розв’язки [20]. Шукаємо розв’язок крайової задачi
(1), (2) у виглядi ряду Z(t, ε) =

∑+∞
i=0 ε

iZi(t).Прирiвнюючи коефiцiєнти при ε0, маємо

Z
′
0(t) = AZ0(t)− Z0(t)B + Φ(t), (3)

lZ0(·) = α. (4)

Загальний розв’язок задачi (3) має вигляд [2]

Z0(t, C0) = etAC0e
−tB +

t∫
0

e(t−τ)AΦ(τ)e(τ−t)B dτ (5)

для всiх C0 ∈ L(H1).

Переконаємось у справедливостi формули (5). Диференцiюючи, одержуємо

Z
′
0(t, C0) = AetAC0e

−tB − etAC0e
−tBB + Φ(t)+

+A

t∫
0

e(t−τ)AΦ(τ)e(τ−t)Bdτ −
t∫

0

e(t−τ)AΦ(τ)e(τ−t)B dτB =

= AZ0(t, C0)− Z0(t, C0)B + Φ(t), t∫
0

e(t−τ)AΦ(τ)e(τ−t)Bdτ


′

t

= e(t−t)AΦ(t)e(t−t)B +

t∫
0

(
e(t−τ)AΦ(τ)e(τ−t)B

)′
t
dτ =

= Φ(t) +

t∫
0

(
e(t−τ)A

)′
t
Φ(τ)e(τ−t)B dτ+

+

t∫
0

e(t−τ)AΦ(τ)
(
e(τ−t)B

)′
t
dτ =

= Φ(t) +

t∫
0

Ae(t−τ)AΦ(τ)e(τ−t)Bdτ−

−
t∫

0

e(t−τ)AΦ(τ)e(τ−t)BBdτ =
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= Φ(t) +A

t∫
0

e(t−τ)AΦ(τ)e(τ−t)Bdτ −
t∫

0

e(t−τ)AΦ(τ)e(τ−t)BdτB.

Пiдставляючи у крайову умову, отримуємо операторне рiвняння

QC0 = g0,

де

QC = le·ACe−·B, g0 = α− l
·∫

0

e(·−τ)AΦ(τ)e(τ−·)Bdτ.

Розглянемо випадок, коли R(Q) = R(Q). У цьому випадку розв’язок iснує тодi й тiль-
ки тодi, коли виконується умова [11]

PN(Q∗)g0 = 0,

де PN(Q∗) — ортопроектор на ядро оператора Q∗, а загальний розв’язок має вигляд

C0 = Q+g0 + PN(Q)C0, C0 ∈ L(H1).

Тодi загальний розв’язок задачi (3), (4) буде мати вигляд

Z0(t, C0) = etAPN(Q)C0e
−tB + (G[Φ, α])(t),

де

(G[Φ, α])(t) = etAQ+

α− l
·∫

0

e(·−τ)AΦ(τ)e(τ−·)B dτ

 e−tB +

t∫
0

e(t−τ)AΦ(τ)e(τ−t)B dτ.

Прирiвнюючи коефiцiєнти при ε1, отримуємо крайову задачу

Z
′
1(t) = AZ1(t)− Z1(t)B + C(t)Z0(t, C0), (6)

lZ1(·) = l1Z0(·, C0). (7)

Загальний розв’язок крайової задачi (6) буде мати вигляд

Z1(t, C1) = etAC1e
−tB +

t∫
0

e(t−τ)AC(τ)Z0(τ, C0)e
(τ−t)B dτ.

Пiдставляючи в умову (7), отримуємо операторне рiвняння

QC1 = g1,
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де

g1 = l1Z0(·, C0)− l
·∫

0

e(·−τ)AC(τ)Z0(τ, C0)e
(τ−·)B dτ.

Умова розв’язностi має вигляд

PN(Q∗)g1 = 0. (8)

Вводячи до розгляду оператор

B0C0 = PN(Q∗)l1e
·APN(Q)C0e

−·B − l
·∫

0

e(·−τ)AC(τ)eτAPN(Q)C0e
−τBe(τ−·)B dτ,

умову (8) можемо записати у виглядi операторного рiвняння

B0C0 = −PN(Q∗)

l1(G[Φ, α])(·)− l
·∫

0

e(·−τ)AC(τ)(G[Φ, α])(τ)e(τ−·)Bdτ

 . (9)

За виконання умови PN(B∗0 )
PN(Q∗) = 0 рiвняння (9) буде мати розв’язок у виглядi

C0 = −B+
0 PN(Q∗)

l1(G[Φ, α])(·)− l
·∫

0

e(·−τ)AC(τ)(G[Φ, α])(τ)e(τ−·)B dτ

 . (10)

Тодi

C1 = PN(Q)C1 +Q+g1.

Пiдставляючи у загальний розв’язок, одержуємо

Z1(t, C1) = etAPN(Q)C1e
−tB + etAQ+g1e

−tB +

t∫
0

e(t−τ)AC(τ)Z0(τ, C0)e
(τ−t)B dτ,

де C0 визначається з рiвностi (10). Враховуючи визначення оператора Грiна, загальний
розв’язок задачi (6), (7) можна записати у виглядi

Z1(t, C1) = etAPN(Q)C1e
−tB + (G[CZ0, l1Z0])(t).

Дiючи за iндукцiєю, отримуємо при εi крайову задачу

Z
′
i(t) = AZi(t)− Zi(t)B + C(t)Zi−1(t), (11)

lZi(·) = l1Zi−1(·). (12)
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Загальний розв’язок задачi (11) має вигляд

Zi(t, Ci) = etACie
−tB +

t∫
0

e(t−τ)AC(τ)Zi−1(τ, Ci−1)e
(τ−t)B dτ.

Пiдставляючи у крайову умову (12), отримуємо операторне рiвняння

QCi = gi,

де

gi = l1Zi−1(·, Ci−1)− l
·∫

0

e(·−τ)AC(τ)Zi−1(τ, Ci−1)e
(τ−·)B dτ.

Умова розв’язностi набирає вигляду

PN(Q∗)gi = 0.

Виходячи з позначень, бачимо, що умова розв’язностi еквiвалентна операторному рiв-
нянню

B0Ci−1 = −PN(Q∗)

[
l1(G[CZi−2, l1Zi−2])(·)−

− l
·∫

0

e(·−τ)AC(τ)(G[CZi−2, l1Zi−2])(τ)e(τ−·)B dτ

]
. (13)

Тодi

Ci−1 = −B+
0 PN(Q∗)

[
l1(G[CZi−2, l1Zi−2])(·)−

− l
·∫

0

e(·−τ)AC(τ)(G[CZi−2, l1Zi−2])(τ)e(τ−·)Bdτ

]
,

Ci = PN(Q)Ci +Q+gi,

та загальний розв’язок крайової задачi (11), (12) має вигляд

Zi(t, Ci) = etAPN(Q)Cie
−tB + (G[CZi−1, l1Zi−1])(t).

Таким чином, отримали таку теорему.
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Теорема 1. Нехай R(Q) = R(Q), R(B0) = R(B0) та виконуються умови

PN(Q∗)

α− l
·∫

0

e(·−τ)AΦ(τ)e(τ−·)Bdτ

 = 0,

PN(B∗0 )
PN(Q∗) = 0.

Тодi крайова задача (1), (2) має розв’язок у виглядi ряду Z(t, ε) =
∑+∞

i=0 ε
iZi(t), коефi-

цiєнти якого знаходяться таким чином:

Z0(t, C0) = etAPN(Q)C0e
−tB + (G[Φ, α])(t), C0 ∈ L(H1),

Zi(t, Ci) = etAPN(Q)Cie
−tB + (G[CZi−1, l1Zi−1])(t), Ci ∈ L(H1),

де (G[·, ·])(t) — узагальнений оператор Грiна, визначений вище;

C0 =−B+
0 PN(Q∗)

l1(G[Φ, α])(·)− l
·∫

0

e(·−τ)AC(τ)(G[Φ, α])(τ)e(τ−·)Bdτ

 ,
Ci =−B+

0 PN(Q∗)

l1(G[CZi−1, l1Zi−1])(·)− l
·∫

0

e(·−τ)AC(τ)(G[CZi−1, l1Zi−1])(τ)e(τ−·)Bdτ

 .
Зауваження 1. Теорiя, розроблена в роботi [23], дозволяє дослiджувати умови бiфур-

кацiї розв’язкiв рiвняння Ляпунова й у тому випадку, коли множини значень операторiв
Q та B0 не є замкненими, R(Q) 6= R(Q), R(B0) 6= R(B0), тобто оператори Q,B0 не є нор-
мально розв’язними. В такому випадку побудована вище процедура буде давати узагаль-
ненi розв’язки або квазiрозв’язки й задача може бути дослiдженою повнiстю. Доведення
проводиться аналогiчно доведенню теореми 1.

Зауваження 2. Насамкiнець буде наведено приклад крайової задачi з оператором, що
не є нормально розв’язним (має незамкнену множину значень).

2. Породжуюча крайова задача не має розв’язкiв. В цьому випадку розв’язок шукаємо
у виглядi ряду

Z(t, ε) =

+∞∑
i=−1

εiZi(t). (14)

Пiдставимо ряд (14) у крайову задачу (1), (2) i прирiвняємо коефiцiєнти при однакових
степенях ε.

Прирiвнюючи коефiцiєнти при ε−1, приходимо до однорiдної крайової задачi:

Z
′
−1(t) = AZ−1(t)− Z−1(t)B, (15)

lZ−1(·) = 0. (16)
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Задача (15), (16) має розв’язок

Z−1(t, C−1) = etAPN(Q)C−1e
−tB (17)

для довiльного оператора C−1 ∈ L(H1), який буде знайдено нижче.
Операторне рiвняння (15) має розв’язок

Z−1(t, C−1) = etAC−1e
−tB. (18)

Переконаємось у справедливостi формули (17):

Z
′
−1(t, C−1) = AetAC−1e

−tB − etAC−1e−tBB = AetAC−1e
−tB − etAC−1e−tBB.

Пiдставивши (18) у крайову умову (16), отримаємо операторне рiвняння

QC−1 = 0,

де
QC−1 = le·AC−1e

−·B.

Тодi

C−1 = PN(Q)C−1. (19)

Пiдставляючи (19) у (18), одержуємо спiввiдношення (17).
Прирiвнюючи коефiцiєнти при ε0, отримуємо крайову задачу для визначення коефi-

цiєнта Z0(t):

Z
′
0(t, C−1) = AZ0(t, C−1)− Z0(t, C−1)B + C(t)Z−1(t, C−1) + Φ(t), (20)

lZ0(·, C−1) = α+ l1Z−1(·, C−1). (21)

Операторне рiвняння (20) має розв’язок

Z0(t, C0) = etAC0e
−tB +

t∫
0

e(t−τ)A [C(τ)Z−1(τ, C−1) + Φ(τ)] e(τ−t)B dτ. (22)

Пiдставляючи Z0(t, C0) у крайову умову (21), одержуємо операторне рiвняння

QC0 = g0,

де

QC0 = le·AC0e
−·B,

g0 = α+ l1Z−1(·, C−1)− l
·∫

0

e(·−τ)A [C(τ)Z−1(τ, C−1) + Φ(τ)] e(τ−·)B dτ.
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У випадку, коли R(Q) = R(Q), розв’язок iснує тодi й тiльки тодi, коли виконується
умова

PN(Q∗)g0 = 0,

PN(Q∗)

α+ l1Z−1(·, C−1)− l
·∫

0

e(·−τ)A [C(τ)Z−1(τ, C−1) + Φ(τ)] e(τ−·)B dτ

 = 0,

або, враховуючи, що Z−1(t, C−1) = etAPN(Q)C−1e
−tB, маємо

PN(Q∗)

[
α+ l1e

·APN(Q)C−1e
−·B −

− l
·∫

0

e(·−τ)A
[
C(τ)e·APN(Q)C−1e

−·B + Φ(τ)
]
e(τ−·)B dτ

]
= 0,

PN(Q∗)

α+ l1e
·APN(Q)C−1e

−·B − l
·∫

0

e(·−τ)AC(τ)e·APN(Q)C−1e
−·Be(τ−·)B dτ

−
− PN(Q∗)

−l ·∫
0

e(·−τ)AΦ(τ)e(τ−·)B dτ

 = 0,

B0C−1 = −PN(Q∗)

α− l ·∫
0

e(·−τ)AΦ(τ)e(τ−·)B dτ

 , (23)

де оператор B0 має вигляд

B0C−1 = PN(Q∗)

l1e·APN(Q)C−1e
−·B − l

·∫
0

e(·−τ)AC(τ)e·APN(Q)C−1e
−·Be(τ−·)B dτ

 .
Рiвняння (23) є розв’язним тодi i лише тодi, коли його права частина задовольняє

умову

PN(B∗0 )
PN(Q∗)

α− l ·∫
0

e(·−τ)AΦ(τ)e(τ−·)B dτ

 = 0.

Остання умова виконується, якщо буде виконано умову

PN(B∗0 )
PN(Q∗) = 0, (24)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2017, т . 20, N◦ 3



УМОВИ БIФУРКАЦIЇ РОЗВ’ЯЗКIВ РIВНЯННЯ ЛЯПУНОВА У ПРОСТОРI ГIЛЬБЕРТА 381

а операторне рiвняння (23) при цьому буде мати хоча б один розв’язок у виглядi

C−1 = −B+
0 PN(Q∗)

α− l ·∫
0

e(·−τ)AΦ(τ)e(τ−·)B dτ

 . (25)

В цьому випадку розв’язок рiвняння QC0 = g0 буде мати вигляд

C0 = Q+g0 + PN(Q)C0, C0 ∈ L(H1),

або

C0 = Q+

[
α+ l1Z−1(·, C−1)−

− l
·∫

0

e(·−τ)A [C(τ)Z−1(τ, C−1) + Φ(τ)] e(τ−·)B dτ

]
+ PN(Q)C0,

або

C0 = Q+{α+ l1Z−1(·, C−1)}−

−Q+l

·∫
0

e(·−τ)A [C(τ)Z−1(τ, C−1) + Φ(τ)] e(τ−·)B dτ + PN(Q)C0.

Таким чином, розв’язок Z0(t, C0) можна записати у виглядi

Z0(t, C0) = etAPN(Q)C0e
−tB + Z0(t) (26)

для довiльного оператора C0 ∈ L(H1), який буде знайдено нижче,

Z0(t) = etA
[
Q+{α+ l1Z−1(·, C−1)}

]
e−tB + (G [C(·)Z−1(·, C−1) + Φ(·)]) (t), (27)

де оператор Грiна має вигляд

(G [C(·)Z−1(·, C−1) + Φ(·)]) (t) =

t∫
0

e(t−τ)A [C(τ)Z−1(τ, C−1) + Φ(τ)] e(τ−t)B dτ−

− etA
Q+l

·∫
0

e(·−τ)A [C(τ)Z−1(τ, C−1) + Φ(τ)] e(τ−·)B dτ

 e−tB. (28)

Прирiвнюючи коефiцiєнти при ε1, отримуємо крайову задачу для визначення коефi-
цiєнта Z1(t):

Z
′
1(t) = AZ1(t)− Z1(t)B + C(t)Z0(t, C0), (29)

lZ1(·) = l1Z0(·, C0). (30)
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Операторне рiвняння (29) має розв’язок

Z1(t, C1) = etAC1e
−tB +

t∫
0

e(t−τ)AC(τ)Z0(τ, C0)e
(τ−t)B dτ. (31)

Пiдставляючи Z1(t) в крайову умову (31), одержуємо операторне рiвняння

QC1 = g1,

де

QC1 = le·AC1e
−·B,

g1 = l1Z0(·, C0)− l
·∫

0

e(·−τ)AC(τ)Z0(τ, C0)e
(τ−·)B dτ.

У випадку, коли R(Q) = R(Q), розв’язок iснує тодi й тiльки тодi, коли виконується
умова

PN(Q∗)g1 = 0,

PN(Q∗)

l1Z0(·, C0)− l
·∫

0

e(·−τ)A [C(τ)Z0(τ, C0)] e
(τ−·)B dτ

 = 0,

або, враховуючи, що Z0(t, C0) = etAPN(Q)C0e
−tB + Z0(t), маємо

PN(Q∗)

[
l1e
·APN(Q)C0e

−·B + l1Z0(·)−

− l
·∫

0

e(·−τ)A
[
C(τ)

(
etAPN(Q)C0e

−tB + Z0(τ)
)]
e(τ−·)Bdτ

]
= 0,

PN(Q∗)

[
l1e
·APN(Q)C0e

−·B + l1Z0(·)−

− l
·∫

0

e(·−τ)A
[
C(τ)etAPN(Q)C0e

−tB] e(τ−·)B dτ]−
− PN(Q∗)

−l ·∫
0

e(·−τ)AC(τ)Z0(τ)e(τ−·)B dτ

 = 0,
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B0C0 = −PN(Q∗)

l1Z0(·)− l
·∫

0

e(·−τ)AC(τ)Z0(τ)e(τ−·)B dτ

 , (32)

де оператор B0 має вигляд

B0C0 = PN(Q∗)

l1e·APN(Q)C0e
−·B − l

·∫
0

e(·−τ)AC(τ)e·APN(Q)C0e
−·Be(τ−·)B dτ

 .
Рiвняння (32) належить до рiвнянь вигляду (23) i при тiй же умовi (24) має хоча б один

розв’язок у виглядi

C0 = −B+
0 PN(Q∗)

l1Z0(·)− l
·∫

0

e(·−τ)AC(τ)Z0(τ)e(τ−·)B dτ

 . (33)

В цьому випадку розв’язок рiвняння QC1 = g1 буде мати вигляд

C1 = Q+g1 + PN(Q)C1, C1 ∈ L(H1),

або

C1 = Q+

l1Z0(·, C0)− l
·∫

0

e(·−τ)A [C(τ)Z0(τ, C0)] e
(τ−·)B dτ

+ PN(Q)C1,

або

C1 = Q+l1Z0(·, C0)−Q+l

·∫
0

e(·−τ)A [C(τ)Z0(τ, C0)] e
(τ−·)B dτ + PN(Q)C1.

Таким чином, розв’язок Z1(t) можна записати у виглядi

Z1(t, C1) = etAPN(Q)C1e
−tB + Z1(t) (34)

для довiльного оператора C1 ∈ L(H1), який буде знайдено нижче,

Z1(t) = etA
[
Q+l1Z0(·, C0)

]
e−tB + (G [C(·)Z0(·, C0)]) (t), (35)

де оператор Грiна має вигляд

(G [C(·)Z0(·, C0)]) (t) =

t∫
0

e(t−τ)AC(τ)Z0(τ, C0)e
(τ−t)B dτ−

− etA
Q+l

·∫
0

e(·−τ)A [C(τ)Z0(τ, C0)] e
(τ−·)B dτ

 e−tB. (36)
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Прирiвнюючи коефiцiєнти при ε2, отримуємо крайову задачу для визначення коефi-
цiєнта Z2(t):

Z
′
2(t) = AZ2(t)− Z2(t)B + C(t)Z1(t, C1), (37)

lZ2(·) = l1Z1(·, C1). (38)

Операторне рiвняння (37) має розв’язок

Z2(t) = etAC2e
−tB +

t∫
0

e(t−τ)AC(τ)Z1(τ, C1)e
(τ−t)B dτ. (39)

Пiдставляючи Z2(t) в крайову умову (38), одержуємо операторне рiвняння

QC2 = g2,

де

QC2 = le·AC2e
−·B, g2 = l1Z1(·, C1)− l

·∫
0

e(·−τ)AC(τ)Z1(τ, C1)e
(τ−·)B dτ.

У випадку, коли R(Q) = R(Q), розв’язок iснує тодi й тiльки тодi, коли виконується
умова

PN(Q∗)g2 = 0,

PN(Q∗)

l1Z1(·, C1)− l
·∫

0

e(·−τ)A [C(τ)Z1(τ, C1)] e
(τ−·)B dτ

 = 0,

або, враховуючи, що Z1(t, C1) = etAPN(Q)C1e
−tB + Z1(t), маємо

PN(Q∗)

[
l1e
·APN(Q)C1e

−·B + l1Z1(·)−

− l
·∫

0

e(·−τ)A
[
C(τ)

(
etAPN(Q)C1e

−tB + Z1(τ)
)]
e(τ−·)B dτ

]
= 0,

PN(Q∗)

[
l1e
·APN(Q)C1e

−·B + l1Z1(·)−

− l
·∫

0

e(·−τ)A
[
C(τ)etAPN(Q)C1e

−tB] e(τ−·)B dτ]−
− PN(Q∗)

−l ·∫
0

e(·−τ)AC(τ)Z1(τ)e(τ−·)B dτ

 = 0,
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B0C1 = −PN(Q∗)

l1Z1(·)− l
·∫

0

e(·−τ)AC(τ)Z1(τ)e(τ−·)B dτ

 , (40)

де оператор B0 має вигляд

B0C1 = PN(Q∗)

l1e·APN(Q)C1e
−·B − l

·∫
0

e(·−τ)AC(τ)e·APN(Q)C1e
−·Be(τ−·)B dτ

 .
Рiвняння (40) належить до рiвнянь вигляду (23) i при тiй же умовi (24) має хоча б один

розв’язок у виглядi

C1 = −B+
0 PN(Q∗)

l1Z1(·)− l
·∫

0

e(·−τ)AC(τ)Z1(τ)e(τ−·)B dτ

 . (41)

В цьому випадку розв’язок рiвняння QC2 = g2 буде мати вигляд

C2 = Q+g2 + PN(Q)C2, C2 ∈ L(H1),

або

C2 = Q+

l1Z1(·, C1)− l
·∫

0

e(·−τ)A [C(τ)Z1(τ, C1)] e
(τ−·)B dτ

+ PN(Q)C2,

або

C2 = Q+l1Z1(·, C0)−Q+l

·∫
0

e(·−τ)A [C(τ)Z1(τ, C1)] e
(τ−·)B dτ + PN(Q)C2.

Таким чином, розв’язок Z2(t) можна записати у виглядi

Z2(t, C2) = etAPN(Q)C2e
−tB + Z2(t) (42)

для довiльного оператора C2 ∈ L(H1), який буде знайдено нижче,

Z2(t) = etA
[
Q+l1Z1(·, C1)

]
e−tB + (G [C(·)Z1(·, C1)]) (t), (43)

де оператор Грiна має вигляд

(G [C(·)Z1(·, C1)]) (t) =

t∫
0

e(t−τ)AC(τ)Z1(τ, C1)e
(τ−t)B dτ−

− etA
Q+l

·∫
0

e(·−τ)A [C(τ)Z1(τ, C1)] e
(τ−·)B dτ

 e−tB. (44)
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Дiючи за iндукцiєю, для визначення коефiцiєнта xi(t) при εi ряду (14) приходимо до
крайової задачi

Z
′
i(t) = AZi(t)− Zi(t)B + C(t)Zi−1(t, Ci−1), (45)

lZi(·) = l1Zi−1(·, Ci−1). (46)

При тiй же умовi (24) крайова задача (45) (46) має розв’язок

Zi(t, Ci) = etAPN(Q)Cie
−tB + Zi(t), (47)

де частинний розв’язок Zi(t) крайової задачi (45), (46) має вигляд

Zi(t) = etA
[
Q+l1Zi−1(·, Ci−1)

]
e−tB + (G [C(·)Zi−1(·, Ci−1)]) (t). (48)

Довiльний оператор Ci ∈ L(H1) знаходиться за формулою

Ci = −B+
0 PN(Q∗)

l1Zi(·)− l ·∫
0

e(·−τ)AC(τ)Zi(τ)e(τ−·)B dτ

 . (49)

(G [C(·)Zi−1(·, Ci−1)]) (t) — оператор Грiна неоднорiдної крайової задачi (45), (46), який
дiє на оператор C(·)Zi−1(·, Ci−1) ∈ C([a; b];H1) так:

(G [C(·)Zi−1(·, Ci−1)]) (t) =

t∫
0

e(t−τ)AC(τ)Zi−1(τ, Ci−1)e
(τ−t)B dτ−

− etA
Q+l

·∫
0

e(·−τ)A [C(τ)Zi−1(τ, Ci−1)] e
(τ−·)B dτ

 e−tB. (50)

Таким чином, маємо iтерацiйний алгоритм побудови розв’язку крайової задачi (45),
(46):

Zi(t, Ci) =


etAPN(Q)Cie

−tB, якщо i = −1,

etAPN(Q)Cie
−tB + Zi(t), якщо i = 0,∞,

(51)

Ci =


−B+

0 PN(Q∗)

[
α− l

∫ ·
0
e(·−τ)AΦ(τ)e(τ−·)B dτ

]
, якщо i = −1,

−B+
0 PN(Q∗)

[
l1Zi(·)− l

∫ ·
0
e(·−τ)AC(τ)Zi(τ)e(τ−·)B dτ

]
, якщо i = 0,∞,

(52)
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Zi(t) =


etA [Q+ (α+ l1Z−1(·, C−1))] e−tB+

+ (G [C(·)Z−1(·, C−1) + Φ(·)]) (t), якщо i = 0,

etA [Q+l1Zi−1(·, Ci−1)] e−tB+
+ (G [C(·)Zi−1(·, Ci−1)]) (t), якщо i = 1,∞,

(53)

(G [C(·)Zi−1(·, Ci−1)]) (t) =

=



∫ t

0
e(t−τ)A [C(τ)Z−1(τ, C−1) + Φ(τ)] e(τ−t)B dτ−

−etA
[
Q+l

∫ ·
0
e(·−τ)A [C(τ)Z−1(τ, C−1) + Φ(τ)] e(τ−·)B dτ

]
e−tB, якщо i = 0,

∫ t

0
e(t−τ)AC(τ)Zi−1(τ, Ci−1)e

(τ−t)B dτ−

−etA
[
Q+l

∫ ·
0
e(·−τ)A [C(τ)Zi−1(τ, Ci−1)] e

(τ−·)B dτ

]
e−tB, якщо i = 1,∞.

(54)

Отже, критерiй розв’язностi крайової задачi (1), (2) у гiльбертовому просторi можна
сформулювати таким чином.

Теорема 2. Нехай оператор QCi = le·ACie
−·B, що дiє з гiльбертового простору H1

у гiльбертовий простiр H2, має псевдообернений i породжуюча крайова задача, отри-
мана iз (1), (2) при ε = 0, при довiльних неоднорiдностях Φ(t) ∈ C([a; b], H1) та α ∈ H2

не має розв’язкiв. Тодi якщо виконуються умови:
1) оператор B0 має псевдообернений оператор;
2) PN(B∗0 )

PN(Q∗) = 0,

то збурена крайова задача (1), (2) при довiльних неоднорiдностях Φ(t) ∈ C([a; b], H1) та
α ∈ H2 має хоча б один розв’язок у виглядi ряду

Z(t) =

+∞∑
i=−1

εiZi(t),

абсолютно збiжного при довiльних фiксованих ε ∈ (0, ε∗], оператор B0 має вигляд

B0C0 = PN(Q∗)

l1e·APN(Q)C0e
−·B − l

·∫
0

e(·−τ)AC(τ)e·APN(Q)C0e
−·Be(τ−·)B dτ

 ,
а коефiцiєнти ряду визначаються iтерацiйним алгоритмом (51) – (54).

Приклад. Розглянемо злiченну систему рiвнянь iз матрицями

A = diag

(
1

2
,
1

2
, . . .

)
, B = diag (1, 1, 1, . . .)
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зi значеннями у просторi l2. Матрична функцiя Z(t) належить L2([0; 1]; l2 × l2), тобто

Z(t) = (zij(t))
+∞
i,j=1 : ‖Z‖2 =

1∫
0

‖zij(t)‖2l2×l2 dt =
+∞∑
i,j=1

1∫
0

|zij(t)|2 dt < ∞,

а крайова умова має вигляд

lZ(·) =

(
0, z22(0),

z33(0)

2
, . . . ,

zii(0)

i− 1
, . . .

)
= (α1, α2, . . . , αn, . . .) ∈ l2.

Тодi загальний розв’язок системи буде мати вигляд

Z(t, C) = Kt
0C = e−

t
2 (cij)

+∞
i,j=1,

де
+∞∑
i,j=1

c2ij < ∞.

Пiдставляючи в крайову умову, переконуємося, що розв’язнiсть крайової задачi еквiва-
лентна розв’язностi рiвняння

lZ(·) = QC =
(

0, c22,
c33
2
, . . .

)
= (α1, α2, . . .) ∈ l2,

де Q : l2 × l2 → l2.
Покажемо, що оператор Q має незамкнену множину значень. Для цього достатньо

зауважити, що

l2 3
(

0, 1,
1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . .

)
= lim

k→∞

(
0, 1,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

k
, 0, 0, . . .

)
,

(
0, 1,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

k
, 0, 0, . . .

)
= QCk,

де в якостi послiдовностi Ck вибрано таку:

Ck = diag (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k+1

, 0, 0, . . .) ∈ l2 × l2,

та для C = diag (1, 1, . . . , 1, . . .)

QC =

(
0, 1,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

k
, . . .

)
.

Але C не належить простору l2 × l2, оскiльки

‖C‖ = lim
n→∞

n∑
i=1

1 → ∞.
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Таким чином, маємо послiдовнiсть Ck таку, що QCk = yk =

(
0, 1,

1

2
, . . . ,

1

k
, 0, 0, . . .

)
∈

∈ l2 й yk → y =

(
0, 1,

1

2
, . . . ,

1

k
, . . .

)
у просторi l2, коли k → ∞, але y = QC, де C не

належить простору l2 × l2. Отже, оператор Q має незамкнену множину значень. Далi,
пiсля факторизацiї [23] можна вважати, що маємо оператор Q, який дiє за правилом

QC =
(
c11,

c22
2
, . . . ,

cnn
n
, . . .

)
.

Поповнивши простiр l2 × l2 за нормою

‖C‖H = ‖QC‖l2 =
+∞∑
i=1

(cii
i

)2
,

отримаємо простiрH ⊃ l2×l2, в якому цей оператор буде нормально розв’язним. В цьому
випадку узагальнений псевдообернений оператор Q

+
: l2 → H має вигляд

Q
+
α = Q

+
(α1, α2, . . . , αn, . . .) = diag (0, α2, 2α3, . . . , (n− 1)αn, . . .).

Задача буде розв’язною тодi й тiльки тодi, коли α1 = 0. Тодi один iз сильних узагальнених
розв’язкiв крайової задачi буде мати вигляд

Z(t) = Kt
0Q

+
α = e−

t
2 diag (0, α2, 2α3, . . . , (n− 1)αn, . . .)

у просторi L2([0; 1];H).
Зауваження 3. Аналогiчна задача у випадку, коли оператори A, B є необмеженими

або несталими (A(t), B(t)) [21], вимагає окремого дослiдження.
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