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We substantiate applicability of the three-step averaging scheme to multivalued differential equations with
generalized derivative.

Обґрунтовано можливiсть застосування схiдчастої схеми усереднення до багатозначних дифе-
ренцiальних рiвнянь з узагальненою похiдною.

1. Введение. При развитии теории многозначных отображений возник вопрос о том, что
понимать под производной от многозначного отображения. Основной причиной, по ко-
торой возникают трудности при введении данного понятия, является нелинейность прост-
ранства comp (Rn) , что влечет за собой отсутствие операции вычитания.

В работе [1] M. Hukuhara ввел интеграл и производную для многозначных отображе-
ний и рассмотрел как они связаны между собой. Затем T. F. Bridgland [2] ввел Huygens-
производную, Ю. Н. Тюрин [3] и H. T. Banks, M. Q. Jacobs [4] — π-производную, которая
использует теорему вложения Радстрема [5], А. В. Плотников [6, 7] — T -производную,
А. Н. Витюк [8] — дробную производную для многозначных отображений, B. Bede,
S. G. Gal [16] — обобщенную производную для интервальных отображений, а
А. В. Плотников и Н. В. Скрипник [10] — обобщенную производную для многозначных
отображений. В дальнейшем свойства этих производных рассматривались в работах [7,
11 – 18].

В 1969 г. F. S. de Blasi и F. Iervolino рассмотрели дифференциальные уравнения с произ-
водной Хукухары [11]. В дальнейшем многие авторы изучали свойства решений таких
уравнений [7, 15, 18 – 23], интегро-дифференциальные уравнения [24, 25], уравнения выс-
ших порядков [26], импульсные [15, 18] и управляемые [27, 28, 57] уравнения с производ-
ной Хукухары, а также дифференциальные включения с производной Хукухары [7, 30].
Впоследствии рассматривались также дифференциальные уравнения с π-производной
[12, 18, 31] и T -производной [6, 7], интервальные уравнения с обобщенной производной
[16, 17] и многозначные уравнения с обобщенной производной [10, 32].

Рассмотрим многозначное дифференциальное уравнение с обобщенной производной

DX
h

Φ(−φ(t))F1(t,X) = Φ(φ(t))F2(t,X), X(t0) = X0, (1)

где t ∈ [t0, T ], X0 ∈ conv (Rn) , X : [t0, T ] → conv (Rn) , F1, F2 : [t0, T ] × conv (Rn) →
→ conv (Rn) — многозначные отображения, φ : [t0, T ] → R1 — непрерывная функция,

Φ(φ) =

{
1, φ > 0,
0, φ ≤ 0.
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Определение 1 [10, 32]. Многозначное отображениеX : [t0, T ] → conv (Rn) называет-
ся решением дифференциального уравнения (1), если оно непрерывно и на любом отрез-
ке [τi, τi+1] ⊂ [t0, T ], где функция φ(·) на интервале (ti, ti+1) имеет постоянный знак,
удовлетворяет интегральному уравнению

X(t) +

t∫
τi

Φ(−φ(s))F1(s,X(s))ds = X(τi) +

t∫
τi

Φ(φ(s))F2(s,X(s))ds. (2)

Если на интервале (τi, τi+1) функция φ(t) > 0, то X(·) удовлетворяет интегральному
уравнению

X(t) = X(τi) +

t∫
τi

F2(s,X(s))ds

для t ∈ [τi, τi+1] и diam (X(t)) является возрастающей функцией.
Если на интервале (τi, τi+1) функция φ(t) < 0, то X(·) удовлетворяет интегральному

уравнению

X(τi) = X(t) +

t∫
τi

F1(s,X(s))ds,

т. е.

X(t) = X(τi)
h

t∫
τi

F1(s,X(s))ds

для t ∈ [τi, τi+1] и diam (X(t)) является убывающей функцией.
Если на отрезке [τi, τi+1] функция φ(t) = 0, то X(t) = X(τi) для t ∈ [τi, τi+1] и

diam (X(t)) является постоянной функцией.
Таким образом, имеет место другое эквивалентное определение решение уравне-

ния (1).
Определение 2 [10, 32]. Многозначное отображениеX : [t0, T ] → conv (Rn) называет-

ся решением дифференциального уравнения (1), если оно абсолютно непрерывно, удов-
летворяет уравнению (1) почти всюду на [t0, T ] и diamX(t) возрастает, если φ(t) > 0,
постоянный, если φ(t) = 0, и убывает, если φ(t) < 0.

В [37] рассмотрены вопросы существования решения уравнения (1) в общем случае, а
также в двух частных случаях: conv

(
R1
)

и CC (Rn) , n ≥ 2.

Методы усреднения в сочетании с асимптотическими представлениями (в смысле Пу-
анкаре) применяются как основной конструктивный инструмент при решении сложных
проблем аналитической динамики, описываемых дифференциальными уравнениями. Это
стало возможным благодаря работам Н. М. Крылова, Н. Н. Боголюбова [38], Ю. А. Мит-
ропольского [39 – 41], А. М. Самойленко [18, 42], В. М. Волосова [43], Е. А. Гребенникова
[44], М. А. Красносельского, С. Г. Крейна [45], А. Н. Филатова [46, 47] и др. Возможность
применения метода усреднения к задачам оптимального управления рассмотрена в ра-
ботах Н. Н. Моисеева [48, 49], Ф. Л. Черноусько, Л. Д. Акуленко, Б. Н. Соколова [50],
В. А. Плотникова [51, 52] и др.
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Впоследствии в роботах [7, 15, 18, 51 – 67] идея метода усреднения была распростра-
нена на дифференциальные уравнения с многозначной и разрывной правой частью, ква-
зидифференциальные уравнения, дифференциальные уравнения и включения с произ-
водной Хукухары.

В данной статье мы рассмотрим возможность применения ступенчатой схемы усред-
нения к многозначным дифференциальным уравнениям с обобщенной производной.

2. Основные результаты. Рассмотрим многозначное дифференциальное уравнение с
обобщенной производной и малым параметром

DX
h

Φ(−φ(t))εF1(t,X) = Φ(φ(t))εF2(t,X), X(0) = X0, (3)

где t ∈ R+, ε > 0− малый параметр, X0 ∈ conv (Rn) , X : R+ → conv (Rn) , F1, F2 : R+ ×
× conv (Rn) → conv (Rn) — многозначные отображения, φ : R+ → R1 — непрерывная

функция, Φ(φ) =

{
1, φ > 0,
0, φ ≤ 0.

Обозначим через sj , j = 1, 2, . . . , нули функции φ(·), в левой или/и правой окрестнос-
ти которых данная функция не равна тождественно 0. Будем считать, что точки sj зану-
мерованы в возрастающем порядке, т. е. sj+1 > sj , j = 1, 2, . . . .

Также будем предполагать, что единственной точкой сгущения (если такова имеется)
точек sj , j = 1, 2, . . . , является +∞.Тогда существует положительная постоянная σ такая,
что sj+1 − sj ≥ σ, j = 1, 2, . . . .

Разобьем полуось R+ с шагом ω > 0 точками ti = iω, i = 1,∞. Рассмотрим множест-
во точек Σ, состоящее из точек {sj} и {ti}, и занумеруем их в возрастающем порядке:
{τk}∞k=1. Тогда 0 < τk+1 − τk ≤ ω.

Введем в рассмотрение многозначные отображения

F̄m(t,X) =

 1

τk+1 − τk

τk+1∫
τk

Fm(s,X) ds, t ∈ (τk, τk+1]

 , m = 1, 2. (4)

Уравнению (3) поставим в соответствие частично усредненное уравнение

DY
h

Φ(−φ(t))εF̄1(t, Y ) = Φ(φ(t))εF̄2(t, Y ), Y (0) = X0. (5)

Имеет место следующая теорема, устанавливающая близость решений систем (3) и
(5) на асимптотически большом промежутке.

Теорема 1. Пусть в области Q = {(t,X) : t ∈ R+, X ∈ D ⊂ conv (Rn)} выполнены
следующие условия:

1) многозначные отображения F1(t,X), F2(t,X) непрерывны, ограничены постоян-
ной M и удовлетворяют условию Липшица по X с постоянной λ;

2) решение Y (·) уравнения (5) с начальным условием Y (0) = X0 ∈ D′ ⊂ D определено
при t ∈ R+ для всех ε > 0 и лежит с некоторой ρ-окрестностью в области D.

Тогда для любого L > 0 найдутся такие ε0(L) > 0 и C(L) > 0, что для любого
ε ∈ (0, ε0] для всех t ∈ [0, Lε−1] справедлива оценка h(X(t), Y (t)) ≤ Cε, где X(·) и Y (·)
—решения систем (3) и (5) с начальным условием X(0) = Y (0) ∈ D′.
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Доказательство. Вначале покажем, что многозначные отображения F̄m(t,X), m =
= 1, 2, ограничены постоянной M и удовлетворяют условию Липшица с постоянной λ.
При t ∈ (τk, τk+1] имеем

|F̄m(t,X)| =

∣∣∣∣∣∣ 1

τk+1 − τk

τk+1∫
τk

Fm(s,X)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

τk+1 − τk

τk+1∫
τk

|Fm(s,X)|ds ≤

≤ 1

τk+1 − τk

τk+1∫
τk

M ds = M,

h(F̄m(t,X), F̄m(t, Y )) = h

 1

τk+1 − τk

τk+1∫
τk

Fm(s,X)ds,
1

τk+1 − τk

τk+1∫
τk

Fm(s, Y )ds

 ≤

≤ 1

τk+1 − τk

τk+1∫
τk

h(Fm(s,X), Fm(s, Y ))ds ≤

≤ 1

τk+1 − τk

τk+1∫
τk

λh(X,Y ) ds ≤ λh(X,Y ).

Обозначим δk = h(X(τk), Y (τk)).Пусть t ∈ (τk, τk+1].Тогда функция φ(·) на промежут-
ке (τk, τk+1) либо отрицательна, либо положительна, либо тождественно равна 0.

1. Пусть φ(·) на промежутке (τk, τk+1) отрицательна, тогда

X(t) = X(τk)
h
ε

t∫
τk

F1(s,X(s))ds,

Y (t) = Y (τk)
h
ε

t∫
τk

F̄1(s, Y (s))ds.

Имеем

δk+1 = h(X(τk+1), Y (τk+1)) =

= h

X(τk)
h
ε

τk+1∫
τk

F1(s,X(s)) ds, Y (τk)
h
ε

τk+1∫
τk

F̄1(s, Y (s)) ds

 ≤

≤ δk + εh

 τk+1∫
τk

F1(s,X(s)) ds,

τk+1∫
τk

F̄1(s, Y (s))ds

 ≤
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≤ δk + εh

 τk+1∫
τk

F1(s,X(s)) ds,

τk+1∫
τk

F1(s, Y (s)) ds

+

+ εh

 τk+1∫
τk

F1(s, Y (s)) ds,

τk+1∫
τk

F̄1(s, Y (s)) ds

 .

Учитывая условие Липшица и ограниченность отображений Fm(·, ·), m = 1, 2, оцениваем
второе слагаемое:

εh

 τk+1∫
τk

F1(s,X(s)) ds,

τk+1∫
τk

F1(s, Y (s)) ds

 ≤

≤ ε

τk+1∫
τk

h(F1(s,X(s)), F1(s, Y (s))) ds ≤ ελ

τk+1∫
τk

h(X(s), Y (s)) ds ≤

≤ ελ

τk+1∫
τk

[h(X(s), X(τk)) + h(X(τk), Y (τk)) + h(Y (τk), Y (s))] ds ≤

≤ ελ

τk+1∫
τk

[2εM(s− τk) + δk] ds ≤ ελ
[
Mω2ε+ δkω

]
.

Для третьего слагаемого c учетом (4) имеем

εh

 τk+1∫
τk

F1(s, Y (s)) ds,

τk+1∫
τk

F̄1(s, Y (s)) ds

 ≤

≤ εh

 τk+1∫
τk

F1(s, Y (s)) ds,

τk+1∫
τk

F1(s, Y (τk)) ds

+

+ εh

 τk+1∫
τk

F1(s, Y (τk)) ds,

τk+1∫
τk

F̄1(s, Y (τk))ds

+

+ εh

 τk+1∫
τk

F̄1(s, Y (τk)) ds,

τk+1∫
τk

F̄1(s, Y (s))ds

 ≤
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≤ ε

τk+1∫
τk

h(F1(s, Y (s)), F1(s, Y (τk)))ds+ ε

τk+1∫
τk

h(F̄1(s, Y (s)), F̄1(s, Y (τk))) ds ≤

≤ 2ελ

τk+1∫
τk

h(Y (s), Y (τk)) ds ≤ 2ελ

τk+1∫
τk

εM(s− τk) ds ≤ Mε2λω2.

Тогда
δk+1 ≤ δk + ελ

[
Mω2ε+ δkω

]
+Mε2λω2 = (1 + ελω)δk + 2Mε2λω2.

2. Пусть φ(·) на промежутке (τk, τk+1) положительна, тогда

X(t) = X(τk) + ε

t∫
τk

F2(s,X(s)) ds,

Y (t) = Y (τk) + ε

t∫
τk

F̄2(s, Y (s)) ds.

Имеем

δk+1 = h(X(τk+1), Y (τk+1)) =

= h

X(τk) + ε

τk+1∫
τk

F2(s,X(s)) ds, Y (τk) + ε

τk+1∫
τk

F̄2(s, Y (s))ds

 ≤

≤ δk + εh

 τk+1∫
τk

F2(s,X(s)) ds,

τk+1∫
τk

F̄2(s, Y (s)) ds

 ≤

≤ δk + εh

 τk+1∫
τk

F2(s,X(s)) ds,

τk+1∫
τk

F2(s, Y (s)) ds

+

+ εh

 τk+1∫
τk

F2(s, Y (s)) ds,

τk+1∫
τk

F̄2(s, Y (s)) ds

 .

Проводя рассуждения, аналогичные случаю 1, получаем

δk+1 ≤ (1 + ελω)δk + 2Mε2λω2.

3. Пусть φ(·) на промежутке (τk, τk+1) тождественно равна 0. Тогда δk+1 = δk.
В любом из трех рассмотренных случаев имеем

δk+1 ≤ (1 + ελω)δk + 2Mε2λω2.
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Тогда, учитывая, что количество точек k + 1 не превышает сумму числа точек после-

довательности {ti} и числа точек {sj} на промежутке [0, Lε−1], т. е. величину
L

εω
+

L

εσ
,

получаем

δk+1 ≤ (1 + ελω)k+1δ0 +
[
(1 + ελω)k + . . .+ 1

]
2Mε2λω2 =

=
(1 + ελω)k+1 − 1

ελω
2Mε2λω2 =

=
(

(1 + ελω)k+1 − 1
)

2Mεω ≤ 2Mωe(k+1)ελωε ≤

≤ 2Mω
(
eλL(1+ω

σ ) − 1
)
ε.

Окончательно имеем

h(X(t), Y (t)) ≤ h(X(t), X(τk)) + h(X(τk), Y (τk)) + h(Y (τk), Y (t)) ≤

≤ 2Mω
(
eλL(1+ω

σ ) − 1
)
ε+ 2Mωε = 2MωeλL(1+ω

σ )ε = Cε.

Теорема доказана.
Пример. Рассмотрим дифференциальное уравнение с обобщенной производной

DX
h

Φ(− sin(t))εS1+cos(t)(0) = Φ(sin(t))εS2 sin2(t)(0), X(0) = S1(0).

Частично усредненное уравнение с ω = π имеет вид

DY
h

Φ(− sin(t))εS1(0) = Φ(sin(t))εS1(0), Y (0) = S1(0).

Его решением является

Y (t) =

{
S1+εt(0), t ∈ [0, π),
S1+2επ−εt(0), t ∈ [π, 2π),

а далее продолжаем периодически.
В силу доказанной теоремы решение исходного уравненияX(t) отличается в метрике

Хаусдорфа от найденного не более чем на величину 2πε.
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