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A linear parabolic boundary-value problem is considered in a thin 3D star-shaped junction that consist of
a finite number of thin curvilinear cylinders that are joined through a domain (node) of diameter O(ε). A
procedure for constructing a complete asymptotic expansion of the solution as ε → 0, i.e., when the star-
shaped junction transforms into a graph is developed. Using the method of matching asymptotic series,
the limit problem (ε = 0) on a graph with corresponding Kirchhoff transmission conditions at the vertex
is derived. Asymptotic estimates that show the impact of the geometrical shape of the node and physical
processes in the node on the global asymptotic behavior of the solution is proved as well.

Рассмотрена линейная параболическая краевая задача в трехмерном тонком звездообразном
соединении, которое состоит из конечного числа тонких криволинейных цилиндров, соединен-
ных через некоторую область (узел) диаметра O(ε). Разработана процедура для построения
полного асимптотического разложения решения при ε → 0, т. е. когда звездообразное сое-
динение трансформируется в граф. С помощью метода согласования асимптотических рядов
выведена предельная задача (ε = 0) на графе с соответствующими условиями сопряжения ти-
па Кирхгофа в вершине. Также доказаны соответствующие асимптотические оценки, которые
дают возможность проследить влияние геометрической формы узла и физических процессов в
нем на глобальное асимптотическое поведение решения.

1. Вступ. Дослiдження рiзних фiзичних i бiологiчних процесiв у каналах i з’єднаннях акту-
альне для багатьох галузей природознавства (див., наприклад, [1 – 13] та наведену там бiб-
лiографiю). В цих роботах придiляється особлива увага вивченню впливу локальних не-
регулярностей на глобальну поведiнку розв’язку дослiджуваних задач. Наприклад, в [14]
автори вивчали вплив аневризмiв на кровообiг у судинах. У цiй роботi було класифiко-
вано 12 рiзних типiв аневризмiв i запропоновано чисельний пiдхiд до їх вивчення. Однак
достатньої точностi в побудовi чисельної моделi кровообiгу досягнути не вдалося (див.
[14], п. 1).

Крiм чисельних методiв розроблено кiлька асимптотичних методiв для вивчення та-
ких задач (див. [5, 8, 11, 12, 15 – 19]), але для їх застосування необхiднi деякi додатковi при-
пущення (однорiднi крайовi умови на бiчних сторонах тонких цилiндрiв; заданi функцiї,
якi входять у диференцiальне рiвняння, залежать тiльки вiд поздовжньої змiнної у вiдпо-
вiдному цилiндрi i є константами в околах вузла та вершинах; у [16, 17] заданi функцiї
задовольняють певнi умови ортогональностi (детальний аналiз цих методiв проведено в
[20, 21])). Всi цi додатковi умови значно звужують клас дослiджуваних задач.

Дана стаття є продовженням дослiджень крайових задач у тонких мультиструктурах iз
локальною нерегулярнiстю, що було розпочато в [20, 21] для елiптичних крайових задач
i в [22] для квазiлiнiйних параболiчних крайових задач, якi не мiстять згаданих вище при-
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пущень. Як виявилося, запропонований у цiй статтi метод дає кращi асимптотичнi оцiнки,
нiж iснуючi аналоги (детальнiше див. [20]).

У данiй роботi модифiковано й узагальнено запропонований метод для бiльш складної
структури, а саме для тонких цилiндрiв довiльної орiєнтацiї, якi формують зiркоподiбне
з’єднання. Крiм того, вперше побудовано повне асимптотичне розвинення для розв’язку
параболiчної задачi з неоднорiдними крайовими умовами Неймана на межi вузла.

2. Опис тонкої областi i постановка задачi. Нехай x = (x1, x2, x3) ∈ R3 i M ∈ N,
M ≥ 2. Зафiксуємо iндекс i = 1,M. Нехай тонкий цилiндр Ω

(i)
ε розташовано в напрямку

одиничного вектора e(i) =
(
e

(i)
1 , e

(i)
2 , e

(i)
3

)
. Виберемо деякий нормований вектор ς(i) =

=
(
ς

(i)
1 , ς

(i)
2 , ς

(i)
3

)
, який є ортогональним до e(i), тобто e(i)

1 ς
(i)
1 + e

(i)
2 ς

(i)
2 + e

(i)
3 ς

(i)
3 = 0.

Введемо матрицю

Ri =


e

(i)
1 e

(i)
2 e

(i)
3

ς
(i)
1 ς

(i)
2 ς

(i)
3

e
(i)
2 ς

(i)
3 − e

(i)
3 ς

(i)
2 e

(i)
3 ς

(i)
1 − e

(i)
1 ς

(i)
3 e

(i)
1 ς

(i)
2 − e

(i)
2 ς

(i)
1

 .

Рядки цiєї матрицi є ортами нової системи координат x(i) =
(
x

(i)
1 , x

(i)
2 , x

(i)
3

)
, тобто x(i)(x) =

= Rix
T. Легко перевiрити, що R−1

i = RT
i i визначник detRi = 1.

Таким чином, введено M нових систем координат, кожна з яких є правою трiйкою.
Знаючи властивостi матрицi Ri, легко довести наступне твердження.

Твердження 2.1. У новiй системi координат
(
x

(i)
1 , x

(i)
2 , x

(i)
3

)
мають мiсце такi рiвнос-

тi:

1) ∆x =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

=
∂2

∂(x
(i)
1 )2

+
∂2

∂(x
(i)
2 )2

+
∂2

∂(x
(i)
3 )2

= ∆x(i) ;

2) (ξ,∇x) = ξ1
∂

∂x1
+ ξ2

∂

∂x2
+ ξ3

∂

∂x3
= ξ

(i)
1

∂

∂x
(i)
1

+ ξ
(i)
2

∂

∂x
(i)
2

+ ξ
(i)
3

∂

∂x
(i)
3

=
(
ξ(i),∇x(i)

)
,

де вектор ξ(i) =
(
ξ

(i)
1 , ξ

(i)
2 , ξ

(i)
3

)
∈ R3 є вектором ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3 у новiй системi

координат;

3)
∫
Q
v(x) dx =

∫
Qi

v(i)
(
x(i)
)
dx(i), де Q ⊂ R3, Qi = {x(i) ∈ R3 : R−1

i x(i)T = x ∈ Q},

v ∈ L1(Q), а v(i)
(
x(i)
)

= v
(
R−1
i x(i) T

)
.

Зауваження 2.1. Далi деяку область Q в нових координатах будемо позначати так са-
мо, тобто Q := Qi.

Модельне тонке зiркоподiбне з’єднання Ωε складається з M тонких криволiнiйних

цилiндрiв Ω
(i)
ε =

{
x ∈ R3 : ε`0 < x

(i)
1 < `i,

(
x

(i)
2

)2
+
(
x

(i)
3

)2
< ε2h2

i

(
x

(i)
1

)}
, i = 1,M, якi

з’єднанi через область Ω
(0)
ε (далi „вузол”). Тут ε — малий параметр; `0 ∈

(
0,

1

3

)
, `i ≥ 1,

i = 1,M ; додатнi функцiї hi належать простору C1([0, `i]) i дорiвнюють деяким сталим в
околах точок x(i)

1 = 0 i x(i)
1 = `i, i = 1,M.
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Модельне тонке зiркоподiбне з’єднання Ωε.

Вузол Ω
(0)
ε сформовано за допомогою вiдображення гомотетiї з коефiцiєнтом ε з обме-

женої областi Ξ(0) ⊂ R3, тобто Ω
(0)
ε = εΞ(0). Додатково припускаємо, що його межа

мiстить круги Υ
(i)
ε (ε`0) =

{
x ∈ R3 : x

(i)
1 = ε`0,

(
x

(i)
2

)2
+
(
x

(i)
3

)2
< ε2h2

i (ε`0)

}
, i = 1,M,

i визначимо Γ
(0)
ε := ∂Ω

(0)
ε \

{⋃M
i=1 Υ

(i)
ε (ε`0)

}
.

Таким чином, тонке зiркоподiбне з’єднання Ωε (див. рисунок) є внутрiшнiстю об’єднан-

ня
⋃M
i=0 Ω

(i)
ε i ми припускаємо, що воно має лiпшицеву межу.

В Ωε розглядається лiнiйна параболiчна крайова задача

∂tuε −∆xuε + kuε = f в Ωε × (0, T ),

∂νuε = ϕ(0)
ε на Γ(0)

ε × (0, T ),

∂νuε = εϕ(i)
ε на Γ(i)

ε × (0, T ), i = 1,M, (2.1)

uε = 0 на Υ(i)
ε (`i)× (0, T ), i = 1,M,

uε|t=0 = 0 в Ωε,

де Γ
(i)
ε = ∂Ω

(i)
ε ∩

{
x ∈ R3 : ε`0 < x

(i)
1 < `i

}
, T > 0, k — невiд’ємна стала, ∂t = ∂/∂t, ∂ν —

похiдна по зовнiшнiй нормалi, заданi функцiї f i {ϕ(i)
ε }Mi=0 є гладкими та

f(x, t) = f (i)
(
x(i), t

)
,
(
x(i), t

)
∈ Ω(i)

ε × (0, T ), i = 1,M,

ϕ(0)
ε (x, t) = ϕ(0)

(x
ε
, t
)
, (x, t) ∈ Γ(0)

ε × (0, T ),

ϕ(i)
ε (x, t) = ϕ(i)

(
x

(i)
1

ε
, x

(i)
1 , t

)
,
(
x(i), t

)
∈ Γ(i)

ε × (0, T ), i = 1,M,
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де x(i)
1 =

(
x

(i)
2 , x

(i)
3

)
. Новi координати

(
x

(i)
1 , x

(i)
2 , x

(i)
3

)
=
(
x

(i)
1 , x

(i)
1

)
= x(i) = Rix

T з’явля-

ються лише в тому випадку, коли мова йде про тонкi цилiндри Ω
(i)
ε , i = 1,M. Додатково

вважаємо

f |t=0 = 0, ϕ(i)
ε

∣∣∣
t=0

= 0, i = 0,M. (2.2)

Позначимо черезH∗ε спряжений простiр до простору Соболєва

Hε =
{
u ∈ H1(Ωε) : u|

Υ
(i)
ε (`i)

= 0, i = 1,M
}
.

Iз класичної теорiї лiнiйних параболiчних крайових задач випливає, що для кожного фiк-
сованого значення ε задача (2.1) має єдиний узагальнений розв’язок uε ∈ L2 (0, T ;Hε) ,
для якого ∂tuε ∈ L2 (0, T ;H∗ε) , такий, що iнтегральна тотожнiсть

∫
Ωε

(∂t + k)uε v dx+

∫
Ωε

∇uε · ∇v dx =

∫
Ωε

f v dx+

∫
Γ
(0)
ε

ϕ(0)
ε v dσx + ε

M∑
i=1

∫
Γ
(i)
ε

ϕ(i)
ε v dσx

справджується для будь-якої функцiї v ∈ Hε i майже всiх t ∈ (0, T ) i uε|t=0 = 0. Вiдомо,
що uε ∈ C

(
[0, T ];L2(Ωε)

)
, а тому рiвнiсть uε|t=0 = 0 має сенс.

Метою даної статтi є розробка i обґрунтування процедури для побудови повного асимп-
тотичного розвинення для розв’язку задачi (2.1), коли малий параметр ε → 0; виведення
вiдповiдної граничної задачi (ε = 0) на графi; доведення асимптотичних оцiнок для рiз-
ницi мiж розв’язком задачi (2.1) i асимптотичними наближеннями цього розв’язку, з яких
простежується вплив геометричної неоднорiдностi вузла i фiзичних процесiв у ньому на
асимптотичну поведiнку розв’язку.

3. Формальнi асимптотичнi розклади. Пропонуємо такi асимптотичнi анзаци для роз-
в’язку задачi (2.1):

1) регулярнi частини, якi зосередженi в тонких цилiндрах Ω
(i)
ε , i = 1,M :

ω
(i)
0

(
x

(i)
1 , t

)
+ εω

(i)
1

(
x

(i)
1 , t

)
+

+∞∑
k=2

εk

(
ω

(i)
k

(
x

(i)
1 , t

)
+ u

(i)
k

(
x

(i)
1

ε
, x

(i)
1 , t

))
; (3.1)

2) примежовi шари, якi зосередженi в околах основ Υ
(i)
ε (`i) кожного з тонких цилiнд-

рiв Ω
(i)
ε :

+∞∑
k=2

εkΠ
(i)
k

(
x

(i)
1

ε
,
`i − x(i)

1

ε
, t

)
; (3.2)

3) внутрiшня частина, яка зосереджена в околi вузла Ω
(0)
ε :

+∞∑
k=0

εkNk

(x
ε
, t
)
. (3.3)
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3.1. Регулярнi частини асимптотики. Перейдемо до „швидких змiнних” ξ
(i)
1 =

x
(i)
1

ε
в

тонких цилiндрах Ω
(i)
ε . Розкладаючи в ряд Тейлора функцiю f у точцi x(i)

1 = (0, 0) (вiд-
повiдно, для кожного i = 1,M), пiдставляємо ряди (3.1) у диференцiальне рiвняння зада-
чi (2.1).

Враховуючи вигляд зовнiшньої нормалi до Γ
(i)
ε

ν(i)
(
x

(i)
1 , ξ

(i)
1

)
=

(
1 + ε2

∣∣∣h′i (x(i)
1

)∣∣∣2)− 1
2 (
−εh′i

(
x

(i)
1

)
, ν

(i)
1

(
ξ

(i)
1

))
, i = 1,M,

де ν(i)
1

(
ξ

(i)
1

)
— зовнiшня нормаль до круга Υi

(
x

(i)
1

)
=
{
ξ

(i)
1 ∈ R2 :

∣∣∣ξ(i)
1

∣∣∣ < hi

(
x

(i)
1

)}
, для

кожного значення x(i)
1 , i = 1,M, пiдставляємо ряди (3.1) у третє спiввiдношення зада-

чi (2.1).
Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях ε в отриманих спiввiдношеннях,

виводимо рекурентнi спiввiдношення для крайових задач для знаходження коефiцiєнтiв

розкладу (3.1). Розглянемо крайовi задачi для функцiй
{
u

(i)
k

}M
i=1

, k ≥ 2 :

−∆
ξ
(i)
1

u
(i)
k =

− ∂

∂t
+

∂ 2(
∂x

(i)
1

)2 − k

(ω(i)
k−2 + u

(i)
k−2

)
+ f

(i)
k−2 в Υi,

∂ν
ξ
(i)
1

u
(i)
k = h′i

∂

∂x
(i)
1

(
ω

(i)
k−2 + u

(i)
k−2

)
+ η

(i)
k−2ϕ

(i) на ∂Υi, (3.4)

〈
u

(i)
k

(
·, x(i)

1 , t
)〉

Υi

(
x
(i)
1

) = 0.

Тут u0 ≡ u1 ≡ 0,
〈
u
(
·, x(i)

1 , t
)〉

Υi(x
(i)
1 )

:=

∫
Υi

(
x
(i)
1

) u(ξ(i)
1 , x

(i)
1 , t

)
dξ

(i)
1 , i = 1,M,

η
(i)
k

(
x

(i)
1

)
=


0, якщо k = 0, або є непарним,

(−1)
k
2 k!
∣∣∣h′i (x(i)

1

)∣∣∣k
(1− k)

((
k

2

)
!

)2

4
k
2

, якщо k є парним, (3.5)

f
(i)
k

(
ξ

(i)
1 , x

(i)
1 , t

)
=

1

k!

(
ξ

(i)
2

∂

∂x
(i)
2

+ ξ
(i)
3

∂

∂x
(i)
3

)k
f(x, t)|

x
(i)
1 =(0,0)

, k ∈ N0, (3.6)

а змiннi
(
x

(i)
1 , t

)
розглядаються як параметри з I(i)

ε × (0, T ), де

I(i)
ε =

{
x : x

(i)
1 ∈ (ε`0, `i), x

(i)
1 = (0, 0)

}
.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2017, т . 20, N◦ 4



514 А. В. КЛЕВЦОВСЬКИЙ

Для кожного значення i ∈ {1, 2, . . . ,M} задача (3.4) є неоднорiдною задачею Неймана

для рiвняння Пуассона в Υi

(
x

(i)
1

)
вiдносно змiнної ξi ∈ Υi

(
x

(i)
1

)
. Записуючи необхiдну i

достатню умову розв’язностi задачi (3.4), отримуємо диференцiальнi рiвняння для функ-

цiй
{
ω

(i)
k−2

}M
i=1

(див. першi спiввiдношення в (3.19), (3.23)). Нехай ω(i)
k−2 — розв’язки отри-

маних диференцiальних рiвнянь, тодi розв’язки задач (3.4) iснують, а третi умови в (3.4)
забезпечують їх єдинiсть.

Таким чином, розв’язки задач (3.4) визначаються єдиним чином. Отже, однозначно
визначається рекурентна процедура для знаходження коефiцiєнтiв ряду (3.1).

3.2. Примежовi частини асимптотики. Перейдемо в цилiндрi Ω
(i)
ε (для кожного i ∈

∈ {1, 2, . . . ,M}) вiд змiнних
(
x

(i)
1 , x

(i)
1

)
до змiнних ξ

(i)
1 =

x
(i)
1

ε
, ξ̇

(i)
1 =

`i − x(i)
1

ε
. При пряму-

ваннi параметра ε до нуля, цилiндр Ω
(i)
ε трансформується в напiвнескiнченний прямолi-

нiйний цилiндр Υi(`i)× (0,+∞).
Пiдставляючи ряд (3.2) в (2.1) i прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях ε,

отримуємо крайову задачу вiдносно змiнних
(
ξ

(i)
1 , ξ̇

(i)
1

)
:

−∆
ξ
(i)
1 ξ̇

(i)
1

Π
(i)
k = P

(i)
k в Υi(`i)× (0,+∞),

∂ν
ξ
(i)
1

Π
(i)
k = 0 на ∂Υi(`i)× (0,+∞),

(3.7)

Π
(i)
k

∣∣∣
ξ
(i)
1 =0

= Φ
(i)
k на Υi(`i),

Π
(i)
k

(
ξ

(i)
1 , ξ̇

(i)
1 , t

)
→ 0, ξ̇

(i)
1 → +∞, ξ

(i)
1 ∈ Υi(`i),

де

P
(i)
0 ≡ P

(i)
1 ≡ 0, P

(i)
k = −(∂t + k)Π

(i)
k−2, k ∈ N, k ≥ 2,

Φ
(i)
k (t) = −ω(i)

k (`i, t), k = 0, 1,

Φ
(i)
k

(
ξ

(i)
1 , t

)
= −u(i)

k

(
ξ

(i)
1 , `i, t

)
− ω(i)

k (`i, t), k ∈ N, k ≥ 2.

В (3.7) змiнна t ∈ (0, T ) розглядається як параметр.
Розглянемо випадок однорiдної правої частини, тобто коли P

(i)
k ≡ 0, k ∈ N0. Вико-

ристовуючи метод вiдокремлення змiнних, визначаємо розв’язок

b
(i)
k,0,0(t) +

+∞∑
p=1

b
(i)
k,p,0(t)Θ(i)

p

(
ξ

(i)
1

)
exp

(
−λ(i)

p ξ̇
(i)
1

)
однорiдної задачi до (3.7) для фiксованого iндексу k, де

b
(i)
k,p,0 =

∥∥∥Θ(i)
p

∥∥∥−2

L2(Υi(`i))

∫
Υi(`i)

Φ
(i)
k Θ(i)

p dξ
(i)
1 , p ∈ N0. (3.8)
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Тут Θ
(i)
0 ≡ 1,Θ

(i)
p

(
ξ

(i)
1

)
i
{

0 = λ
(i)
0 < λ

(i)
1 ≤ . . . ≤ λ

(i)
p ≤ . . .

}
є власними функцiями i влас-

ними значеннями спектральної задачi

−∆
ξ
(i)
1

Θ(i) =
(
λ(i)
)2

Θ(i) в Υi(`i),

∂ν
ξ
(i)
1

Θ(i) = 0 на ∂Υi(`i).

З четвертої умови в (3.7) випливає, що коефiцiєнт b(i)k,0,0 = − ω(i)
k

∣∣∣
x
(i)
1 =`i

повинен дорiв-

нювати нулю. В результатi приходимо до таких крайових умов для функцiй
{
ω

(i)
k

}M
i=1

:

ω
(i)
k (`i, t) = 0, k ∈ N0.

Оскiльки Φ
(i)
0 ≡ Φ

(i)
1 ≡ 0, робимо висновок, що Π

(i)
0 ≡ Π

(i)
1 ≡ 0, i = 1,M.

Загальним розв’язком крайової задачi (3.7) є

Π
(i)
k

(
ξ

(i)
1 , ξ̇

(i)
1 , t

)
=

+∞∑
p=1

Θ(i)
p

(
ξ

(i)
1

)
exp

(
−λ(i)

p ξ̇
(i)
1

) bk/2c−1∑
s=0

b
(i)
k,p,s(t)

(
ξ̇

(i)
1

)s
, k ≥ 2, (3.9)

де коефiцiєнти
{
b
(i)
k,p,s

}
визначенi в формулi (3.8) i в рекурентному спiввiдношеннi

b
(i)
k,p,s(t) = (∂t + k)

∑bk/2c−s
l=1 (s + l − 2)! b

(i)
k−2, p, s+l−2(t)

/(
s!
(

2λ
(i)
p

)l)
, k ≥ 4, p ∈ N,

s = 1, bk/2c − 1. Тут bnc позначає найбiльше цiле число, яке не бiльше за n.
Зауваження 3.1. Iз зображення (3.9) випливають такi асимптотичнi спiввiдношення:

Π
(i)
k

(
ξ

(i)
1 , ξ̇

(i)
1 , t

)
= O

((
ξ̇

(i)
1

)bk/2c−1
exp

(
−λ(i)

1 ξ̇
(i)
1

))
, ξ̇

(i)
1 → +∞, i = 1,M.

3.3. Внутрiшня частина асимптотики. Переходячи до змiнних ξ =
x

ε

(
ξ(i) =

x(i)

ε

)
i

спрямовуючи малий параметр ε до нуля, бачимо, що область Ωε трансформується в не-
обмежену область Ξ, яка є об’єднанням вузла Ξ(0) i скiнченної кiлькостi напiвобмежених

цилiндрiв Ξ(i) =
{
ξ ∈ R3 : `0 < ξ

(i)
1 < +∞,

∣∣∣ξ(i)
1

∣∣∣ < hi(0)
}
, i = 1,M, тобто Ξ є внутрiшнiс-

тю
⋃M
i=0 Ξ(i).

Позначимо

Γi =
{
ξ ∈ R3 : `0 < ξ

(i)
1 < +∞,

∣∣∣ξ(i)
1

∣∣∣ = hi(0)
}
, i = 1,M, Γ0 = ∂Ξ\

(
M⋃
i=1

Γi

)
.

Пiдставляючи ряд (3.3) в задачу (2.1) i прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових сте-
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пенях ε, виводимо такi спiввiдношення для {Nk} :

−∆ξNk(ξ, t) = Fk(ξ, t), ξ ∈ Ξ,

∂νξNk(ξ, t) = B
(i)
k (ξ, t), ξ ∈ Γi, i = 0,M, (3.10)

Nk(ξ, t) ∼ ω
(i)
k (0, t) + Ψ

(i)
k

(
ξ(i), t

)
, ξ

(i)
1 → +∞, ξ

(i)
1 ∈ Υi(0), i = 1,M.

Тут

F0 ≡ F1 ≡ 0, Fk(ξ, t) = − (∂t + k)Nk−2(ξ, t) +
(ξ,∇x)k−2f(0, t)

(k − 2)!
,

B
(0)
0 ≡ B

(0)
k ≡ 0, B

(0)
1 (ξ, t) = ϕ(0)(ξ, t),

B
(i)
0 ≡ B

(i)
1 ≡ 0, B

(i)
k (ξ, t) =

(
ξ

(i)
1

)k−2

(k − 2)!

∂k−2ϕ(i)

∂
(
x

(i)
1

)k−2

(
ξ

(i)
1 , 0, t

)
, i = 1,M.

Як i ранiше, змiнна t розглядається в якостi параметра з iнтервалу (0, T ). Праву частину
диференцiального рiвняння i крайовi умови на {Γi} задачi (3.10) отримано за допомогою
розкладу в ряд Тейлора функцiй f i ϕ(i) в точках x = 0 i x(i)

1 = 0, i = 1,M, вiдповiдно.
Третя умова в (3.10) з’являється в результатi узгодження регулярних i внутрiшнiх

асимптотик в околi вузла, тобто асимптотики членiв {Nk} при ξ(i)
1 → +∞ повиннi збiгати-

ся з вiдповiдними асимптотиками членiв регулярних розкладiв (3.1) при x(i)
1 = εξ

(i)
1 → +0,

i = 1,M.Записуючи кожний член регулярної асимптотики у виглядi ряду Тейлора в околi
точок x(i)

1 = 0, i = 1,M, i збираючи коефiцiєнти при однакових степенях ε, отримуємо

Ψ
(i)
0 ≡ 0, Ψ

(i)
1

(
ξ(i), t

)
= ξ

(i)
1

∂ω
(i)
0

∂x
(i)
1

(0, t), i = 1,M,

(3.11)

Ψ
(i)
k

(
ξ(i), t

)
=

k∑
j=1

(
ξ

(i)
1

)j
j!

∂jω
(i)
k−j

∂
(
x

(i)
1

)j (0, t)+

+
k−2∑
j=0

(
ξ

(i)
1

)j
j!

∂ju
(i)
k−j

∂
(
x

(i)
1

)j (ξ(i)
1 , 0, t

)
, i = 1,M, k ≥ 2.

Розв’язок задачi (3.10) шукаємо у формi Nk =
∑M

i=1 Ψ
(i)
k χi + Ñk, де χi ∈ C∞(R+), 0 ≤

≤ χi ≤ 1 та

χi

(
ξ

(i)
1

)
=

{
0, якщо ξ

(i)
1 ≤ 1 + `0,

1, якщо ξ
(i)
1 ≥ 2 + `0,

i = 1,M.
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Тодi Ñk повинен бути розв’язком задачi

−∆ξÑk(ξ, t) = F̃k(ξ, t), ξ ∈ Ξ,

∂νξÑk(ξ, t) = B̃
(i)
k (ξ, t), ξ ∈ Γi, i = 0,M,

(3.12)

i задовольняти умови стабiлiзацiї

Ñk(ξ, t) → ω
(i)
k (0, t), ξ

(i)
1 → +∞, ξ

(i)
1 ∈ Υi(0), i = 1,M, (3.13)

де

F̃1(ξ, t) =
M∑
i=1

(
ξ

(i)
1

∂ω
(i)
0

∂x
(i)
1

(0, t)χ′′i

(
ξ

(i)
1

)
+ 2

∂ω
(i)
0

∂x
(i)
1

(0, t)χ′i

(
ξ

(i)
1

))
,

F̃k =
M∑
i=1

(
Ψ

(i)
k χ
′′
i + 2

∂Ψ
(i)
k

∂ξ
(i)
1

χ′i

)
− (∂t + k)

(
Ñk−2 −

M∑
i=1

ω
(i)
k−2

∣∣∣
x=0

χi

)
+

+

(
1−

M∑
i=1

χi

)
(ξ,∇x)k−2f

(k − 2)!

∣∣∣∣
x=0

,

B̃
(0)
1 (ξ, t) = ϕ(0)(ξ, t), B̃

(0)
k ≡ 0, B̃

(i)
1 ≡ 0,

B̃
(i)
k (ξ, t) =

(
ξ

(i)
1

)k−2

(k − 2)!

∂k−2ϕ(i)

∂
(
x

(i)
1

)k−2

(
ξ

(i)
1 , 0, t

)(
1− χi

(
ξ

(i)
1

))
, i = 1,M, k ≥ 2.

Iснування розв’язку задачi (3.12) у вiдповiдному енергетичному просторi можна отри-
мати iз загальних результатiв про асимптотичну поведiнку розв’язкiв елiптичних крайо-
вих задач в областях iз рiзними виходами на нескiнченностi [23, 24]. Будемо використову-
вати пiдхiд, запропонований у [24, 25], який було використано у роботах [20 – 22].

Нехай C∞0,ξ(Ξ) — простiр нескiнченно диференцiйовних фiнiтних функцiй в Ξ, тобто

для всiх v ∈ C∞0,ξ(Ξ) iснує R > 0 таке, що для всiх ξ ∈ Ξ, ξ
(i)
1 ≥ R, i = 1,M, функцiї

v(ξ) = 0. Визначимо простiрH :=
(
C∞0,ξ(Ξ), ‖ · ‖H

)
, де

‖v‖H =

√√√√∫
Ξ

|∇v(ξ)|2 dξ +

∫
Ξ

|v(ξ)|2|ρ(ξ)|2 dξ

i вагова функцiя ρ ∈ C∞(R3), 0 ≤ ρ ≤ 1,

ρ(ξ) =

{
1, якщо ξ ∈ Ξ(0),∣∣∣ξ(i)

1

∣∣∣−1
, якщо ξ

(i)
1 ≥ `0 + 1, ξ ∈ Ξ(i), i = 1,M.
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Означення 3.1. Функцiя Ñk з простору H називається узагальненим розв’язком за-
дачi (3.12), якщо для довiльної функцiї v ∈ H має мiсце iнтегральна тотожнiсть

∫
Ξ

∇Ñk · ∇v dξ =

∫
Ξ

F̃k v dξ +

M∑
i=0

∫
Γi

B̃
(i)
k v dσξ.

Твердження 3.1. Нехай ρ−1F̃k(·, t) ∈ L2(Ξ), B̃
(0)
k (·, t) ∈ L2(Γ0), ρ−1B̃

(i)
k (·, t) ∈ L2(Γi),

i = 1,M, для майже всiх t ∈ (0, T ). Узагальнений розв’язок задачi (3.12) iснує тодi i
тiльки тодi, коли

∫
Ξ

F̃k dξ +
M∑
i=0

∫
Γi

B̃
(i)
k dσξ = 0. (3.14)

Цей розв’язок визначається з точнiстю до адитивної сталої. Адитивну сталу можна
вибрати таким чином, щоб гарантувати iснування та єдинiсть узагальненого розв’яз-
ку задачi (3.12), який має таку диференцiйовну асимптотику зi сталими {γi}Mi=1 :

N̂k(ξ, t) =

 O
(

exp
(
−γ1ξ

(1)
1

))
, ξ

(1)
1 → +∞,

δ
(i)
k (t) +O

(
exp

(
−γiξ(i)

1

))
, ξ

(i)
1 → +∞, i = 2,M.

(3.15)

Величини
{
δ
(i)
k

}M
i=2

з (3.15) визначаються за формулою

δ
(i)
k (t) =

∫
Ξ

Ni(ξ)F̃k(ξ, t) dξ +
M∑
j=0

∫
Γj

Ni(ξ)B̃
(j)
k (ξ, t) dσξ, i = 2,M, k ∈ N0, (3.16)

де {Ni}Mi=2 — спецiальнi розв’язки вiдповiдної однорiдної задачi

−∆ξN = 0 в Ξ, ∂νN = 0 на ∂Ξ. (3.17)

Твердження 3.2. Задача (3.17) має M − 1 лiнiйно незалежних розв’язкiв {Ni}Mi=2, якi не
належать просторуH i мають диференцiйовну асимптотику

Ni(ξ) =


− ξ

(1)
1

πh2
1(0)

+O
(

exp
(
−γ1ξ

(1)
1

))
, ξ

(1)
1 → +∞,

C
(i)
i +

ξ
(i)
1

πh2
i (0)

+O
(

exp
(
−γiξ(i)

1

))
, ξ

(i)
1 → +∞,

C
(j)
i +O

(
exp

(
−γjξ(j)

1

))
, ξ

(j)
1 → +∞, j ∈ {2, . . . ,M} \ {i}.

(3.18)

Будь-який iнший розв’язок однорiдної задачi, який має полiномiальне зростання на не-
скiнченностi, можна зобразити у виглядi лiнiйної комбiнацiї c1 +

∑M
i=2 ciNi.
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Зауваження 3.2. Щоб отримати формулу (3.16) для величин
{
δ
(i)
k

}M
i=2

, необхiдно пiд-

ставити функцiї N̂k, Ni, i = 1,M, вiдповiдно у другу формулу Грiна – Остроградського∫
ΞR

(
N̂ ∆ξN−N∆ξN̂

)
dξ =

∫
∂ΞR

(
N̂ ∂νξN−N ∂νξN̂

)
dσξ

i потiм перейти до границi при R → +∞. Тут ΞR = Ξ ∩
{
ξ :
∣∣∣ξ(i)

1

∣∣∣ < R, i = 1,M
}
.

3.3.1. Гранична задача. Розглянемо задачу (3.10) при k = 0. Легко перевiрити, що
δ
(i)
0 ≡ 0, i = 2,M, i N̂0 ≡ 0. Тому ця задача має розв’язок в H тодi i тiльки тодi, коли
ω

(1)
0 (0, t) = ω

(2)
0 (0, t) = . . . = ω

(M)
0 (0, t), t ∈ (0, T ); у цьому випадку N0 ≡ Ñ0 ≡ ω

(1)
0 (0, t).

Умова розв’язностi (3.14) задачi (3.12) при k = 1 записується як четверте спiввiдно-
шення в (3.19).

Таким чином, для функцiй
{
ω

(i)
0

}M
i=1

, якi є першими членами регулярного асимптотич-

ного розкладу (3.1), отримуємо задачу

πh2
i

∂ω
(i)
0

∂t
− π ∂

∂x
(i)
1

(
h2
i

∂ω
(i)
0

∂x
(i)
1

)
+ πh2

i kω
(i)
0 = F̂

(i)
0 в Ii × (0, T ), i = 1,M,

ω
(i)
0 (`i, t) = 0, t ∈ (0, T ), i = 1,M,

ω
(1)
0 (0, t) = ω

(2)
0 (0, t) = . . . = ω

(M)
0 (0, t), t ∈ (0, T ),

(3.19)
M∑
i=1

πh2
i (0)

∂ω
(i)
0

∂x
(i)
1

(0, t) = −
∫
Γ0

ϕ(0)(ξ, t) dσξ, t ∈ (0, T ),

ω
(i)
0

(
x

(i)
1 , 0

)
= 0, x(i) ∈ Ii, i = 1,M,

де

Ii :=
{
x(i) : x

(i)
1 ∈ (0, `i), x

(i)
1 = (0, 0)

}
i F̂

(i)
0 = πh2

i f
(i)
0 +

∫
∂Υi(x

(i)
1 )

ϕ(i) dl
ξ
(i)
1

.

Задача (3.19) називається граничною для задачi (2.1).

Для функцiй φ̃(x) = φ(i)
(
x

(i)
1

)
, x(i) ∈ Ii, i = 1,M, визначених на графi I :=

⋃M
i=1 Ii,

введемо простiр Соболєва

H0 :=
{
φ̃ : φ(i) ∈ H1(Ii), φ

(i)(`i) = 0, i = 1,M, φ(1)(0) = φ(2)(0) = . . . = φ(M)(0)
}

зi скалярним добутком (φ̃, ψ̃)0 :=
∑M

i=1 π

∫ `i

0
h2
i

dφ(i)

dx
(i)
1

dψ(i)

dx
(i)
1

dx
(i)
1 , φ̃, ψ̃ ∈ H0.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2017, т . 20, N◦ 4



520 А. В. КЛЕВЦОВСЬКИЙ

Функцiя ω̃ ∈ L2(0, T ;H0), для якої ∂tω̃ ∈ L2 (0, T ;H∗0) , називається узагальненим
розв’язком задачi (3.19), якщо вона задовольняє iнтегральну тотожнiсть

π
M∑
i=1

`i∫
0

h2
i (∂t + k)ω(i)ψ(i) dx

(i)
1 + (ω̃, ψ̃)0 = ψ(1)(0)

∫
Γ0

ϕ(0) dσξ +
M∑
i=1

`i∫
0

F̂
(i)
0 ψ(i) dx

(i)
1

для всiх ψ̃ ∈ H0 i майже всiх t ∈ (0, T ) i ω̃|t=0 = 0. Тут простiрH∗0 є спряженим доH0.
Iснування i єдинiсть розв’язку задачi (3.19) випливає з теорiї лiнiйних параболiчних

крайових задач.
3.3.2. Задачi для {ωk}. Враховуючи спiввiдношення в задачах (3.4), з умови розв’яз-

ностi (3.14) задачi (3.12) для фiксованого iндексу k ≥ 2 отримуємо такi умови Кiрхгофа

для
{
ω

(i)
k

}
:

M∑
i=1

πh2
i (0)

∂ω
(i)
k−1

∂x
(i)
1

(0, t) = d∗k−1(t), k ≥ 2, (3.20)

де

d∗k =
M∑
i=1

 k∑
j=1

`j0
j!

∫
Υi(0)

∂j−1f
(i)
k−j

∂xj−1
i

∣∣∣∣∣
x
(i)
1 =0

dξ
(i)
1 +

`k0
k!

∫
∂Υi(0)

∂k−1ϕ(i)(
∂x

(i)
1

)k−1

∣∣∣∣∣
x
(i)
1 =0

dl
ξ
(i)
1

+

+

∫
Ξ(i)∩{ξ(i) : `0<ξ

(i)
1 <`0+2}

(∂t + k)Nk−1 dξ
(i)−

− πh2
i (0)

k∑
j=1

(`0 + 2)j

j!
(∂t + k)

∂j−1ω
(i)
k−j+2

∂
(
x

(i)
1

)j−1

∣∣∣∣∣
x
(i)
1 =0

+

+

∫
Ξ(i)∩{ξ(i) : ξ

(i)
1 >`0+2}

(∂t + k)

(
Nk−1 − ω

(i)
k−1

∣∣∣
x
(i)
1 =0

−Ψ
(i)
k−1

)
dξ(i)

−

−
∫

Ξ(0)

(
(ξ,∇x)k−1f

(k − 1)!

∣∣∣∣
x=0

− (∂t + k)Nk−1

)
dξ, k ∈ N. (3.21)

Отже, якщо функцiї
{
ω

(i)
k−1

}M
i=1

задовольняють умови (3.20), то розв’язок Ñk задачi

(3.12) iснує. За твердженням 3.1 його можна вибрати єдиним чином, щоб гарантувати
асимптотику (3.15).

Проте до цього часу не було враховано умову (3.13). Щоб її виконати, запишемо уза-
гальнений розв’язок задачi (3.12) у виглядi Ñk(ξ, t) = ω

(1)
k (0, t) + N̂k(ξ, t). Враховуючи
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асимптотику (3.15), покладаємо ω(1)
k (0, t) = ω

(i)
k (0, t) − δ(i)k (t), i = 2,M, k ∈ N. В резуль-

татi отримуємо розв’язок задачi (3.10) з такою асимптотикою:

Nk(ξ, t) = ω
(i)
k (0, t) + Ψ

(i)
k

(
ξ(i), t

)
+O

(
exp

(
−γiξ(i)

1

))
, ξ

(i)
1 → +∞, i = 1,M. (3.22)

Зауваження 3.3. З огляду на (3.22) можемо стверджувати, що умови твердження 3.1
виконуються, а також невласнi iнтеграли в (3.21) збiгаються.

Покладемо Gk(ξ, t) := ω
(i)
k (0, t) + Ψ

(i)
k

(
ξ(i), t

)
,
(
ξ(i), t

)
∈ Ξ(i) × (0, T ), i = 1,M, k ∈ N.

Зауваження 3.4. Згiдно з (3.22), функцiї {Nk − Gk} експоненцiально спадають при
ξ

(i)
1 → +∞, i = 1,M.

Таким чином, функцiї
{
ω

(i)
k

}M
i=1

визначаються iз задачi

πh2
i

∂ω
(i)
k

∂t
− π ∂

∂x
(i)
1

(
h2
i

∂ω
(i)
k

∂x
(i)
1

)
+ πh2

i kω
(i)
k = F̂

(i)
k в Ii × (0, T ), i = 1,M,

ω
(i)
k (`i, t) = 0, t ∈ (0, T ), i = 1,M,

ω
(i)
k (0, t)− δ(i)k (t) = ω

(1)
k (0, t), t ∈ (0, T ), i = 2,M,

(3.23)
M∑
i=1

πh2
i (0)

∂ω
(i)
k

∂x
(i)
1

(0, t) = d∗k(t), t ∈ (0, T ),

ω
(i)
k

(
x

(i)
1 , 0

)
= 0, x(i) ∈ Ii, i = 1,M,

де

F̂
(i)
k =

∫
Υi(xi)

f
(i)
k dξ

(i)
1 + η

(i)
k

∫
∂Υi(x

(i)
1 )

ϕ(i) dl
ξ
(i)
1

+ h′i

∫
∂Υi(x

(i)
1 )

∂u
(i)
k

∂x
(i)
1

dl
ξ
(i)
1

, i = 1,M, k ∈ N,

а f (i)
k , η

(i)
k визначено в (3.6) i (3.5) вiдповiдно; нагадаємо, що u(i)

1 ≡ 0, i = 1,M.

Пiсля пiдстановки φ(1)
k = ω

(1)
k , φ

(i)
k = ω

(i)
k

(
1− x(i)

1 /`i

)
δ
(i)
k , i = 2,M, при фiксованому

k задача (3.23) спрощується до лiнiйної параболiчної задачi у просторiL2(0, T ;H0).Звiдси,
а також iз класичної теорiї лiнiйних параболiчних крайових задач випливає iснування i
єдинiсть розв’язку задачi (3.23).

4. Повний асимптотичний розклад i обґрунтування. Перший крок. Iз граничної за-

дачi (3.19) однозначно визначаємо першi члени
{
ω

(i)
0

}M
i=1

регулярних частин асимпто-

тичного розвинення (3.1). Далi єдиним чином визначаємо перший член N0 внутрiшньо-
го розвинення (3.3); вiн є розв’язком задачi (3.10) при k = 0, N0 = ω

(1)
0 (0, t). Знаючи{

ω
(i)
0

}M
i=1

, переходимо до задачi (3.4) при k = 2 для знаходження коефiцiєнта u(i)
2 для кож-

ного iндексу i = 1,M. Легко перевiрити, що умови розв’язностi цiєї задачi виконуються.
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За третьою умовою з (3.4) iснує єдиний розв’язок задачi (3.4). Використовуючии форму-

лу (3.9), визначаємо першi члени
{

Π
(i)
2

}M
i=1

примежового розвинення (3.2) як розв’язки

задач (3.7) при k = 2.

Другий крок. Наступнi члени
{
ω

(i)
1

}M
i=1

регулярних асимптотик (3.1) знаходимо iз за-

дачi (3.23) при k = 1. Величини
{
δ
(i)
1

}M
i=2

(див. (3.16)) i d∗1 (див. (3.21)) визначаються

однозначно за формулами

δ
(i)
1 (t) =

∫
Ξ

Ni(ξ)
M∑
j=1

∂ω
(j)
0

∂x
(j)
1

(0, t)
(
ξ

(j)
1 χ′′j

(
ξ

(j)
1

)
+ 2χ′j

(
ξ

(j)
1

))
dξ+

∫
Γ0

Ni(ξ)ϕ
(0)(ξ, t) dξ, (4.1)

d∗1(t) = `0

M∑
i=1

πh2
i (0)f(0, t) +

∫
∂Υi(0)

ϕ(i)(ξi, 0, t) dlξi

− ∣∣∣Ξ(0)
∣∣∣
3
f(0, t), (4.2)

де |Ξ(0)|3 — об’єм Ξ(0) (див. п. 2). Знаючи
{
ω

(i)
1

}M
i=1

, можемо знайти другi члени регуляр-

них асимптотик
{
u

(i)
3

}M
i=1

(ряди (3.1)) i примежових асимптотик
{

Π
(i)
3

}M
i=1

(ряди (3.2)) iз

задач (3.4) i (3.2) при k = 3 вiдповiдно. Другий членN1 розкладу (3.3) є єдиним розв’язком
задачi (3.10) при k = 1.

Iндуктивний крок. Припустимо, що визначено коефiцiєнти
{
ω

(i)
0 , ω

(i)
1 , . . . , ω

(i)
n−3

}M
i=1

,{
u

(i)
2 , u

(i)
3 , . . . , u

(i)
n−1

}M
i=1

ряду (3.1), коефiцiєнти
{

Π
(i)
2 ,Π

(i)
3 , . . . ,Π

(i)
n−1

}M
i=1

ряду (3.2), коефi-

цiєнти {N1, . . . , Nn−3} ряду (3.3), величини
{
δ
(i)
1 , . . . , δ

(i)
n−3

}M
i=2

та
{
d∗1, . . . ,d

∗
n−3

}
. Тодi

можемо знайти розв’язки
{
ω

(i)
n−2

}M
i=1

задачi (3.23) з величинами {δ(i)n−2}Mi=2 (див. (3.16))

у першiй умовi спряження i величиною d∗n−2 (див. (3.21)) в умовi Кiрхгофа. Коефiцiєн-

ти
{
u

(i)
n

}M
i=1

знаходяться як розв’язки задач (3.4) при k = n. Умова розв’язностi цих задач

виконується, оскiльки
〈
u

(i)
n−2

(
·, x(i)

1 , t
)〉

Υi(x
(i)
1 )

= 0, i = 1,M.Далi, за допомогою (3.9) зна-

ходимо коефiцiєнти
{

Π
(i)
n

}M
i=1

примежового асимптотичного розкладу (3.2) як розв’язки

задач (3.7) при k = n. Нарештi, знаходимо коефiцiєнт Nn−2 внутрiшнього розкладу (3.3),
який є єдиним розв’язком задачi (3.10) при k = n− 2.

Таким чином, можемо визначити кожний коефiцiєнт рядiв (3.1), (3.2) i (3.3).
4.1. Обґрунтування. За допомогою рядiв (3.1), (3.2), (3.3) побудовано асимптотичний

ряд

+∞∑
k=0

εk
(
uk(x, t, ε, α) + Πk(x, t, ε) +Nk(x, t, ε, α)

)
, (x, t) ∈ Ωε × (0, T ), (4.3)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2017, т . 20, N◦ 4



АСИМПТОТИЧНЕ РОЗВИНЕННЯ РОЗВ’ЯЗКУ ЛIНIЙНОЇ ПАРАБОЛIЧНОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI . . . 523

де

uk(x, t, ε, α) :=
M∑
i=1

χ
(i)
`0

(
x

(i)
1

εα

)(
ω

(i)
k

(
x

(i)
1 , t

)
+ u

(i)
k

(
x

(i)
1

ε
, x

(i)
1 , t

))
, u0 ≡ u1 ≡ 0,

Πk(x, t, ε) :=

M∑
i=1

χ
(i)
δ

(
x

(i)
1

)
Π

(i)
k

(
x

(i)
1

ε
,
`i − x(i)

1

ε
, t

)
, Π0 ≡ Π1 ≡ 0,

Nk(x, t, ε, α) :=

(
1−

M∑
i=1

χ
(i)
`0

(
x

(i)
1

εα

))
Nk

(x
ε
, t
)
, N0 = ω

(1)
0 (0, t),

α — фiксоване число з iнтервалу
(

2

3
, 1

)
, χ

(i)
`0
, χ

(i)
δ — гладкi зрiзаючi функцiї, визначенi

за формулами

χ
(i)
`0

(ζi) =

{
1, якщо ζi ≥ 3`0,
0, якщо ζi ≤ 2`0,

χ
(i)
δ

(
x

(i)
1

)
=

{
1, якщо x

(i)
1 ≥ `i − δ,

0, якщо x
(i)
1 ≤ `i − 2δ,

i = 1,M, (4.4)

а δ — достатньо мале фiксоване додатне число.
Теорема 4.1. Ряд (4.3) є асимптотичним розвиненням розв’язку uε крайової задачi

(2.1), тобто

∀m ∈ N (m ≥ 2) ∃Cm > 0 ∃ ε0 > 0 ∀ ε ∈ (0, ε0) :

max
t∈[0,T ]

∥∥∥uε(·, t)− U (m)
ε (·, t)

∥∥∥
L2(Ωε)

+
∥∥∥uε − U (m)

ε

∥∥∥
L2(0,T ;H1(Ωε))

≤ Cmε
α(m− 1

2)+ 1
2 , (4.5)

де U (m)
ε =

∑m
k=0 ε

k
(
uk + Πk +Nk

)
є частковою сумою ряду (4.3).

Зауваження 4.1. Тут i далi всi сталi в нерiвностях не залежать вiд параметра ε.

Доведення. Виберемо довiльне m ≥ 2, m ∈ N. Пiдставимо рiзницю Wε := uε − U (m)
ε

в рiвняння та крайовi умови задачi (2.1). Згiдно з (2.2), легко перевiрити, що часткова
сума U (m)

ε не залишає жодних вiдхилiв у початкових умовах. Таким чином, функцiя Wε

задовольняє такi спiввiдношення:

∂tWε −∆xWε + kWε = R(m)
ε в Ωε × (0, T ),

∂νWε = 0 на Γ(0)
ε × (0, T ),

∂νWε = R̆
(m)
ε,(i) на Γ(i)

ε × (0, T ), i = 1,M,

(4.6)

Wε = 0 на Υ(i)
ε (`i)× (0, T ), i = 1,M,

Wε|t=0 = 0 в Ωε,
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де для вiдхилiв R(m)
ε та R̆(m)

ε,(i) отримано оцiнки

∥∥∥R(m)
ε

∥∥∥
L2((Ωε×(0,T )))

≤ čmε
α(m− 1

2)+ 1
2 ,

(4.7)∥∥∥R̆(m)
ε,(i)

∥∥∥
L2((Γ

(i)
ε ×(0,T )))

≤ cmε
α(m− 1

2)+1, i = 1,M.

Доведення оцiнок (4.7) проводиться, як i в роботi [21].
З (4.6) виводимо, що iнтегральне спiввiдношення

∫
Ωε

∂tWεWε dx+

∫
Ωε

|∇xWε|2 dx+ k

∫
Ωε

W 2
ε dx =

∫
Ωε

R(m)
ε Wε dx+

M∑
i=1

∫
Γ
(i)
ε

R̆
(m)
ε,(i)Wε dσx(i)

справджується для майже всiх t ∈ (0, T ). Звiдси, iнтегруючи по t ∈ (0, τ), де τ ∈ (0, T ], i
враховуючи нерiвностi (4.7) i нерiвнiсть Фрiдрiхса, отримуємо нерiвнiсть

‖Wε(·, τ)‖2L2(Ωε)
+ ‖∇xWε‖2L2(Ωε×(0,τ)) ≤ Cmε

α(m− 1
2)+ 1

2 ‖Wε‖L2(0,τ ;H1(Ωε)),

з якої випливає асимптотична оцiнка (4.5).
Теорему 4.1 доведено.
З формули (4.5), як i в роботi [21], випливають такi наслiдки.
Наслiдок 4.1. Для рiзницi мiж розв’язком uε вихiдної задачi (2.1) i частковими сумами

U
(0)
ε , U

(1)
ε справджуються такi асимптотичнi оцiнки:∥∥∥uε − U (0)

ε

∥∥∥
L2(0,T ;H1(Ωε))

≤ C̃0 ε
1+α

2 , max
t∈[0, T ]

∥∥∥uε(·, t)− U (0)
ε (·, t)

∥∥∥
L2(Ωε)

≤ C̃1ε
2, (4.8)

∥∥∥uε − U (1)
ε

∥∥∥
L2(0,T ;H1(Ωε))

≤ C̃2 ε
2, max

t∈[0,T ]

∥∥∥uε(·, t)− U (1)
ε (·, t)

∥∥∥
L2(Ωε)

≤ C̃3 ε
min(1+ 5

2
α, 3).

(4.9)

У цилiндрах Ω
(i)
ε,α := Ω

(i)
ε ∩

{
x(i) ∈ R3 : x

(i)
1 ∈ I

(i)
ε,α := (3`0ε

α, `i)
}

мають мiсце такi оцiн-
ки: ∥∥∥uε − ω(i)

0

∥∥∥
L2

(
0,T ;H1(Ω

(i)
ε,α)

) ≤ C̃4ε
2, i = 1,M. (4.10)

В околi Ω
(0)
ε,`0

:= Ωε ∩
{
x(i) : x

(i)
1 < 2`0ε, i = 1,M

}
вузла Ω

(0)
ε маємо оцiнку

∥∥∥∥uε − ω
(i)
0

∣∣∣
x
(i)
1 =0

− εN1

∥∥∥∥
L2

(
0,T ;H1

(
Ω

(0)
ε,`0

)) ≤ C̃5ε
5
2 . (4.11)
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Наслiдок 4.2. Якщо hi
(
x

(i)
1

)
≡ hi ≡ const, i = 1,M, то∥∥∥E(i)

ε uε − ω(i)
0

∥∥∥
L2

(
0,T ;H1(I

(i)
ε,α)

) ≤ C̃1ε, (4.12)

∥∥∥E(i)
ε uε − ω(i)

0

∥∥∥
L2(0,T ;C([3`0εα,`i]))

≤ C̃2ε, i = 1,M, (4.13)

де (
E(i)
ε uε

)(
x

(i)
1 , t

)
=

1

πε2 h2
i

∫
Υ

(i)
ε (0)

uε(x, t) dx
(i)
1 , i = 1,M.

Наслiдок 4.3. Якщо до припущень hi
(
x

(i)
1

)
≡ hi ≡ const, i = 1,M, додатково ϕ(i)

ε ≡

≡ 0 i f (i) = f (i)
(
x

(i)
1 , t

)
,
(
x(i), t

)
∈ Ω

(i)
ε ×(0, T ), i = 1,M,то в асимптотичному розвинен-

нi (4.3) розв’язку uε всi члени
{
u

(i)
k ,Π

(i)
k

}
тотожно дорiвнюють нулю, а асимптотичнi

оцiнки покращуються:

max
t∈[0,T ]

∥∥∥uε(·, t)− U (m)
ε (·, t)

∥∥∥
L2(Ωε)

+
∥∥∥uε − U (m)

ε

∥∥∥
L2(0,T ;H1(Ωε))

≤ Cmε
α(m− 1

2)+1, (4.14)

∥∥∥uε − ω(i)
0 − εω

(i)
1

∥∥∥
L2

(
0,T ;H1

(
Ω

(i)
ε,α

)) ≤ C̃1 ε
3, i = 1,M, (4.15)

∥∥∥E(i)
ε uε − ω(i)

0 − εω
(i)
1

∥∥∥
L2

(
0,T ;H1

(
I
(i)
ε,α

)) ≤ C̃2ε
2, i = 1,M, (4.16)

∥∥∥E(i)
ε uε − ω(i)

0 − εω
(i)
1

∥∥∥
L2(0,T ;C([3`0εα,`i]))

≤ C̃3ε
2, i = 1,M. (4.17)

5. Висновки. 1. Таким чином, у статтi побудовано i обґрунтовано асимптотичне роз-
винення розв’язку задачi (2.1) i доведено вiдповiднi оцiнки. Отриманi результати дають
можливiсть замiнити складну крайову задачу (2.1) вiдповiдною одновимiрною крайовою
задачею (3.19) у графi I з достатньою точнiстю, яка вимiрюється параметром ε, що ха-
рактеризує товщину вузла i криволiнiйних цилiндрiв. У зв’язку з цим оцiнки (4.13) i (4.17),
якi є важливими у прикладних задачах, також пiдтверджують висновки.

Для побудови асимптотичного наближення в усiй областi було застосовано метод
узгодження асимптотичних розвинень (див. [26]) зi спецiальними зрiзаючими функцiя-

ми
{
χ

(i)
`0

}M
i=1

.

2. За допомогою оцiнок (4.8), (4.9) i (4.15) – (4.17) можна визначити вплив геометрич-
ної нерегулярностi вузла i фiзичних процесiв у вузлi на глобальному рiвнi через члени{
ω

(i)
0 , ω

(i)
1

}M
i=1

регулярних асимптотик (3.1), оскiльки розв’язок ω̃0 граничної задачi (3.19)

залежить вiд iнтеграла
∫

Γ0

ϕ(0) dξ в умовi Кiрхгофа, а ω̃1 — вiд величини d∗1 (див. (4.2)) в

умовi Кiрхгофа i величин
{
δ
(i)
1

}M
i=2

(див. (4.1)) у першiй умовi спряження, якi враховують

цi фактори.
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3. З оцiнок (4.9) i (4.11) отримуємо апроксимацiю градiєнта розв’язку

∇xuε(x, t) ∼
∂ω

(i)
0

∂x
(i)
1

(
x

(i)
1 , t

)
+ ε

∂ω
(i)
1

∂x
(i)
1

(
x

(i)
1 , t

)
при ε → 0

в L2-нормi в кожному криволiнiйному цилiндрi Ω
(i)
ε,α, i = 1,M, i

∇xuε(x, t) ∼ ∇ξ (N1(ξ, t))|ξ=x
ε

при ε → 0

в околi Ω
(0)
ε,`0

вузла. Також використовуючи оцiнки (4.5), можемо отримати краще набли-

ження розв’язку i його градiєнта з точнiстю O
(
εα(m− 1

2)+ 1
2

)
для будь-якого m ∈ N.

Автор висловлює подяку своєму науковому керiвнику професору Т. А. Мельнику за
постановку задачi i пiдтримку в написаннi цiєї роботи.
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