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We substantiate an averaging scheme for integro-differential inclusions on a bounded interval.

Обґрунтовано одну зi схем усереднення для iнтегро-диференцiальних включень на скiнченному
iнтервалi.

Введение. Метод усреднения является одним из основных асимптотических методов ис-
следования дифференциальных уравнений. История его зарождения уходит в XVIII век
и связана с работами по небесной механике. Он встречается в работах А. Клеро, Ж. Ла-
гранжа, С. Лапласа, а затем К. Гаусса при исследовании эволюции планетных орбит под
влиянием взаимного притяжения планет. В начале XX века метод усреднения активно
развивал Ван-дер-Поль, предложивший на интуитивном уровне изложения эффектив-
ный способ приближенного решения нелинейных задач теории колебаний с одной сте-
пенью свободы. Однако впервые корректность использования метода усреднения была
обоснована в работах П. Фату (1928 г.), Л. И. Мандельштама и Н. Д. Папалекси (1934 г.),
связанных с системами дифференциальных уравнений с периодическими по времени пра-
выми частями. Систематическое развитие теории метода усреднения связано с именами
Н. М. Крылова и Н. Н. Боголюбова, которые исследовали определенные широкие клас-
сы систем дифференциальных уравнений с малым параметром [1]. Классическая теория
метода усреднения Н. М. Крылова и Н. Н. Боголюбова получила дальнейшее развитие
для различных классов уравнений в работах многих исследователей, причем изучались
не только обыкновенные дифференциальные уравнения, но и интегральные и интегро-
дифференциальные уравнения, уравнения в частных производных, разностные уравне-
ния, управляемые системы, дифференциальные включения, многозначные и нечеткие
системы и другие. Большую роль в разработке метода усреднения для различных клас-
сов систем сыграли работы Ю. А. Митропольского, В. И. Арнольда, В. М. Волосова,
И. И. Гихмана, Е. А. Гребенникова, П. Л. Капицы, М. А. Красносельского, С. Г. Крейна,
Н. Н. Моисеева, Н. A. Перестюка, В. А. Плотникова, А. М. Самойленко,
А. Н. Филатова, М. М. Хапаева, Ф. Л. Черноусько, A. Halanay, J. K. Hale, J. A. Sanders,
F. Verhulst и др. (см. [2 – 16] и приведенную там библиографию). Однако до сих пор его
обоснование нельзя считать завершенным. В данной работе обоснована одна из схем
усреднение для интегро-дифференциальных включений.

Основные определения и обозначения. Пусть comp (Rn) (conv (Rn)) — семейство всех
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непустых компактных (выпуклых) подмножеств пространстваRn с метрикой Хаусдорфа

h(A,B) = max

{
max
a∈A

min
b∈B
‖a− b‖,max

b∈B
min
a∈A
‖a− b‖

}
,

где ‖ · ‖— евклидова метрика в Rn.
Рассмотрим интегро-дифференциальное включение

ẋ ∈ εX

t, x, t∫
0

Φ(t, s, x(s)) ds

 , x(0) = x0, (1)

где x — n-мерный вектор, t ∈
[
0, Lε−1

]
— время, X : R1 × Rn × conv (Rm) → conv (Rn) ,

Φ: R1 ×R1 ×Rn → conv (Rm) , ε > 0 — малый параметр, L > 0 — постоянная.
Определение. Решением включения (1) будем называть абсолютно непрерывную функ-

цию x(·), почти всюду удовлетворяющую включению (1).
Замечание 1. Различные свойства решений таких интегро-дифференциальных вклю-

чений были получены в работах [20, 24].
Метод усреднения. Рассмотрим следующую схему усреднения для интегро-дифферен-

циальных включений вида (1).
Пусть

Φ1(t, x) =

t∫
0

Φ(t, s, x) ds,

где интеграл Ауманна [18] вычисляется по явно входящей переменной s, а переменные t,
x считаются параметрами.

Предположим, что выполняется также следующее условие (А):
для всех x ∈ D существует предел

X(x) = lim
T→∞

1

T

T∫
0

X(t, x,Φ1(t, x)) dt, (2)

где сходимость понимается в смысле метрики Хаусдорфа, а

t∫
0

X(τ, x,Φ1(τ, x)) dτ =

z ∈ Rn| z =

t∫
0

ψ(τ) dτ, ψ(τ) ∈ Ψ(τ, x) ≡ X(τ, x,Φ1(τ, x))

 .

Системе (1) поставим в соответствие систему

ξ̇ ∈ εX(ξ), ξ(0) = x0 (3)

и наряду с ней будем рассматривать систему

ẋ ∈ εX̃(t, x),
(4)

x(0) = x0,
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где X̃(t, x) = X(t, x,Φ1(t, x)).
Теорема. Пусть отображения X(t, x, Y ) и Φ(t, s, x) определены в области Q {t ≥ 0,

s ≥ 0, x ∈ D ⊂ Rn, Y ∈ conv (Rm)} и в этой области:
1) отображение X(t, x, Y ) удовлетворяет следующим условиям:
a) X(t, x, Y ) измеримо по t;
b) X(t, x, Y ) липшицево с постоянной λ > 0 по переменным (x, Y ) ∈ Q, т. е.

h
(
X
(
t, x′, Y ′

)
, X
(
t, x′′, Y ′′

))
≤ λ

(∥∥x′ − x′′∥∥+ h
(
Y ′, Y ′′

))
;

c) X(t, x, Y ) равномерно ограничено с постоянной M > 0, т. е.

X(t, x, Y ) ⊂ SM (0);

2) отображение Φ(t, s, x) удовлетворяет следующим условиям:
a) Φ(t, s, x) непрерывно по t;
b) Φ(t, s, x) суммируемо по s;
c) Φ(t, s, x) липшицево с постоянной µ(t, s) > 0 по переменной x ∈ D, причем

lim
T→∞

1

T

T∫
0

dτ

τ∫
0

µ(τ, s) ds = 0;

3) решения ξ(·) системы (3) при t ≥ 0 и x0 ∈ D′ ⊂ D лежат вместе с ρ-окрестнос-
тью в области D.

Тогда для любых η > 0 и L > 0 можно указать такое ε0(η, L, x0) > 0, что при
ε ∈

(
0, ε0

]
на отрезке 0 ≤ t ≤ Lε−1 справедливы следующие утверждения:

1) для любого решения ξ(·) системы (3) существует такое решение x(·) системы (1),
что

‖x(t)− ξ(t)‖ ≤ η; (5)

2) для любого решения x(·) системы (1) существует такое решение ξ(·) системы (3),
что выполнена оценка (5).

Таким образом, справедлива оценка

h
(
R(t), R(t)

)
≤ η,

гдеR(t) — сечение семейства решений системы (1), аR(t) — сечение семейства решений
системы (3).

Доказательство. Сначала докажем первое утверждение, т. е. справедливость включе-
ния R(t) ⊂ Sη(R(t)).

Из условий 1, 2 теоремы и результатов [20] следует, что система (1) имеет хотя бы
одно решение. Запишем произвольное решение x(·) системы (1) в виде

x(t) = x0 + ε

t∫
0

v(τ) dτ, (6)
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где v(·) — суммируемая функция такая, что

v(t) ∈ X

t, x(t),

t∫
0

Φ(t, s, x(s)) ds


для почти всех t ∈

[
0, Lε−1

]
.

Разделим отрезок
[
0, Lε−1

]
на m частей. Поскольку отображение

X̃
(
·, x1(ti)

)
: [ti, ti+1] → conv (Rn)

измеримо и равномерно ограничено на [ti, ti+1], то существует суммируемая функция
v1(·) такая, что v1(t) принадлежит X

(
t, x1(ti)

)
для почти всех t ∈ [ti, ti+1] и удовлетво-

ряет на [ti, ti+1] условию ∥∥v(t)− v1(t)
∥∥ = min

z∈X̃(t,x1(ti))
‖v(t)− z‖. (7)

Построим функцию x1(·) следующим образом:

x1(t) = x1(ti) + ε

t∫
ti

v1(τ) dτ, t ∈ [ti, ti+1], i = 0,m− 1. (8)

Очевидно, что при t ∈ [ti, ti+1]

∥∥x1(t)− x1(ti)∥∥ ≤ ML

m
, ‖x(t)− x(ti)‖ ≤

ML

m
. (9)

Обозначим δi =
∥∥x(ti)− x1(ti)

∥∥ . Тогда∥∥x(t)− x1(ti)
∥∥ ≤ ‖x(t)− x(ti)‖+

∥∥x(ti)− x1(ti)
∥∥ ≤ δi + εM(t− ti). (10)

Из (10) следует, что при t ∈ [ti, ti+1] справедлива оценка

∥∥v(t)− v1(t)
∥∥≤ h

X
t, x(t),

t∫
0

Φ(t, s, x(s)) ds

 , X

t, x1(ti), t∫
0

Φ
(
t, s, x1(ti)

)
ds

 ≤

≤ λ

∥∥x(t)− x1(ti)
∥∥+

t∫
0

µ(t, s)
∥∥x(s)− x1(ti)

∥∥ ds
 ≤

≤ λ

δi + εM(t− ti) + 2ML

t∫
0

µ(t, s) ds

 .
ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2017, т . 20, N◦ 4



532 Т. А. КОМЛЕВА, А. В. ПЛОТНИКОВ

Из (6) и (8) имеем

∥∥x(t)− x1(t)
∥∥ ≤ ∥∥x(ti)− x1(ti)

∥∥+ ε

t∫
ti

∥∥v(τ)− v1(τ)
∥∥ dτ,

следовательно,

δi+1 ≤ δi + λδi
L

m
+ λM

L2

2m2
+ 2MLλε

ti+1∫
ti

dτ

τ∫
0

µ(τ, s) ds.

Из условия (А) следует, что для любого η1 > 0 существует такое ε0(η1) > 0, что при
ε ∈

(
0, ε0

]
δi+1 ≤

(
1 +

λL

m

)
δi +

λML2

2m2
+ 2MλL2η1, i = 0,m− 1,

т. е.

δi+1 ≤
(
ML

m
+ 2mMLη1

)
(exp(λL)− 1) , i = 0,m− 1. (11)

Учитывая оценки (9) и (11), получаем

∥∥x(t)− x1(t)
∥∥ ≤ ML

m
(exp(λL) + 1) + 2mML (exp(λL)− 1) η1,

β

ẋ1(t), εX
t, x1(t), t∫

0

Φ
(
t, s, x1(t)

)
ds

 ≤

≤ εh

X
t, x1(t), t∫

0

Φ
(
t, s, x1(t)

)
ds

 , X

t, x1(ti), t∫
0

Φ(t, s, x1(ti)) ds

 ≤

≤ ε
λML

m

1 +

t∫
0

µ(t, s) ds

 , (12)

где β(x, Y ) = miny∈Y ‖x− y‖, x ∈ Rn, Y ∈ conv (Rn) .

Поскольку отображение X̃(t, x) удовлетворяет условию Липшица, т. е.

h
(
X̃
(
t, x

′
)
, X̃
(
t, x

′′
))
≤ λ

1 +

t∫
0

µ(τ, s) ds

∥∥∥x′ − x′′
∥∥∥ ,
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то, благодаря [19], существует решение x̃(·) включения (4) и справедлива оценка

∥∥x̃(t)− x1(t)
∥∥ ≤ ε

λML

m

t∫
0

1 +

τ∫
0

µ(τ, s) ds

 exp(χ(t)− χ(τ)) dτ, (13)

где

χ(t) = ελ

t∫
0

1 +

τ∫
0

µ(τ, s) ds

 dτ.

Из (12) и (13) получаем, что для ε ∈
(
0, ε0

]
и t ∈

[
0, Lε−1

)
имеют место неравенства∥∥x̃(t)− x1(t)

∥∥ ≤ C1

m
, ‖x(t)− x̃(t)‖ ≤ C2

m
+ C3mη1, (14)

где C1 = 2λML2 exp(2λL), C2 = C1 +ML(exp(λL) + 1), C3 = 2ML(exp(λL)− 1).
Из построения отображения X(x) и условий 1, 2 теоремы следует, что:
1) X : D → conv (Rn) ;
2) отображение X̄(x) липшицево с постоянной λ;
3) отображение X̄(x) равномерно ограничено постоянной M > 0.
Следовательно, система (4) имеет хотя бы одно решение x̃(·) [8, 17]. Запишем решение

x̃(·) системы (4) в виде

x̃(t) = x̃(ti) + ε

t∫
ti

ṽ(τ) dτ, x̃(0) = x0, ṽ(t) ∈ X̃(t, x̃(t)), (15)

где t ∈ [ti, ti+1], i = 0,m− 1.
Рассмотрим функцию

x̃1(t) = x̃1(ti) + ε

t∫
ti

ṽ1(τ) dτ, x̃(0) = x0, (16)

где ∥∥ ṽ(t)− ṽ1(t)
∥∥ = min

z∈X̃(t,x̃1(ti))
‖ṽ(t)− z‖ , t ∈ [ti, ti+1], i = 0,m− 1.

Из (15) и (16) следует, что

∥∥x̃(t)− x̃1(t)
∥∥ ≤ ∥∥x̃(ti)− x̃1(ti)

∥∥+ ε

t∫
ti

∥∥ṽ(τ)− ṽ1(τ)
∥∥ dτ.

Поскольку∥∥x̃(t)− x̃1(ti)
∥∥ ≤ ‖x̃(t)− x̃(ti)‖+

∥∥x̃(ti)− x̃1(ti)
∥∥ ≤ ςi + εM(t− ti),

∥∥ṽ(t)− ṽ1(ti)
∥∥ ≤ h

(
X̃(t, x̃(t)), X̃(t, x̃1(t))

)
≤ λ

1 +

t∫
0

µ(t, s) ds

 (ςi + εM(t− ti)) ,
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где ςi =
∥∥x̃(ti)− x̃1(ti)

∥∥ , то при ε ∈
(
0, ε0

]
имеем

ςi+1 ≤ ςi + λ

(
ςi +

ML

m

)(
L

m
+ Lη1

)
. (17)

Для любого выбранного m всегда можно указать такое ε′ ∈
(
0, ε0

]
, чтобы η1 ≤ m−1.

Тогда из (17) получим

ςi+1 ≤ ςi

(
1 +

2λL

m

)
+

2λML2

m2
, ς0 = 0,

т. е.

ςi+1 ≤
ML

m
(exp(2λL)− 1) , i = 0,m− 1.

Поскольку при t ∈ [ti, ti+1]

‖x̃(t)− x̃(ti)‖ ≤
ML

m
,
∥∥x̃1(t)− x̃1(ti)∥∥ ≤ ML

m
,

то ∥∥x̃(t)− x̃1(t)
∥∥ ≤ ML

m
(exp(2λL) + 1) . (18)

Из условия (A) следует, что для любого η2 > 0 можно указать такое ε′′ ∈ (0, ε′] , что

h

εm
L

ti+1∫
ti

X̃
(
t, x̃1(ti)

)
dt,X

(
x̃1(ti)

) ≤ η2.

Следовательно, существует вектор v̄i ∈ X̄
(
x̃1(ti)

)
такой, что∥∥∥∥∥∥εmL

ti+1∫
ti

[
ṽ1(t)− v̄i

]
dt

∥∥∥∥∥∥ ≤ η2. (19)

Построим функцию

ξ1(t) = ξ1(ti) + εv̄i(t− ti), ξ1(0) = x0, (20)

где t ∈ [ti, ti+1].
Из (16), (19) и (20) имеем

∥∥x̃1(ti)− ξ1(ti)∥∥ ≤ Lη2,
∥∥x̃1(t)− ξ1(t)∥∥ ≤ 2ML

m
+ Lη2,

(21)

β
(
ξ1(t), εX̄

(
ξ1(t)

))
≤ εh

(
X̄
(
ξ1(ti)

)
, X̄ (x̃(ti))

)
≤ εh

(
X̄
(
ξ1(t)

)
, X̄
(
ξ1(ti)

))
+

+ εh
(
X̄
(
ξ1(ti)

)
, X̄
(
x̃1(ti)

))
≤ ελL

(
M

m
+ η2

)
.
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Из [19] известно, что существует решение ξ(·) дифференциального включения (3) та-
кое, что справедлива оценка

∥∥ξ1(t)− ξ(t)∥∥ ≤ ελL

(
M

m
+ η2

) t∫
0

exp(ελτ) dτ ≤ L

(
M

m
+ η2

)
(exp(λL)− 1). (22)

Из (12), (18), (21) и (22) следует, что для любого η > 0 можно выбрать такие L > 0 и
ε0 > 0, что при ε ∈

(
0, ε0

]
и t ∈

[
0, Lε−1

]
справедлива оценка (5). Очевидно, что оценка

(5) справедлива также для включения (1).
Второе утверждение теоремы доказывается аналогично с заменой ссылки [19] на [20].
Замечание 2. Полученный результат обобщает результат, доказанный в [8] для систе-

мы

ẋ ∈ εX

t, x, t∫
0

ϕ(t, s, x(s)) ds

 , x(0) = x0, t ∈
[
0, Lε−1

]
, (23)

где ϕ : R1 ×R1 ×Rn → Rm.

Замечание 3. Интегро-дифференциальные включения (1) естественным образом воз-
никают в задачах оптимального управления объектами в условиях неопределенности,
описываемых интегро-дифференциальными уравнениями вида

ẋ = εf

t, x, u, t∫
0

ϕ(t, s, x(s), v(s)) ds

 , x(0) = x0, (24)

где u(t) ∈ U ⊂ Rr — вектор управления, U — компактное множество, v(t) ∈ V ⊂ Rp —
вектор помехи, V — компактное множество.

Замечание 4. Полученный результат дает возможность обосновать данную схему усред-
нения для нечетких интегро-дифференциальных включений

ẋ ∈ εX

t, x, t∫
0

Φ(t, s, x(s)) ds

 , x(0) = x0,

где X : R1 × Rn × Em → En, Φ: R1 × R1 × Rn → Em — нечеткие отображения, Er —
пространство нечетких множеств, аналогично тому, как это было сделано для нечетких
дифференциальных включений в [22 – 24].
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