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We present new fixed point theorems for maps on a metric space, and give conditions for existence of
bounded solutions to difference equations.

Приведены новые теоремы о неподвижной точке отображений, действующих в метрическом
пространстве, и условия существования ограниченных решений разностных уравнений.

У данiй статтi встановлено новi умови iснування нерухомих точок вiдображень, що дiють
у метричному просторi, та умови iснування обмежених розв’язкiв нелiнiйних рiзницевих
рiвнянь.

1. Двi теореми про нерухому точку та мета статтi. Спочатку наведемо потрiбнi для
подальшого позначення й означення.

НехайM— метричний простiр з метрикою d(x, y).
Вiдображення F :M → M називається стискаючим, якщо

d(Fx, Fy) < d(x, y) (1)

для x, y ∈ M i x 6= y (це означення запозичено зi статтi [1]). Аналогiчно, якщо для вiдо-
браження F справджується нерiвнiсть

d(Fx, Fy) > d(x, y) (2)

для x, y ∈ M i x 6= y, то це вiдображення називається розтягувальним.
Точка x∗ ∈ M називається нерухомою точкою вiдображення F, якщо Fx∗ = x∗.
Позначимо через FixF множину всiх нерухомих точок вiдображенняF, а черезB[x0, r]

множину {x ∈ M : d(x, x0) ≤ r}. Ця множина є замкненою кулею з центром у точцi x0
радiуса r, якщо метричний простiрM повний.

Важливим для встановлення умов iснування нерухомих точок вiдображень є наступне
основне в цiй статтi твердження.

Теорема 1. Нехай:
1) iснує послiдовнiсть (rn)n≥1 невiд’ємних чисел, для яких rn ≥ rn+1, n ≥ 1, i

lim
n→∞

rn = 0;

2) iснує послiдовнiсть (xn)n≥1, xn ∈ M, для якої B[xn, rn] ⊃ B[xn+1, rn+1], n ≥ 1;

3)
∞⋂
n=1

B[xn, rn] 6= ∅;
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4) вiдображення F неперервне в точцi x∗ ∈
∞⋂
n=1

B[xn, rn];

5) для деякої послiдовностi додатних чисел kn, n ≥ 1, для якої limn→∞ knrn = 0,
справджуються спiввiдношення FB[xn, rn] ⊂ B[xn, knrn], n ≥ 1.

Тодi:
1) x∗ ∈ FixF ;

2) нерухома точка x∗ вiдображення F єдина, якщо додатково це вiдображення є
стискаючим або розтягувальним.

Зауваження 1. Якщо метричний простiрM повний, то на пiдставi теореми про вкла-
денi кулi (див., наприклад, [2, с. 60]) третя умова в теоремi 1 є зайвою.

Доведення теореми 1. Iз перших двох умов теореми випливає, що послiдовнiсть (xn)n≥1
є фундаментальною, а з третьої умови та з того, що на пiдставi першої умови теореми

множина
∞⋂
n=1

B[xn, rn] складається лише з однiєї точки x∗, що ця послiдовнiсть збiгається,

до того ж

lim
n→∞

xn = x∗. (3)

Розглянемо послiдовнiсть (yn)n≥1, що визначається спiввiдношенням

yn = Fxn, n ≥ 1. (4)

Завдяки п’ятiй умовi теореми d(yn, xn) ≤ knrn, n ≥ 1, i limn→∞ knrn = 0. Звiдси та з (3)
випливає, що послiдовнiсть (yn)n≥1 є збiжною i

lim
n→∞

yn = x∗. (5)

Iз (3) — (5) i неперервностi вiдображення F у точцi x∗ отримуємо x∗ = Fx∗, тобто
x∗ ∈ FixF.

Якщо вiдображенняF є стискаючим, то нерухома точка вiдображенняF єдина. Справ-
дi, якщо x∗, y∗ ∈ FixF i x∗ 6= y∗, то завдяки (1)

d (x∗, y∗) = d (Fx∗, Fy∗) < d (x∗, y∗) ,

що неможливо. Якщо ж вiдображення F є розтягувальним, то нерухома точка вiдобра-
ження F також буде єдиною. Справдi, якщо x∗, y∗ ∈ FixF i x∗ 6= y∗, то завдяки (2)

d (x∗, y∗) = d (Fx∗, Fy∗) > d (x∗, y∗) ,

що також неможливо.
Теорему 1 доведено.
Зауваження 2. У теоремi 1 послiдовнiсть (kn)n≥1 може бути необмеженою.
Зауваження 3. Нерухома точка вiдображення F може не бути єдиною, якщо в теоре-

мi 1 не вимагати додатково, щоб це вiдображення було стискаючим або розтягувальним.
Це пiдтверджується таким прикладом.
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Приклад 1. Нехай Q — множина всiх рацiональних чисел. Використаємо метричний
простiр M = [0, 1] ∩ Q з метрикою d(x, y) = |x − y| i множини In =

(
2−n, 2−n+1

]
∩ Q,

n ≥ 1. Очевидно, що

M = {0} ∪

⋃
n≥1

In


i метричний простiрM не є повним. Визначимо вiдображення F :M → M за допомогою
спiввiдношення

Fx =

{
2−n+1, якщо x ∈ In i n ≥ 1,
0, якщо x = 0.

Розглянемо послiдовностi (rn)n≥1 i (xn)n≥1, де rn = xn = 2−n, i кулi

B[xn, rn] =
[
0, 2−n+1

]
∩Q, n ≥ 1.

Очевидно, що всi умови теореми 1 виконуються (п’ята умова виконується при kn ≡ 1) i
x∗ = 0. Тому за цiєю теоремою точка 0 є нерухомою точкою вiдображення F.

Легко переконатися, що FixF =
{
1, 2−1, 2−2, 2−3, . . .

}
∪{0} i вiдображення F не є еле-

ментом множини стискаючих вiдображень або множини розтягувальних вiдображень.
Далi ми розглянемо випадок, коли для вiдображення F не виконуються умови теоре-

ми 1, а виконуються цi умови для вiдображення Fm, де m — натуральне число i m 6= 1.
У цьому випадку справджується таке твердження.

Теорема 2. Нехай:
1) iснує послiдовнiсть (rn)n≥1 невiд’ємних чисел, для яких rn ≥ rn+1, n ≥ 1, i

lim
n→∞

rn = 0;

2) iснує послiдовнiсть (xn)n≥1, xn ∈ M, для якої B[xn, rn] ⊃ B[xn+1, rn+1], n ≥ 1;

3)
∞⋂
n=1

B[xn, rn] 6= ∅;

4) для деякого натурального числа m > 1 вiдображення Fm є неперервним у точцi

x∗ ∈
∞⋂
n=1

B[xn, rn];

5) для деякої послiдовностi додатних чисел kn, n ≥ 1, для якої limn→∞ knrn = 0,
справджуються спiввiдношення FmB[xn, rn] ⊂ B[xn, knrn], n ≥ 1.

Тодi:
1) x∗ ∈ FixFm;
2) точка x∗ є єдиною нерухомою точкою вiдображення F, якщо додатково вiдобра-

ження Fm є стискаючим або розтягувальним вiдображенням.
Доведення. За теоремою 1 точка x∗ є нерухомою точкою для Fm, тобто Fmx∗ = x∗.

Тодi точка Fx∗ є нерухомою точкою для Fm, що випливає з рiвностей

Fm (Fx∗) = F (Fmx∗) = Fx∗.

Оскiльки нерухома точка вiдображення Fm єдина на пiдставi теореми 1, то x∗ = Fx∗.
Нерухома точка вiдображення F є нерухомою точкою вiдображення Fm i, отже, у вiдоб-
раження F не може бути двох рiзних нерухомих точок.

Теорему 2 доведено.
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Основною метою статтi є отримання тверджень про нерухому точку для стискаючих
та розтягувальних вiдображень (за допомогою теореми 1) та умов iснування обмежених
розв’язкiв нелiнiйних рiзницевих рiвнянь iз розтягувальними коефiцiєнтами.

2. k-Стискаючi вiдображення та узагальнене стискання. Вiдображення F : M → M
називається k-стискаючим, де k ∈ [0, 1) [3], якщо для будь-яких точок x, y ∈ M справ-
джується нерiвнiсть

d(Fx, Fy) ≤ kd(x, y). (6)

Це вiдображення називається узагальненим стисканням [4, с. 153], якщо

d(Fx, Fy) ≤ q(α, β) d(x, y) (α ≤ d(x, y) ≤ β), (7)

до того ж при 0 < α ≤ β < ∞

q(α, β) < 1. (8)

Очевидно, що k-стискаюче вiдображення i узагальнене стискання є стискаючими
вiдображеннями.

Наступнi два твердження є окремими випадками теореми 1.
Теорема 3 [5, 6]. НехайM— повний метричний простiр. Тодi k-стискаюче вiдобра-

ження F :M → M має єдину нерухому точку x∗ i для кожного x0 ∈ M послiдовнiсть
(Fnx0)n≥0 збiгається до x∗.

Теорема 4 [4]. Нехай вiдображення F :M → M повного метричного просторуM є
узагальненим стисканням. Тодi F має єдину нерухому точку x∗ i для кожного x0 ∈ M
послiдовнiсть (Fnx0)n≥0 збiгається до x∗.

Теорема 3 випливає з теореми 4, оскiльки якщо виконується спiввiдношення (6), то
виконуються спiввiдношення (7) i (8) при q(α, β) = k.

Покажемо, що теорема 4 випливає з теореми 1.
Зафiксуємо довiльну точку x0 ∈ M. Розглянемо послiдовнiсть (Fnx0)n≥0 точок прос-

торуM i числову послiдовнiсть (αn)n≥1, де αn = d
(
Fnx0, F

n−1x0
)
. Завдяки (7) i (8)

αn ≥ αn+1, n ≥ 0. (9)

Тому послiдовнiсть (αn)n≥1 збiгається до деякого числа α∗ ≥ 0.

Випадок α∗ > 0 неможливий, оскiльки на пiдставi (7)

0 < αn+1 ≤ q (α∗, α0)αn, n ≥ 0,

i, отже,

0 ≤ lim
n→∞

αn+1

αn
≤ q (α∗, α0) < 1.

Тодi за ознакою Д’Аламбера [7] числовий ряд
∑∞

n=0 αn, збiгається i тому нерiвнiсть α∗ >
> 0 неможлива. Отже, α∗ = 0.

Покажемо, що послiдовнiсть (Fnx0)n≥0 обмежена.
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Зафiксуємо довiльне число R > 2d(Fx0, x0) i розглянемо натуральне число n0, для
якого

d (Fxn0 , xn0) ≤ d(Fx0, x0)(1− q(d(Fx0, x0), R)) (10)

(таке число iснує, оскiльки α∗ = 0). Ми вважаємо, що Fx0 6= x0 (якщо Fx0 = x0, то
Fnx0 = x0 для всiх n ≥ 0). Тодi

0 ≤ q(d(Fx0, x0), R) < 1.

Покажемо, що куля B [xn0 , R] iнварiантна по вiдношенню до вiдображення F.
Розглянемо довiльну точку x ∈ B [xn0 , R] . Очевидно, що

d(Fx, xn0) ≤ d(Fx, Fxn0) + d(Fxn0 , xn0). (11)

Якщо d(x, x0) < d(Fx0, x0), то завдяки (7) – (9)

d(Fx, Fxn0) + d(Fxn0 , xn0) < d(x, xn0) + d(Fx0, x0) < 2d(Fx0, x0) < R.

Якщо d(Fx0, x0) ≤ d(x, x0) ≤ R, то завдяки (7), (8), (10) та тому, що R > 2d(Fx0, x0),

d(Fx, Fxn0) + d(Fxn0 , xn0) ≤ q(d(Fx0, x0), R)d(x, xn0)+

+ d(Fx0, x0)(1− q(d(Fx0, x0), R)) <

< q(d(Fx0, x0), R)R+
R

2
(1− q(d(Fx0, x0), R)) < R.

Тому на пiдставi (11)
FB[xn0 , R] ⊂ B[xn0 , R].

Звiдси випливає обмеженiсть послiдовностi (Fnx0)n≥0 . Отже, для деякого числа K > 0

sup
n≥1

d (Fnx0, x0) ≤ K.

Припустимо, що послiдовнiсть (Fnx0)n≥0 не є фундаментальною, тобто для деякого
додатного числа γ iснують строго зростаючi послiдовностi (kp)p≥1 i (mp)p≥1 натуральних
чисел, для яких

d(xkp , xmp) ≥ γ, p ≥ 1, (12)

i
kp > mp, p ≥ 1.

Очевидно, що завдяки (7)

d(xkp , xmp) ≤ q(γ,K)d(xkp−1, xmp−1) ≤ q2(γ,K)d(xkp−2, xmp−2) ≤ . . .

. . . ≤ qmp−n0(γ,K)d(xkp−(mp−n0), xn0) ≤ Kqmp−n0(γ,K),
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якщо mp > n0. Ми приходимо до суперечностi, оскiльки нерiвнiсть

γ ≤ Kqmp−n0(γ,K)

неможлива при достатньо великому p.
Отже, припущення, що виконується спiввiдношення (12), хибне i послiдовнiсть

(Fnx0)n≥0 є фундаментальною. Тодi на пiдставi повноти метричного просторуM ця по-
слiдовнiсть збiгається до деякої точки ξ ∈ M.

Iснує така пiдпослiдовнiсть (ymn)n≥1 послiдовностi (Fnx0)n≥1, що

lim
n→∞

d(ymn , ξ) = 0

i
d (ymn , ξ) ≥ d(ymn+1 , ξ), n ≥ 1.

Розглянемо послiдовностi (xn)n≥1 i (rn)n≥1, що визначаються рiвностями

xn = ξ, n ≥ 1,

rn = d(ymn , ξ), n ≥ 1.

На пiдставi умов теореми для цих послiдовностей виконуються першi двi умови теоре-
ми 1. Також виконується третя умова теореми 1, оскiльки ξ = xn для всiх n ≥ 1.Четверта
умова теореми 1 виконується, оскiльки внаслiдок (7) вiдображення F є неперервним у
точцi ξ. Нарештi, п’ята умова теореми 1 також виконується, якщо

kn =


d(Fymn , ymn) + 4rn

rn
, якщо rn 6= 0,

1, якщо rn = 0,
n ≥ 1,

оскiльки вiдображення F стискаюче. Зазначимо, що limn→∞ knrn = 0, оскiльки α∗ = 0 i
limn→∞ rn = 0.

Отже, якщо виконуються умови теореми 4, то виконуються умови теореми 1. Тому
за цiєю теоремою ξ — єдина точка множини FixF i, отже, послiдовнiсть (Fnx0)n≥1 для
кожної точки x0 ∈ M збiгається до ξ.

Таким чином, теорема 4 є окремим випадком теореми 1.
3. Теорема про нерухому точку для k-розтягувального вiдображення з обмеженим

коефiцiєнтом розтягування. Вiдображення F :M → M будемо називати k-розтягуваль-
ним, де k ∈ (1,+∞), якщо для будь-яких точок x, y ∈ M справджується нерiвнiсть

d(Fx, Fy) ≥ k d(x, y).

Позначимо через R(Fn), де n ∈ N (N — множина натуральних чисел), множину зна-
чень вiдображення Fn :M → M, тобто множину {Fnx : x ∈ M} , i розглянемо множину

MF =

∞⋂
n=1

R (Fn) .
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Очевидно, що для iснування нерухомих точок вiдображення F необхiдно, щобMF 6=
6= ∅.

Справджується таке твердження.
Теорема 5. Нехай:
1)M— повний метричний простiр;
2) для вiдображення F :M → M iснують числа k > 1 i c ≥ k, для яких

c d(x, y) ≥ d(Fx, Fy) ≥ k d(x, y) (13)

для всiх x, y ∈ M;
3)MF 6= ∅.
Тодi вiдображення F має єдину нерухому точку x∗ ∈ MF i для кожного x0 ∈ MF

послiдовнiсть (xn)n≥1, для якої Fxn = xn−1, n ≥ 1, збiгається до x∗.
Доведення. Спочатку покажемо, що множина R(F ) є замкненою.
Розглянемо довiльну фундаментальну послiдовнiсть (yn)n≥1 елементiв множиниR(F ),

тобто послiдовнiсть, для якої limn,m→∞ d(yn, ym) = 0.Використаємо послiдовнiсть (xn)n≥1
елементiв просторуM, для якої Fxn = yn, n ≥ 1. Оскiльки виконується спiввiдношення
(13), то limn,m→∞ d(xn, xm) = 0, тобто послiдовнiсть (xn)n≥1 є фундаментальною. Тому
на пiдставi повноти просторуM iснує елемент x0 ∈ M, для якого limn→∞ xn = x0. Тодi
внаслiдок неперервностi вiдображення F, що випливає з (13), limn→∞ Fxn = Fx0, тобто
limn→∞ yn = Fx0.

Отже, множина R(F ) є замкненою.
Завдяки неперервностi вiдображень Fn, n ∈ N, множини R (Fn) , n ∈ N, також замк-

ненi. Тому непорожня множинаMF є замкненою як перетин замкнених множин [2, c. 52].
Далi використаємо повний метричний простiрMF з метрикою d, що i в просторiM.
Очевидно, що простiр MF iнварiантний по вiдношенню до F. Розглянемо звуження

F |MF
вiдображення F наMF . Завдяки (13) вiдображення F |MF

:MF → MF iн’єктивне.
Тому це вiдображення має обернене вiдображення (F |MF

)−1 : MF → MF . На пiдставi
(13) для (F |MF

)−1 справджується спiввiдношення

1

c
d(x, y) ≤ d

(
(F |MF

)−1 x, (F |MF
)−1 y

)
≤ 1

k
d(x, y) (14)

для всiх x, y ∈ MF .

Отже, завдяки (14) та повнотi простору MF вiдображення F |MF
: MF → MF є

1

k
-

стискаючим вiдображенням. Тому за теоремою 3 вiдображення F |MF
має нерухому точку

x∗ ∈ MF , яка, очевидно, є нерухомою точкою для F. Згiдно з теоремою 3 послiдовнiсть
(xn)n≥1, xn = (F |MF

)−n x0, для якої, очевидно, Fxn = xn−1, n ≥ 1, збiгається до x∗ для
кожного x0 ∈ M. Оскiльки теорема 3 є окремим випадком теореми 1, то за теоремою 1
iнших нерухомих точок вiдображення F немає.

Теорему 5 доведено.
Наслiдком теорем 2 i 5 є таке твердження.
Теорема 6. Нехай:
1)M— повний метричний простiр;
2) для деяких натурального числа m ∈ N \ {1} i чисел c та k, для яких c ≥ k > 1,

справджуються спiввiдношення
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c d(x, y) ≥ d (Fmx, Fmy) ≥ k d(x, y)

для всiх x, y ∈ M;
3)MFm 6= ∅.
Тодi вiдображення F має єдину нерухому точку x∗ ∈ MFm i для кожного x0 ∈ MFm

послiдовнiсть (xn)n≥1, для якої Fmxn = xn−1, n ≥ 1, збiгається до x∗.
Зауваження 4. Множина вiдображень, для яких не виконуються умови теореми 5 i

виконуються умови теореми 6, є непорожньою, що пiдтверджується таким прикладом.
Приклад 2. В якостi повного метричного простору M використаємо множину всiх

дiйсних чисел iз метрикою d(x, y) = |x−y|. Розглянемо неперервну функцiю f :M → M,
що визначається рiвнiстю

f(x) =


2x+ 2, якщо x < 0,
x+ 2, якщо 0 ≤ x < 1,
2x+ 1, якщо x ≥ 1.

Визначимо вiдображення F :M → M i F 2 :M → M за допомогою рiвностей

Fx = f(x) i F 2x = f(f(x)), x ∈ M.

Вiдображення F не є розтягувальним, оскiльки |Fx − Fy| = |x − y|, якщо x, y ∈ [0, 1].
Тому це вiдображення не задовольняє умови теореми 5.

Легко перевiрити, що

f(f(x)) =



4x+ 6, якщо x < −1,
2x+ 4, якщо − 1 ≤ x < −1

2
,

4x+ 5, якщо − 1

2
≤ x < 0,

2x+ 5, якщо 0 ≤ x < 1,
4x+ 3, якщо x ≥ 1.

Звiдси випливає, що вiдображення F 2 є сюр’єктивним i для всiх x, y ∈ M

4|x− y| ≥
∣∣F 2x− F 2y

∣∣ ≥ 2|x− y|.

Тому вiдображення Fm при m = 2 задовольняє умови теореми 6.
Легко перевiрити, що FixF = {−2}.
4. Застосування теореми 5 до теорiї рiзницевих рiвнянь. Наведемо умови iснування

обмежених розв’язкiв нелiнiйних рiзницевих рiвнянь iз розтягувальними коефiцiєнтами.
Використаємо наступнi позначення. Нехай E — довiльний банаховий простiр iз нор-

мою ‖ · ‖E , R — множина всiх дiйсних чисел i Z — множина всiх цiлих чисел. Позначимо
через C0 банаховий простiр усiх неперервних i обмежених на R функцiй x = x(t) з нор-
мою ‖x‖C0 = supt∈R ‖x(t)‖E , а через M банаховий простiр усiх обмежених двостороннiх
послiдовностей x = (xn)n∈Z векторiв xn ∈ E, n ∈ Z, з нормою ‖x‖M = supn∈Z ‖xn‖E .

Очевидно, що банаховi простори C0 i M є повними метричними просторами з метри-
ками d(x, y) = ‖x− y‖C0 i d(x,y) = ‖x− y‖M вiдповiдно.
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4.1. Рiзницевi рiвняння з неперервним аргументом. Розглянемо рiзницеве рiвняння

x(t) = f(x(t− 1)) + h(t), t ∈ R, (15)

де f : E → E — неперервне вiдображення i h ∈ C0.
Справджується таке твердження.
Теорема 7. Нехай:
1) виконуються спiввiдношення

c‖x− y‖E ≥ ‖f(x)− f(y)‖E ≥ k‖x− y‖E , x, y ∈ E, (16)

де c i k — додатнi числа, для яких c ≥ k > 1;
2) вiдображення f : E → E є сюр’єктивним.
Тодi для кожної функцiї h ∈ C0 рiвняння (15) має єдиний розв’язок x ∈ C0.
Доведення. Кожному h ∈ C0 поставимо у вiдповiднiсть вiдображення Fh : C

0 → C0 за
допомогою спiввiдношення

(Fhy)(t) = f(y(t− 1)) + h(t), t ∈ R,

де y ∈ C0. Тодi рiвняння (15) можна записати у виглядi

x(t) = (Fhx)(t), t ∈ R.

Оператор Fh задовольняє другу умову теореми 5, оскiльки завдяки (16) виконуються
спiввiдношення

c‖x− y‖C0 = c sup
t∈R
‖x(t)− y(t)‖E ≥ sup

t∈R
‖f(x(t))− f(y(t))‖E =

= sup
t∈R
‖(f(x(t− 1)) + h(t))− (f(y(t− 1)) + h(t))‖E = ‖Fhx− Fhy‖C0

i

‖Fhx− Fhy‖C0 = sup
t∈R
‖(f(x(t− 1)) + h(t))− (f(y(t− 1)) + h(t))‖E =

= sup
t∈R
‖f(x(t))− f(y(t))‖E ≥ k sup

t∈R
‖x(t)− y(t)‖E = k‖x− y‖C0 .

Покажемо, що вiдображення Fh є сюр’єктивним i, отже, задовольняє третю умову
теореми 5. Зафiксуємо довiльнi елемент z = z(t) простору C0 i число t ∈ R. Розглянемо
рiвняння

f(x(t− 1)) + h(t) = z(t).

Запишемо це рiвняння у виглядi

f(x(t− 1))− f(0) = z(t)− h(t)− f(0). (17)
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Оскiльки вiдображення f сюр’єктивне, то для кожного фiксованого t ∈ R рiвняння (17)
має розв’язок x(t− 1) ∈ E, для якого на пiдставi (16) i (17)

‖z(t)‖E + ‖h(t)‖E + ‖f(0)‖E ≥ ‖f(x(t− 1))− f(0)‖E ≥ k‖x(t− 1)‖E .

Отже,

sup
t∈R
‖x(t− 1)‖E ≤ ‖z‖C0 + ‖h‖C0 + ‖f(0)‖E . (18)

Завдяки (16) та (17) для довiльних t1, t2 ∈ R

k‖x(t1 − 1)− x(t2 − 1)‖E ≤ ‖f(x(t1 − 1))− f(x(t2 − 1))‖E =

= ‖z(t1)− h(t1)− (z(t2)− h(t2))‖E ≤

≤ ‖z(t1)− z(t2)‖E + ‖h(t1)− h(t2)‖E .

Звiдси та з неперервностi на R функцiй z i h випливає, що функцiя x є неперервною на R.
Тому завдяки (18) функцiя x = x(t) є елементом простору C0.

Отже, вiдображення Fh для кожного h ∈ C0 є сюр’єктивним.
Враховуючи також повноту простору C0, на пiдставi теореми 5 приходимо до виснов-

ку, що вiдображення Fh для кожного h ∈ C0 має єдину нерухому точку x∗ ∈ C0, тобто
для кожного h ∈ C0 рiвняння (15) має єдиний розв’язок x ∈ C0.

Теорему 7 доведено.
4.2. Рiзницевi рiвняння з дискретним аргументом. Розглянемо рiзницеве рiвняння

xn = fn(xn−1) + hn, n ∈ Z, (19)

де fn : E → E, n ∈ Z, — неперервнi вiдображення i h = (hn)n∈Z ∈ M.

Теорема 8. Нехай:
1) iснують числа c i k, для яких c ≥ k > 1 i виконуються спiввiдношення

c‖x− y‖E ≥ ‖fn(x)− fn(y)‖E ≥ k‖x− y‖E (20)

для всiх x, y ∈ E i n ∈ Z;
2) вiдображення fn, n ∈ Z, є сюр’єктивними.
Тодi для кожної послiдовностi h ∈ M рiвняння (19) має єдиний розв’язок x ∈ M.

Доведення. Кожному h ∈ M поставимо у вiдповiднiсть вiдображення Fh : M → M,
що визначається рiвнiстю

(Fhy)n = fn(yn−1) + hn, n ∈ Z,

де y = (yn)n∈Z ∈ M. Тодi рiвняння (19) можна записати у виглядi

xn = (Fhx)n, n ∈ Z.
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Оператор Fh задовольняє другу умову теореми 5, оскiльки завдяки (20) виконуються
спiввiдношення

c‖x− y‖M = c sup
n∈Z
‖xn − yn‖E = c sup

n∈Z
‖xn−1 − yn−1‖E ≥

≥ sup
n∈Z
‖fn(xn−1)− fn(yn−1)‖E =

= sup
n∈Z
‖(fn(xn−1) + hn)− (fn(yn−1) + hn)‖E = ‖Fhx− Fhy‖M

i

‖Fhx− Fhy‖M = sup
n∈Z
‖(fn(xn−1) + hn)− (fn(yn−1) + hn)‖E =

= sup
n∈Z
‖fn(xn−1)− fn(yn−1)‖E ≥

≥ k sup
n∈Z
‖xn−1 − yn−1‖E = k‖x− y‖M.

Покажемо, що вiдображення Fh є сюр’єктивним i, отже, задовольняє третю умову
теореми 5. Зафiксуємо довiльнi елемент z = (zn)n∈Z простору M i число n ∈ Z. Розгля-
немо рiвняння

fn(xn−1) + hn = zn.

Запишемо це рiвняння у виглядi

fn(xn−1)− f(0) = zn − hn − f(0). (21)

Оскiльки вiдображення fn, n ∈ Z, сюр’єктивнi, то для кожного n ∈ Z рiвняння (21) має
розв’язок xn−1 ∈ E, для якого на пiдставi (20) i (21)

‖zn‖E + ‖hn‖E + ‖f(0)‖E ≥ ‖fn(xn−1)− f(0)‖E ≥ k‖xn−1‖E .

Отже,
sup
n∈Z
‖xn−1‖E ≤ ‖z‖M + ‖h‖M + ‖f(0)‖E .

Звiдси випливає, що x = (xn)n∈Z ∈ M.
Отже, вiдображення Fh для кожного h ∈ M є сюр’єктивним.
Враховуючи також повноту простору M, на пiдставi теореми 5 приходимо до виснов-

ку, що вiдображення Fh для кожного h ∈ M має єдину нерухому точку x∗ ∈ M, тобто
для кожного h ∈ M рiвняння (19) має єдиний розв’язок x ∈ M.

Теорему 8 доведено.
Зауважимо, що iншi умови iснування обмежених розв’язкiв нелiнiйних рiзницевих рiв-

нянь можна знайти, наприклад, у [8 – 14].
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