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We prove exponential stability of the trivial torus for a certain class of nonlinear extensions of dynamical
systems on a torus. The obtained results can be applied to a study of stability of toroidal sets for a certain
class of impulsive dynamical systems.

Доказана экспоненциальная устойчивость тривиального тора для класса нелинейных расши-
рений динамической системы на торе. Полученные результаты применены к исследованию
устойчивости тороидальных множеств одного класса импульсных динамических систем.

Вступ. Одним iз важливих питань якiсної теорiї багаточастотних коливань є питання стiй-
костi iнварiантних множин динамiчних систем, визначених у прямому добутку m-вимiр-
ного тора та n-вимiрного евклiдового простору. Ключовi результати в цьому напрямку
одержано в роботах А. М. Самойленка (див., наприклад, [1]). У данiй роботi встановлено
новi умови експоненцiальної стiйкостi тривiального тора нелiнiйних розширень динамiч-
ної системи на торi, якi формулюються в термiнах властивостей правих частин системи не
на всьому торi, а лише на множинi неблукаючих точок [7]. Одержанi результати застосо-
вано до дослiдження стiйкостi тороїдальних множин одного класу iмпульсних динамiчних
систем. Вiдповiднi дослiдження для лiнiйних розширень динамiчних систем на торi було
проведено в роботах [3 – 5].

У прямому добутку m-вимiрного тора Tm та n-вимiрного евклiдового простору Rn
розглядається система диференцiальних рiвнянь

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= P (ϕ, x)x, (1)

де ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm)T ∈ Tm, x = (x1, . . . , xn)T ∈ Rn, функцiя P неперервна на Tm × Rn та
для кожного x ∈ Rn P (·, x), a(·) ∈ C(Tm), C(Tm) — простiр неперервних 2π-перiодичних
по кожнiй компонентi ϕv, v = 1, . . . ,m, функцiй, визначених на Tm.

Будемо вважати виконаними такi умови:
1) iснує M > 0 таке, що ‖P (ϕ, x)‖ ≤ M ∀ (ϕ, x) ∈ Tm × Rn;

2) для будь-якого r > 0 iснує L = L(r) > 0 таке, що ‖x′‖ ≤ r, ‖x′′‖ ≤ r ∀x′
, x

′′

∀ϕ ∈ Tm;

3)
∥∥∥P (ϕ, x′′

)
− P

(
ϕ, x

′
)∥∥∥ ≤ L

∥∥∥x′′ − x′
∥∥∥ ;

4) iснує A > 0 таке, що
∥∥∥a(ϕ′′

)
− a

(
ϕ

′
)∥∥∥ ≤ A

∥∥∥ϕ′′ − ϕ′
∥∥∥ ∀ϕ′

, ϕ
′′ ∈ Tm.
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Умова 4 гарантує, що система

dϕ

dt
= a(ϕ) (2)

породжує динамiчну систему на Tm, яку будемо позначати ϕt(ϕ).

Означення [7]. Точка ϕ ∈ Tm називається блукаючою точкою динамiчної системи
(2), якщо iснують окiл U(ϕ) i момент часу T = T (ϕ) > 0 такi, що

U(ϕ) ∩ ϕt(U(ϕ)) = ∅ ∀ t ≥ T.

Позначимо через Ω множину неблукаючих точок динамiчної системи (2). Оскiльки
Tm — компакт, то Ω — непорожня, iнварiантна, компактна пiдмножина Tm. Крiм того,
справедливим є таке твердження.

Лема 1 [7]. Для довiльного ε > 0 iснують T (ε) > 0, N(ε) > 0 такi, що для будь-якого
ϕ 6∈ Ω вiдповiдна траєкторiя ϕt(ϕ) знаходиться лише протягом скiнченного промiжку
часу, що не перевищує T (ε), поза ε-околом множини Ω, залишаючи цей окiл не бiльше
N(ε) разiв.

Основною метою роботи є встановлення достатнiх умов експоненцiальної стiйкостi
тривiального тора x = 0, ϕ ∈ Tm системи (1) у термiнах властивостей функцiї ϕ 7→
7→ P (ϕ, 0) на множинi неблукаючих точок Ω динамiчної системи (2), а також застосування
отриманих результатiв до дослiдження стiйкостi тороїдальних множин iмпульсних дина-
мiчних систем, породжених задачею (1).

Основний результат. Позначимо P̂ (ϕ, x) =
1

2

(
P (ϕ, x) + P T (ϕ, x)

)
для ϕ ∈ Tm, x ∈

∈ Rn, λ(ϕ, x) — найбiльше власне число P̂ (ϕ, x).

Теорема 1. Нехай виконується умова

λ(ϕ, 0) < 0 ∀ ϕ ∈ Ω. (3)

Тодi тривiальний тор системи (1) експоненцiально стiйкий, тобто iснують сталiK >
> 0, γ > 0, δ > 0 такi, що для всiх ϕ ∈ Tm та x0 ∈ Rn,

∥∥x0
∥∥ ≤ δ, справджується

нерiвнiсть ∥∥x (t, ϕ, x0
)∥∥ ≤ K

∥∥x0
∥∥ e−γt ∀ t ≥ 0, (4)

де x
(
t, ϕ, x0

)
— розв’язок задачi Кошi

dx

dt
= P (ϕt(ϕ), x)x, x(0) = x0. (5)

Доведення. Внаслiдок умови (3) та неперервної залежностi коренiв многочлена вiд
його коефiцiєнтiв [9] для деяких r > 0, γ > 0 виконується нерiвнiсть

λ(ϕ, x) < −γ ∀ ϕ ∈ Or(Ω) ∀ x, ‖x‖ < r. (6)
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Для фiксованих ϕ ∈ Tm та неперервної функцiї x : [0,+∞) 7→ Rn, supt≥0 ‖x(t)‖ < r,
розглянемо задачу Кошi

dy

dt
= P (ϕt(ϕ), x(t))y, y(0) = x0. (7)

Для її розв’язку y(t) з нерiвностi Важевського [8] маємо оцiнку

‖y(t)‖ ≤ ‖x0‖ exp


t∫

0

λ(ϕs(ϕ), x(s)) ds

 ∀ t ≥ 0. (8)

Якщо ϕ належить Or(Ω) i ϕs(ϕ) ∈ Or(Ω) ∀ s ≥ 0, то згiдно з (6)

‖y(t)‖ ≤
∥∥x0
∥∥ e−γt ∀ t ≥ 0. (9)

Якщо ϕ належить Or(Ω), але iснує τ > 0 таке, що ϕs(ϕ) ∈ Or(Ω) ∀ s ∈ [0, τ), ϕτ (ϕ) 6∈
6∈ Or(Ω), то для t ∈ [0, τ) має мiсце оцiнка (9), а для t ≥ τ з (8) одержуємо

‖y(t)‖ ≤
∥∥x0
∥∥ e−γτ exp


t∫

τ

λ(ϕs(ϕ), x(s)) ds

 =

=
∥∥x0
∥∥ e−γτ exp


t−τ∫
0

λ(ϕs(ϕτ (ϕ), x(s))ds

 . (10)

Залишилось розглянути випадок ϕ 6∈ Or(Ω). Згiдно з лемою 1 iснують N(ϕ, r) ≤ N(r),

{τi(ϕ, r)}N(ϕ,r)+1
i=1 ,

∑N(ϕ,r)+1
i=1 τi(ϕ, r) =: T (ϕ, r) ≤ T (r), {t0 = 0, ti(ϕ, r)}N(ϕ,r)

i=1 такi, що

ϕt(ϕ) ∈ Or(Ω) ∀ t ∈
N(ϕ,r)⋃
k=1

(
k∑
i=1

(τi + ti−1),

k∑
i=1

(τi + ti)

)⋃N(ϕ,r)+1∑
i=1

(τi + ti−1),+∞

 .

Покладемо
C = max

ϕ∈Tm, ‖x‖≤r
|λ(ϕ, x)|.

Тодi для 1 ≤ k ≤ N(ϕ, r), t ∈
[∑k

i=1(τi + ti−1),
∑k

i=1(τi + ti)
]

та для всiх t ≥
∑N(ϕ,r)+1

i=1 (τi+

+ti−1) отримуємо

exp


t∫

0

λ(ϕs(ϕ), x(s) ds

 ≤ exp

{
(C + γ)

k∑
i=1

τi

}
e−γt. (11)

З (9) – (11) для довiльних ϕ ∈ Tm та неперервної функцiї x : [0,+∞) 7→ Rn, supt≥0 ‖x(t)‖ <
< r, для розв’язку задачi (7) остаточно одержуємо

‖y(t)‖ ≤ K‖x0‖e−γt ∀ t ≥ 0, (12)
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де K = e2(C+γ)T (r).
Щоб одержати аналогiчну оцiнку для x

(
t, ϕ, x0

)
, виберемо x0 так, щоб ‖x0‖ ≤

≤ r

2K
, i розглянемо послiдовнiсть задач (7)

dyn+1

dt
= P (ϕt(ϕ), yn(t))yn+1, yn+1(0) = x0, (13)

де n ≥ 0, y0(t) ≡ x0.
Згiдно з (12)

‖yn(t)‖ ≤ K
∥∥x0
∥∥ e−γt ≤ r

2
∀ t ≥ 0 ∀ n ≥ 1. (14)

Тодi для довiльного T > 0 i всiх t ∈ [0, T ] справджуються оцiнки

‖y1(t)− y0(t)‖ ≤ Mrt,

‖yn+1(t)− yn(t)‖ ≤
t∫

0

(Lr‖yn(s)− yn−1(s)‖+M‖yn+1(s)− yn(s)‖) ds ∀ n ≥ 1,

де додатнi сталi M i L = L(r) взято з умов 2, 3. Тепер з нерiвностi Гронуолла виводимо,
що для всiх n ≥ 0, t ∈ [0, T ]

‖yn+1(t)− yn(t)‖ ≤ Mr
(Lr)neMTn

(n+ 1)!
tn+1. (15)

Оцiнка (15) означає, що

yn → y в C ([0, T ];Rn) ∀ T > 0. (16)

Переходячи до границi в (13), внаслiдок єдиностi розв’язку задачi Кошi для (1) одержуємо
y(t) ≡ x

(
t, ϕ, x0

)
. Крiм того, з (14) виводимо оцiнку∥∥x (t, ϕ, x0

)∥∥ ≤ K
∥∥x0
∥∥ e−γt ∀ t ≥ 0, (17)

яка справедлива для всiх x0 з
∥∥x0
∥∥ ≤ r

2K
та для всiх ϕ ∈ Tm.

Теорему 1 доведено.
Зауваження 1. Легко бачити, що оцiнки (6), (9) – (11) гарантують для довiльних ϕ ∈

∈ Tm виконання нерiвностi

exp


t∫

0

δ(ϕs(ϕ), r)ds

 ≤ Ke−γt ∀ t ≥ 0, (18)

де
δ(ϕ, r) = max

‖x‖≤r
λ(ϕ, x).
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Як приклад розглянемо на T1 × R2 систему

dϕ

dt
= − sin2

(ϕ
2

)
, (19)

dx1

dt

dx2

dt

 =

 − cos(ϕ+ x1) sin
(
ϕ+ x2

2

)
sin
(
ϕ− x3

2

)
− cos(ϕ+ x1)

( x1

x2

)
. (20)

Динамiчна система на T1, породжена (19), має множину неблукаючих точок

Ω = {ϕ = 0}.

Симетрична матриця P (0, 0̄) =

(
−1 0
0 −1

)
має власнi числа λ1 = λ2 = −1, отже, ви-

конано умову (6) i за теоремою 1 тривiальний тор системи (19), (20) є експоненцiально
стiйким.

Застосування до iмпульсної задачi. У фазовому просторi Tm × Rn розглядається
iмпульсна система диференцiальних рiвнянь

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= P (ϕ, x)x, (21)

4x|ϕ∈Γ = I(ϕ, x)x, (22)

де функцiї a, P задовольняють умови (1) – (4) та (2), I неперервна й обмежена на Tm×Rn
та I(·, x) ∈ C(Tm) для кожного x ∈ Rn.

Iмпульсна множина Γ задається рiвнiстю

Γ = {ϕ ∈ Tm | Φ(ϕ) = 0}, (23)

де Φ ∈ C(Tm). Будемо вважати, що для будь-якого ϕ ∈ Tm iснують {ti(ϕ)}∞i=1 ⊂ (0,+∞)
— коренi рiвняння Φ(ϕt(ϕ)) = 0, причому

∃ θ > 0 ∀ ϕ ∈ Tm ∀ i ≥ 1: ti+1(ϕ)− ti(ϕ) ≥ θ. (24)

Покладемо
α = max

ϕ∈Γ
‖E + I(ϕ, 0)‖,

де E — одинична матриця.
Теорема 2. Нехай виконується умова (24) i

1

θ
lnα+ λ(ϕ, 0) < 0 ∀ ϕ ∈ Ω. (25)

Тодi тривiальний тор системи (21), (22) є експоненцiально стiйким.
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Доведення. Без обмеження загальностi будемо вважати, що α > 1. Тодi з нерiвностi
(25) та мiркувань неперервностi отримуємо, що для деяких r > 0, γ > 0 справджується
нерiвнiсть

1

θ
lnα(r) + δ(ϕ, r) ≤ −γ ∀ ϕ ∈ Or(Ω), (26)

де
α(r) = max

ϕ∈Γ,‖x‖≤r
‖E + I(ϕ, x)‖, δ(ϕ, r) = max

‖x‖≤r
λ(ϕ, x).

Вибираючи ‖x0‖ ≤ r

2K2α(r)
, ϕ ∈ Tm, для розв’язку x(t) iмпульсної задачi (21), (22) з

x(0) = x0 на iнтервалi [0, t1] згiдно з (17) маємо

‖x(t)‖ ≤ r

2Kα(r)
≤ r

2
.

Отже,

‖x(t)‖ ≤
∥∥x0
∥∥ exp


t∫

0

δ(ϕs(ϕ), r)ds

 ≤ K
∥∥x0
∥∥ e−γt ∀ t ∈ [0, t1],

‖x(t1 + 0)‖ ≤ α(r)‖x(t1)‖ ≤ r

2K
.

Аналогiчно, з (17) на iнтервалi [t1, t2] отримуємо ‖x(t)‖ ≤ r

2
, oтже,

‖x(t)‖ ≤ ‖x(t1 + 0)‖ exp


t∫

t1

δ(ϕs(ϕ), r)ds

 ≤

≤ ‖x0‖α(r) exp


t∫

0

δ(ϕs(ϕ), r)ds

 ≤
≤ Kα(r)

∥∥x0
∥∥ e(−γ− 1

θ
lnα(r))t,

‖x(t2 + 0)‖ ≤ α(r)‖x(t2)‖ ≤ r

2K
e−γθ ∀ t ∈ [t1, t2].

Продовжуючи цей процес, на n-му кроцi одержуємо

‖x(tn + 0)‖ ≤ α(r)‖x(tn)‖ ≤ r

2K
e−(n−1)γθ,

‖x(t)‖ ≤ Kα(r)
∥∥x0
∥∥ e−γt ∀ t ∈ [tn, tn+1],

що i означає шукану експоненцiальну стiйкiсть.
Теорему 2 доведено.
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