
УДК 517.5

РОЗСIЮВАННЯ ЗНАЧЕНЬ ОДНIЄЇ ФРАКТАЛЬНОЇ НЕПЕРЕРВНОЇ
НЕМОНОТОННОЇ ФУНКЦIЇ КАНТОРIВСЬКОГО ТИПУ

М. В. Працьовитий, О. В. Свинчук

Нац. пед. ун-т iм. М. П. Драгоманова
вул. Пирогова, 9, Київ, 01601, Україна
e-mail: prats4444@gmail.com

7011990@ukr.net

We consider the Q∗5-representation of numbers,

[0, 1] 3 x = βα1(x)1 +

∞∑
k=2

βαk(x)k

k−1∏
j=1

qαj(x)j

 = ∆
Q∗

5

α1(x)α2(x)...αk(x)...
.

It is determined by the quinary alphabetA5 ≡ {0, 1, 2, 3, 4} and an infinite stochastic matrix ‖qik‖, i ∈ A5,

k ∈ N, with positive elements (q0k + q1k + q2k + q3k + q4k = 1) such that
∞∏
k=1

max
i
{qik} = 0, and β0k = 0,

βi+1,k = βik + qik, i = 0, 4. Using this representation we define continuous function of Cantor type by the
equality

f
(

∆
Q∗

5
α1...αk...

)
= δα1(x)1 +

∞∑
k=2

δαk(x)k

k−1∏
j=1

gαj(x)j

 ≡ ∆G
α1(x)...αk(x)...

,

where δ0n = 0, δ1n =
2 + εn

4
, δ2n =

2

4
= δ3n, δ4n =

2− εn
4

, i.e., δi+1,n = δin + gin, n ∈ N, and (εn) is

a given sequence of real numbers such that 0 ≤ εn ≤ 1.
We prove that this function is well defined, continuous and has no monotonicity intervals except for

the intervals where it is a constant. Criterion for the variation of the function to be bounded is also found.
We are particularly interested in the question about level sets of the function and topological and metric
properties of images of sets of Cantor type.

С использованием Q∗5-представления чисел

[0, 1] 3 x = βα1(x)1 +

∞∑
k=2

βαk(x)k

k−1∏
j=1

qαj(x)j

 = ∆
Q∗

5

α1(x)α2(x)...αk(x)...
,

которое определяется пятеричным алфавитом A5 ≡ {0, 1, 2, 3, 4} и бесконечной стохастиче-
ской матрицей ‖qik‖, i ∈ A5, k ∈ N, с положительными элементами (q0k+q1k+q2k+q3k+q4k = 1)

такой, что
∞∏
k=1

max
i
{qik} = 0, β0k = 0, βi+1,k = βik + qik, i = 0, 4, непрерывная функция канто-

ровского типа определяется равенством

f
(

∆
Q∗

5
α1...αk...

)
= δα1(x)1 +

∞∑
k=2

δαk(x)k

k−1∏
j=1

gαj(x)j

 ≡ ∆G
α1(x)...αk(x)...

,

где δ0n = 0, δ1n =
2 + εn

4
, δ2n =

2

4
= δ3n, δ4n =

2− εn
4

, т. е. δi+1,n = δin + gin, n ∈ N, при этом

(εn) — наперед заданная последовательность действительных чисел такая, что 0 ≤ εn ≤ 1.
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В работе обоснованы корректность определения, непрерывность функции, отсутствие
промежутков монотонности, за исключением интервалов постоянства, критерий ограничен-
ности вариации функции. Основное внимание уделяется вопросу уровней функции и тополого-
метрических свойств образов множеств канторовского типа.

Вступ. Бiльшiсть функцiй простору C[0; 1] мають у певному сенсi фрактальнi властивос-
тi. Однi з них мають самоафiннi або автомодельнi графiки, iншi — фрактальнi множини
нестабiльностi (несталостi), третi — фрактальнi рiвнi i т. д. Останнiм часом збiльшився
iнтерес до сингулярних функцiй (неперервних функцiй, вiдмiнних вiд констант, похiдна
яких майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега дорiвнює нулю) i насамперед до немонотон-
них. Серед них i функцiї канторiвського типу (функцiї, що мають нiде не щiльну мно-
жину нестабiльностi). Цим функцiям було придiлено увагу у роботах [9, 10]. Рiвнi таких
функцiй можуть бути iстотно масивними (мати додатну фрактальну розмiрнiсть Гаусдор-
фа – Безиковича). Тому розподiли їх значень потенцiйно є сумiшами розподiлiв чистих
лебегiвських типiв (дискретного, абсолютно неперервного, сингулярного).

У данiй роботi ми акцентуємо увагу на образах фрактальних множин канторiвсього
типу (досконалих нiде не щiльних множин) пiд дiєю неперервної немонотонної функцiї
канторiвського типу, залежної вiд параметрiв, яка має необмежену варiацiю.

НехайA5 = {0, 1, 2, 3, 4}— алфавiт п’ятiркової системи числення,L5 ≡ A5×A5×. . .—
простiр послiдовностей алфавiту, Q∗5 = ‖qij‖, j ∈ N, i ∈ A5, — нескiнченна стохастична
матриця з додатними елементами, що має такi властивостi:

1) q0j + q1j + q2j + q3j + q4j = 1, j ∈ N ;

2)
∞∏
j=1

max{q0j , q1j , q2j , q3j , q4j} = 0.

Теорема 1 [5]. Для будь-якого x ∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть (αk), αk = αk(x) ∈ L5,
така, що

x = βα11 +
∞∑
k=2

βαkk k−1∏
j=1

qαjj

 , (1)

де β0j = 0, βij =
∑i−1

k=0 qkj , i ∈ A5 \ {0}, j ∈ N.
Подання числа x у виглядi ряду (1) називається його Q∗5-представленням, а його сим-

волiчний запис x = ∆
Q∗5
α1(x)...αk(x)... — Q∗5-зображенням. При цьому αj(x) називається j-ю

Q∗5-цифрою зображення числа x.
Поняття j-ї Q∗5-цифри числа x, взагалi кажучи, не є коректно означеним, оскiльки

деякi числа мають два Q∗5-зображення. Це числа iз зображеннями

∆
Q∗5
α1...αk−1αk(0) = ∆

Q∗5
α1...αk−1[αk−1](4),

де круглi дужки символiзують перiод. Такi числа називають Q∗5-рацiональними, а числа,
що не мiстять перiод (0) або (4), мають єдине Q∗5-зображення i називаються Q∗5-iррацiо-
нальними.

В геометрiї зображень важливим є поняття цилiндра. Нагадаємо його.
Означення 1. Нехай (c1, c2, . . . , cm) — фiксований набiр символiв, ci ∈ A5. Цилiндром

рангу m з основою c1c2 . . . cm називається множина ∆
Q∗5
c1c2...cm , яка складається з усiх то-

чок x ∈ [0, 1], якi мають Q∗5-зображення таке, що αj(x) = cj , j = 1,m.
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Цилiндри мають такi властивостi:

1) цилiндр ∆
Q∗5
c1c2...cm є вiдрiзком з кiнцями

a = ∆
Q∗5
c1...cm(0) = βc11 +

m∑
k=2

βckk k−1∏
j=1

qcjj

 , b = ∆
Q∗5
c1...cm(4) = a+

m∏
i=1

qcii;

2) ∆
Q∗5
c1c2...cm =

4⋃
i=0

∆
Q∗5
c1c2...cmi

;

3)
∣∣∣∆Q∗5

c1c2...cm

∣∣∣ =
m∏
i=1

qcii;

4) max ∆
Q∗5
c1c2...cmi

= min ∆
Q∗5
c1c2...cm[i+1], i = 0, 3;

5)
∞⋂
m=1

∆
Q∗5
c1c2...cm = x = ∆

Q∗5
c1c2...cm... ∈ [0, 1] для довiльної послiдовностi (ci), ci ∈ A5.

Якщо для всiх i ∈ A5, j ∈ N виконується qij = qi, тобто всi стовпцi матрицi ‖qij‖
однаковi, то Q∗5-зображення називається Q5-зображенням; якщо ж при цьому qi =

1

5
, то

Q5-зображення є звичайним п’ятiрковим зображенням.
Вiдомо [5], що множина

C = C [Q∗5, V ] ≡ {x : x = ∆
Q∗5
α1α2...αm..., де αn ∈ V ⊂ A5 6= V }

є досконалою нiде не щiльною множиною, мiра Лебега якої обчислюється за формулою

λ(C) =
∞∏
k=1

(1−Wk), де Wk =
∑

i∈A5\V

qik.

Остання дорiвнює нулю тодi i тiльки тодi, коли
∑∞

k=1Wk = ∞.
1. Основний об’єкт дослiдження. Нехай (εn) — задана послiдовнiсть додатних дiйсних

чисел, до того ж 0 ≤ εn ≤ 1; (gn) = (g0n, g1n, g2n, g3n, g4n) — послiдовнiсть векторiв така,

що g0n = g4n =
2 + εn

4
, g1n = g3n =

−εn
4
, g2n = 0, n ∈ N.

Розглядається функцiя f, означена рiвнiстю

f(x) = δα1(x)1 +

∞∑
k=2

δαk(x)k

k−1∏
j=1

gαj(x)j

 ≡ ∆G
α1α2...αk...

, (2)

де δ0n = 0, δ1n =
2 + εn

4
, δ2n =

2

4
= δ3n, δ4n =

2− εn
4

, тобто

δ[i+1]n = δin + gin =
i∑

j=0

gjn, n ∈ N.
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Коректнiсть означення функцiї у точках, якi мають два Q∗5-зображення, обґрунтову-
ється рiвнiстю

f
(

∆
Q∗5
α1α2...αk(0)

)
− f

(
∆
Q∗5
α1α2...[αk−1](4)

)
=

=

k−1∏
j=1

gαjj

(δαkk − δ[αk−1]k − g[αk−1]k(δ4[k+1] + δ4[k+2]g4[k+1] + . . .)
)

=

=

k−1∏
j=1

gαjj

(δαkk − (δ[αk−1]k + g[αk−1]k

))
=

=

k−1∏
j=1

gαjj

 (δαkk − δαkk) = 0.

Теорема 2 [9]. Функцiя f(x) є неперервною на вiдрiзку [0; 1], причому

1) сталою на кожному цилiндрi вигляду ∆
Q∗5
c1c2...cm2 i, крiм цього, на цилiндрах

∆
Q∗5
c1c2...cn−11 i ∆

Q∗5
c1c2...cn−13, якщо εn = 0;

2) монотонною (а точнiше, неспадною) тодi i тiльки тодi, коли εn = 0, n ∈ N.
Вона набуває всiх значень з вiдрiзка [0, 1], не має промiжкiв монотонностi, крiм про-

мiжкiв сталостi, якщо нерiвнiсть εn 6= 0 виконується для нескiнченної множини зна-
чень n.

Наслiдок 1. Для того щоб функцiя f була сингулярною функцiєю канторiвського
типу, необхiдно i достатньо, щоб множина C = C [Q∗5, {0, 1, 3, 4}] мала нульову мiру
Лебега, тобто

∑∞
k=1 q2k = ∞.

Теорема 3. Варiацiя функцiї f обчислюється за формулою

V 1
0 (f) =

∞∏
i=1

(1 + εi).

Функцiя f має обмежену варiацiю тодi i тiльки тодi, коли

∞∑
i=1

εi < ∞. (3)

Доведення. Оскiльки

V1 =

4∑
i=0

∣∣∣f (∆
Q∗5
i+1,(0)

)
− f

(
∆
Q∗5
i(0)

)∣∣∣ = 1 + ε1,
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V2 = (1 + ε1)

4∑
i=1

∣∣∣f (∆
Q∗5
j+1,i+1,(0)

)
− f

(
∆
Q∗5
j,i(0)

)∣∣∣ = (1 + ε1)(1 + ε2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Vn =

n∏
i=1

(1 + εi),

то
Vn ≤ V 1

0 (f).

Бiльш того, можна довести, що

V 1
0 (f) = lim

n→∞
Vn.

Тодi

V 1
0 (f) = lim lim

n→∞

n∏
i=1

(1 + εi) =

∞∏
i=1

(1 + εi).

Враховуючи зв’язок мiж збiжнiстю нескiнченних добуткiв та рядiв, а саме,

0 <

∞∏
i=1

(1 + εi) < ∞ ⇔
∞∑
i=1

εi < ∞,

можемо стверджувати, що функцiя f(x) є функцiєю обмеженої варiацiї тодi i тiльки тодi,
коли виконується (3).

Теорему 3 доведено.
Наслiдок 2. Якщо послiдовнiсть (εn) є вiдокремленою вiд нуля, тобто 0 < ε0 ≤ εn,

зокрема εn = const > 0, то функцiя f є функцiєю необмеженої варiацiї.
Наслiдок 3. Якщо εn = bn, 0 < b < 1, то функцiя f є функцiєю обмеженої варiацiї.
Теорема 4. Якщо εn = 1, то множина всiх рiвнiв функцiї f, якi мiстять вiдрiзки

сталостi, є злiченною множиною, причому:

1) рiвень y0 = f
(

∆
Q∗5
(2)

)
=

1

2
мiстить лише один вiдрiзок сталостi;

2) кожен iз рiвнiв вигляду

y0 = f
(

∆
Q∗5
c1c2...cm0(2)

)
= f

(
∆
Q∗5
c1c2...cm3(2)

)
i y0 = f

(
∆
Q∗5
c1c2...cm1(2)

)
= f

(
∆
Q∗5
c1c2...cm4(2)

)
мiстить два вiдрiзки сталостi;

3) рiвень функцiї бiльше двох вiдрiзкiв мiстити не може.
Доведення. Очевидно, що промiжки сталостi функцiї вичерпуються цилiндрами: ∆

Q∗5
2 ,

∆
Q∗5
02 , ∆

Q∗5
12 , ∆

Q∗5
32 , ∆

Q∗5
42 i т. д., загальний вигляд яких ∆

Q∗5
c1c2...cm(2), де ci 6= 2, i = 1,m, m ∈ N,

тобто рiвнi, якi мiстять промiжки, мають вигляд f−1
(
f
(

∆
Q∗5
c1c2...cm(2)

))
. Оскiльки

f

∆
Q∗5
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

(2)

 6= f

∆
Q∗5
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

k

(2)
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при m 6= k, то таких рiвнiв злiченна кiлькiсть.

1. Доведемо, що рiвень y0 =
1

2
= f

(
∆
Q∗5
(2)

)
мiстить лише один вiдрiзок сталостi. Припу-

стимо, що знайдеться такий цилiндр, для якого виконується рiвнiсть f
(

∆
Q∗5
c1c2...cm(2)

)
=

1

2
.

Значення функцiї у внутрiшнiх точках цилiндра ∆
Q∗5
1 бiльшi за

1

2
, а на ∆

Q∗5
3 меншi за

1

2
.

Тому далi досить провести аналiз лише на цилiндрах ∆
Q∗5
0 i ∆

Q∗5
4 . Оскiльки графiк функцiї

f симетричний вiдносно точки C
(

1

2
,
1

2

)
, то зосередимось на дослiдженнi цилiндра ∆

Q∗5
0 .

Отже,

3

4

δc2 + δc3gc2 + . . .+ δcm

m−2∏
j=2

gcj +
1

2

m−1∏
j=2

gcj

 =
1

2
,

3

δc2 + δc3gc2 + . . .+ δcm

m−2∏
j=2

gcj +
1

2

m−1∏
j=2

gcj

 = 2.

Оскiльки добуток
∏m−1
j=2 gcj є правильним звичайним дробом зi знаменником 4m−2, а

δci — зi знаменником 4, то, домноживши останню рiвнiсть на 4m, отримаємо

3

4mδc2 + 4mδc3gc2 + . . .+ 4mδcm

m−2∏
j=2

gcj + 4m
1

2

m−1∏
j=2

gcj

 = 2 · 4m.

Звiдси видно, що лiва частина рiвностi дiлиться на 3, а права — нi. Отримана суперечнiсть

доводить, що рiвень
1

2
мiстить лише один вiдрiзок сталостi.

2. Доведемо, що всi iншi рiвнi мiстять два вiдрiзки сталостi. Нехай

A ≡ δc1 +
m∑
k=2

δck k−1∏
j=1

gcj

 .

Розглянемо рiзницю значень функцiї:

f
(

∆
Q∗5
c1c2...cm0(2)

)
− f

(
∆
Q∗5
c1c2...cm3(2)

)
= A+ g0

m∏
j=1

gcj
1

2
−A− δ3

m∏
j=1

gcj
1

2
− g3

m∏
j=1

gcj
1

2
=

=
3

8

m∏
j=1

gcj −
1

2

m∏
j=1

gcj +
1

8

m∏
j=1

gcj = 0,
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f
(

∆
Q∗5
c1c2...cm1(2)

)
− f

(
∆
Q∗5
c1c2...cm4(2)

)
=

= A+ δ1

m∏
j=1

gcj + g1

m∏
j=1

gcj
1

2
−A− δ4

m∏
j=1

gcj − g4

m∏
j=1

gcj
1

2
=

=
3

4

m∏
j=1

gcj −
1

8

m∏
j=1

gcj −
1

4

m∏
j=1

gcj −
3

8

m∏
j=1

gcj = 0.

Вiдповiднi значення збiгаються. Отже, данi рiвнi мiстять два вiдрiзки.
3. Тепер доведемо, що такi рiвнi мiстять не бiльше двох вiдрiзкiв. Розглянемо два ви-

падки.
1. Припустимо, що знайдеться такий цилiндр, для якого виконується рiвнiсть

f
(

∆
Q∗5
c1c2...cm0(2)

)
= f

(
∆
Q∗5
c1c2...cm...cm+k(2)

)
або

f
(

∆
Q∗5
c1c2...cm−k...cm0(2)

)
= f

(
∆
Q∗5
c1c2...cm−k(2)

)
, k ∈ N, k < m.

1.1. Нехай
f
(

∆
Q∗5
c1c2...cm0(2)

)
= f

(
∆
Q∗5
c1c2...cmcm+1...cm+k(2)

)
.

Тодi

3

8

m∏
j=1

gcj =

m∏
j=1

gcj

δcm+1 + . . .+ δcm+k

m+k−1∏
j=m+1

gcj +
1

2

m+k∏
j=m+1

gcj

 ,

3

8
= δcm+1 + . . .+ δcm+k

m+k−1∏
j=m+1

gcj +
1

2

m+k∏
j=m+1

gcj ,

3 = 8

δcm+1 + . . .+ δcm+k

m+k−1∏
j=m+1

gcj +
1

2

m+k∏
j=m+1

gcj

 .

Оскiльки добуток
∏m+k
j=m+1 gcj є правильним звичайним дробом зi знаменником 4k−1, а

δci — зi знаменником 4, то, домноживши останню рiвнiсть на 4k, отримаємо

3 · 4k = 8

4kδcm+1 + . . .+ 4kδcm+k

m+k−1∏
j=m+1

gcj + 4k
1

2

m+k∏
j=m+1

gcj

 .

Звiдси видно, що лiва частина рiвностi дiлиться на 3, а права — нi. Прийшли до супереч-
ностi.

1.2. Тепер нехай

f(∆
Q∗5
c1c2...cm−kcm−k+1...cm0(2)) = f(∆

Q∗5
c1c2...cm−k(2)).
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Тодi

m−k∏
j=1

gcj

δcm−k+1
+ . . .+ δ0

m∏
j=m−k+1

gcj +
3

8

m+1∏
j=m−k+1

gcj

 =
1

2

m−k∏
j=1

gcj ,

δcm−k+1
+ δcm−k+2

gcm−k+1
. . .+

3

8

m+1∏
j=m−k+1

gcj =
1

2
,

2δcm−k+1
+ 2δcm−k+2

gcm−k+1
. . .+ 3

m+1∏
j=m−k+1

gcj = 1.

Оскiльки добуток
∏m+1
j=m−k+1 gcj є правильним звичайним дробом iз знаменником 4k, а

δci — зi знаменником 4, то, домноживши останню рiвнiсть на 4k, отримаємо

2 · 4kδcm−k+1
+ 2 · 4kδcm−k+2

gcm−k+1
. . .+ 3 · 4k

m+1∏
j=m−k+1

gcj = 4k.

Звiдси видно, що права частина рiвностi дiлиться на 2, а лiва — нi, оскiльки останнiй до-
данок виразу не дiлиться на 2. Прийшли до суперечностi.

2. Припустимо, що знайдеться такий цилiндр, для якого виконується рiвнiсть

f
(

∆
Q∗5
c1c2...cm4(2)

)
= f

(
∆
Q∗5
c1c2...cm...cm+k(2)

)
або

f
(

∆
Q∗5
c1c2...cm4(2)

)
= f

(
∆
Q∗5
c1c2...cm−k(2)

)
.

2.1. Нехай
f
(

∆
Q∗5
c1c2...cm4(2)

)
= f

(
∆
Q∗5
c1c2...cmcm+1...cm+k(2)

)
.

Тодi

5

8

m∏
j=1

gcj =
m∏
j=1

gcj

δcm+1 + . . .+ δcm+k

m+k−1∏
j=m+1

gcj +
1

2

m+k∏
j=m+1

gcj

 .

Мiркуючи аналогiчно, отримуємо

5 · 4k = 8

4kδcm+1 + . . .+ 4kδcm+k

m+k−1∏
j=m+1

gcj + 4k
1

2

m+k∏
j=m+1

gcj

 .

Лiва частина рiвностi дiлиться на 5, а права — нi. Прийшли до суперечностi.
2.2. Тепер нехай

f
(

∆
Q∗5
c1c2...cm−kcm−k+1...cm4(2)

)
= f(∆

Q∗5
c1c2...cm−k(2)).
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Тодi
m−k∏
j=1

gcj

δcm−k+1
+ . . .+ δ0

m∏
j=m−k+1

gcj +
5

8

m+1∏
j=m−k+1

gcj

 =
1

2

m−k∏
j=1

gcj .

Мiркуючи аналогiчно, отримуємо

2 · 4kδcm−k+1
+ 2 · 4kδcm−k+2

gcm−k+1
. . .+ 5 · 4k

m+1∏
j=m−k+1

gcj = 4k.

Права частина рiвностi дiлиться на 2, а лiва — нi, оскiльки останнiй доданок виразу не
дiлиться на 2. Прийшли до суперечностi.

Отже, рiвень функцiї f бiльше двох вiдрiзкiв мiстити не може.
Теорему 4 доведено.
Зауваження. Далi в цiй роботi ми розглядаємо випадок εn = 1.
2. Образи множин канторiвського типу.
Теорема 5. При вiдображеннi f образом множини канторiвського типу:
1) C1 ≡ C [Q∗5; {1, 3}] є множина канторiвського типу C2 ≡ C[4; {1, 2}], причому вi-

дображення множини C1 у множину C2 є бiєктивним;
2) C3 ≡ C [Q∗5; {1, 2, 3}] є множина E = C2

⋃
M, де M — дискретна пiдмножина мно-

жини четвiрково-рацiональних чисел, а саме,

M =
{
y : y = ∆4

α1α2...αm−12(0), αi ∈ {1; 2}, m ∈ N
}
.

Доведення. 1. Нехай x ∈ C1, тобто x = ∆
Q∗5
α1α2...αn..., де αn ∈ {1, 3}.

Оскiльки g1 = −1

4
= g3, δ1 =

3

4
, δ3 =

2

4
= δ2, то δαn =

an
4
, де

an =

{
4− αn, якщо αn = 1,
5− αn, якщо αn = 3,

an ∈ {3; 2}, ∀n ∈ N. (4)

Тодi

δαn

n−1∏
j=1

gαj =
(−1)n−1an

4n

i

f(x) =
a1

4
− a2

42
+
a3

43
− a4

44
+ . . .+

a2k−1

42k−1
− a2k

42k
+ . . . =

=
a1

4
− 4− (4− a2)

42
+
a3

43
− 4− (4− a4)

44
+ . . . =

=
a1 − 1

4
+

4− a2

42
+
a3 − 1

43
+

4− a4

44
+ . . . =

=
c1

4
+
c2

42
+
c3

43
+
c4

44
+ . . . = ∆4

c1c2...cn...,
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де

cn =

{
an − 1, якщо n — непарне,
4− an, якщо n — парне, ∀n ∈ N. (5)

Оскiльки cn ∈ {1; 2}, то f(x) ∈ C2.
Якщо ж y ∈ C2, тобто

f(x) = y = ∆4
c1c2...cn..., де cn ∈ C2,

то
f−1(y) = ∆

Q∗5
α1α2...αn...,

де

αn =

{
4− an, якщо an = 3,
5− an, якщо an = 2,

αn ∈ {1; 3}, (6)

an =

{
cn − 1, якщо n — непарне,
4− cn, якщо n — парне, ∀n ∈ N. (7)

Оскiльки αn ∈ {1, 3}, то x ∈ C1. Отже, f(C1) = C2.
Бiєктивнiсть вiдображення f : C1 → C2 є наслiдком єдиностi Q∗5-представлення чисел

множини C1 i четвiркового представлення чисел множини C2 та наведених вище мiрку-
вань.

2. Очевидно, що C2
⋂
M = ∅. Оскiльки C [Q∗5; {1, 3}] ≡ C1 ⊂ C3, то для f(C3) ⊂ E

досить показати, що для x ∈ C3 \ C1 маємо f(x) ∈ M.
Нехай αm(x) = 2 i αj(x) 6= 2 при j < m. Тодi

f(x) = ∆4
c1c2...cm−12(0) = ∆4

c1c2...cm−11(3) = y ∈ M,

де ci обчислюється за формулами (4), (5).
Враховуючи попереднi мiркування, досить довести, що з y ∈ M маємо f−1(y) ∈ C3.

Нехай y = ∆4
c1c2...cm−12(0), де ci ∈ {1, 2}. Тодi f(x) = f(∆

Q∗5
α1...αm−12αm+1...

), де αj , j < m,

можна обчислити за формулами (6), (7), а αm+j — довiльнi цифри з {1; 2; 3}, належить
множинi C3. Таким чином, кожна точка множини E є прообразом принаймнi однiєї точки
множини C3.

Отже, f(C3) = E, що й потрiбно було довести.
Теорему 5 доведено.
Теорема 6. Нехай X = ∆

Q∗5
τ1τ2...τn... — випадкова величина, цифри (τn) Q∗5-зображення

якої є незалежними i мають розподiли P {τn = i} = pin, i = 0, 4, причому

∞∏
k=1

max
i
{pik} = 0. (8)

Розподiл випадкової величини Y = f(X) є:
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1) чисто дискретним, якщо

c =

∞∑
n=1

[
p2n

n−1∏
k=1

(1− p2k)

]
= 1;

2) нетривiальною сумiшшю дискретного i неперервного розподiлiв, якщо

0 <
∞∑
n=1

[
p2n

n−1∏
k=1

(1− p2k)

]
< 1,

причому

FY (x) = cFd(x) + (1− c)Fc(x),

де

Fd(x) =
∑

∆G
c1...cm2(0)

=xi<x

cj∈{0,1,3,4}

pxi , pxi = P {Y = ∆G
c1...cm2(0)};

3) сингулярним розподiлом канторiвського типу, якщо для будь-якого натурально-
го n мають мiсце рiвностi p0n = p2n = p4n = 0.

Доведення. Як вiдомо з теореми 4, множина рiвнiв функцiї f, якi мiстять вiдрiзки, є
злiченною. Бiльш того, рiвень не може мiстити бiльше двох вiдрiзкiв. Тому подiя

P {Y = f(∆
Q∗5
c1...cm2) = ∆G

c1...cm2(0)}

рiвносильна подiї

X ∈ ∆
Q∗5
c1...cm2,

якщо рiвень y0 = ∆G
c1...cm2(0) мiстить один вiдрiзок, або ж

X ∈ ∆
Q∗5
c1...cm2

⋃
∆
Q∗5
c′1...c

′
m2
,

де f
(

∆
Q∗5
c1...cm2(0)

)
= f

(
∆
Q∗5
c′1...c

′
m2(0)

)
, якщо рiвень мiстить два вiдрiзки.

У першому випадку, внаслiдок незалежностi цифр випадкової величини X, маємо

P {Y = f(∆
Q∗5
c1...cm2(0))} = P {X ∈ ∆

Q∗5
c1...cm2} ≡

(
m∏
i=1

pcii

)
p2,m+1.

У другому випадку вважатимемо, що число y = f
(

∆
Q∗5
c1...cm2(0)

)
має двi „складовi” y i

y∗, якi є формально рiзними числами.

Тому y = f
(

∆
Q∗5
c1...cm2(0)

)
є атомом розподiлу тодi i тiльки тодi, коли

pcii 6= 0 ∀i ∈ {1, 2, . . . ,m} i p2,m+1 6= 0.
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Сумарна маса атомiв розподiлу Y обчислюється за формулою

S =
∞∑
n=1

[
p2n

n−1∏
k=1

(p0k + p1k + p3k + p4k)

]
=
∞∑
n=1

[
p2n

n−1∏
k=1

(1− p2k)

]
.

Очевидно, що остання сума є скiнченним числом, причому вона мiстить скiнченну
кiлькiсть доданкiв, якщо iснує p2k = 1, i нескiнченну — у протилежному випадку.

Якщо p0n = p1n = p2n = p3n = p4n для всiх n ∈ N, то S = 1 i розподiл є чисто
атомарним (дискретним). Якщо ж всi pin рiзнi i S < 1, то, враховуючи теорему Лебега
про структуру ймовiрнiсної мiри, робимо висновок, що розподiл Y, маючи атоми, має i
нетривiальну неперервну компоненту.

Зауважимо, що S 6= 0, що є наслiдком неперервного розподiлу X.
Оскiльки p0n = p2n = p4n = 0, то для будь-якого n ∈ N спектром розподiлу випадко-

вої величини Y є множина канторiвського типу C2 = C[4; {1, 2}], якщо p2
1n + p2

3n 6= 1 для
всiх n ∈ N, або її пiдмножина, якщо для деякого m виконується рiвнiсть p2

1m + p2
3m = 1.

Тому згiдно з теоремою 5 мiра Лебега спектра розподiлу Y дорiвнює нулю.
Розподiл випадкової величини X є неперервним, тобто

∞∏
n=1

max
k
{pkn} = M = 0 =

∞∏
n=1

max{p1n, p3n}.

Тодi внаслiдок бiєктивностi вiдображення f : C1 → C2 розподiл Y атомiв не має. Отже,
вiн є сингулярним розподiлом канторiвського типу.

Теорему 6 доведено.
Лема 1. Має мiсце рiвнiсть

∆
G∗2
c1c2...cm01(0) = ∆

G∗2
c1c2...cm11(0). (9)

Доведення. Нехай ϕm ≡ δc1 +
∑m

k=2

(
δck
∏k−1
j=1 gcj

)
. Розглянемо рiзницю

∆
G∗2
c1c2...cm01(0) −∆

G∗2
c1c2...cm11(0) = ϕm + δ1g0

m∏
j=1

gcj − ϕm − δ1

m∏
j=1

gcj − δ1g1

m∏
j=1

gcj =

=
32

42

m∏
j=1

gcj −
3

4

m∏
j=1

gcj +
3

42

m∏
j=1

gcj = 0.

Отже, рiвнiсть (9) виконується.

Теорема 7. Образом множини C4 ≡ C [Q∗5; {0, 1}] при вiдображеннi f є вiдрiзок
[
0,

3

4

]
,

бiльшiсть точок якого мають єдине G∗2-зображення i лише точки його злiченної пiд-

множини мають два формально рiзнi зображення ∆
G∗2
c1c2...cm01(0) = ∆

G∗2
c1c2...cm11(0).

Доведення. Нехай E = f (C [Q∗5; {0, 1}]) . Доведемо, що E =

[
0,

3

4

]
.
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1. Нехай x ∈ C4, тобто x = ∆
Q∗5
α1α2...αn..., де αn ∈ {0, 1}. Тодi

f(x) = δα1(x) +
∞∑
k=2

δαk(x)

k−1∏
j=1

gαj(x)

 ≤ g0 =
3

4
.

Отже, E ⊂
[
0,

3

4

]
.

2. Нехай тепер y ∈
[
0,

3

4

]
, тобто y = ∆

G∗2
α1α2...αn..., де αn ∈ {0, 1};

∆∗c1c2...cm =
[
inf ∆

G∗2
c1c2...cm ; sup ∆

G∗2
c1c2...cm

]
,

де ci ∈ {0, 1}.
Оскiльки

[
0,

3

4

]
= ∆∗0 ∪∆∗1 = (∆∗00 ∪∆∗01) ∪ (∆∗11 ∪∆∗10) = . . . =

1⋃
c1=0

. . .

1⋃
cm=0

∆∗c1...cm ,

до того ж цi формально рiзнi цилiндричнi вiдрiзки не перекриваються (в цьому легко
переконатись, наприклад, ∆∗0 =

[
0; g2

0

]
, ∆∗1 =

[
g2

0; g0

]
, ∆∗00 =

[
0; g3

0

]
, ∆∗01 =

[
g3

0; g2
0

]
,

∆∗10 = [g0(1 + g0g1); g0] , ∆∗11 =
[
g2

0; g0(1 + g0g1)
]
, . . .), то

[
0,

3

4

]
= E.

Враховуючи попередню лему, завершуємо доведення теореми 7.
Теорема 8. Нехай X = ∆

Q∗5
τ1τ2...τn... — випадкова величина, цифри (τn) Q∗5-зображення

якої є незалежними i мають розподiли P{τn = i} = pin, i = 0, 4.

Якщо p2n = p3n = p4n = 0 для будь-якого n ∈ N, то розподiл випадкової величини
Y = f(X) = ∆

G∗2
η1η2...ηn..., яка закодована засобами двосимвольного алфавiту A2 = {0, 1}

у системi з нульовою надлишковiстю, цифри η1, η2, . . . , ηn, . . . зображення якої є неза-
лежними, має чистий лебегiвський тип, до того ж абсолютно неперервний, тодi i тiль-
ки тодi, коли

W =

∞∑
n=1

[(
1− 4

3
p0n

)2

+ (1− 4p0n)2

]
< ∞,

i сингулярний, коли W = ∞.
Доведення. Згiдно з лемою 7, випадкова величина Y набуває всiх значень з вiдрiзка[

0;
3

4

]
, майже всi точки якого (за винятком злiченної множини) мають єдине G∗2-зобра-

ження, до того ж

f
(

∆
Q∗5
0

)
= ∆

G∗2
0 =

[
0;

9

16

]
, f

(
∆
Q∗5
1

)
= ∆

G∗2
1 =

[
9

16
;
3

4

]
,

PY

(
∆
G∗2
0

)
= PX

(
∆
Q∗5
0

)
= p01, PY

(
∆
G∗2
1

)
= PX

(
∆
Q∗5
1

)
= p11.
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Бiльш того,

PY

(
f
(

∆
Q∗5
c1c2...cmi

))
= PX

(
∆
Q∗5
c1c2...cmi

)
= pi[m+1],

F ′Y (x) = lim
n→∞

PY

(
f
(

∆
Q∗5
α1α2...αn

))
∣∣∣f (∆

Q∗5
α1α2...αn

)∣∣∣ = lim
n→∞

n+1∏
i=1

(
pαii
|gαi |

)
=

= lim
n→∞

n+1∏
i=1

(
pαii

2−(−1)1−αi
4

)
=

∞∏
i=1

(
4pαii

2− (−1)1−αi

)
.

Для збiжностi останнього нескiнченного добутку необхiдно i достатньо, щоб збiгався

ряд
∑∞

i=1 ln

(
4pαii

2− (−1)1−αi

)
.

Оскiльки кожна точка y ∈
[
0;

3

4

]
є образом єдиної точки x ∈ C [Q∗5, {0, 1}] , де y =

= f(x), i бiльше того, цифри зображень x та y перебувають у спiввiдношеннi

αi(f(x)) =

{
0, якщо αi(x) = 0,
1, якщо αi(x) = 1,

то цифри G∗2-зображення випадкової величини Y є незалежними, як i цифри X, до того ж

PY {ηn = 0} = PX{τn = 0} = p0n, PY {ηn = 1} = PX{τ1 = 1} = p1n.

G∗2-зображення є самоподiбним зображенням, як i Q2-зображення чисел. Мiж вказаними
зображеннями легко встановлюється зв’язок (бiєкцiя, яка переводить одне в iнше, збе-
рiгає мiру Лебега i фрактальну розмiрнiсть Гаусдорфа – Безиковича). Це є основою для
висновку: методи обґрунтування чистоти розподiлу випадкової величини Y, її критерiй
абсолютної неперервностi (а отже, i сингулярностi) переносяться на дану ситуацiю. А от-
же, з вiдомих результатiв [5] для Q2-зображення отримуємо заключну частину теореми.

Теорему 8 доведено.

Лiтература

1. Працевитый Н. В. Случайные величины с независимыми Q2-символами // Асимптотические методы
в исследовании стохастических моделей. — Киев: Ин-т математики АН УССР, 1987. — С. 92 – 102.

2. Торбин Г. М., Працевитый Н. В. Случайные величины с независимыми Q∗-знаками // Случайные
эволюции: теор. и прикл. задачи. — Киев, 1992. — С. 95 – 104.

3. Турбин А. Ф., Працевитый Н. В. Фрактальные множества, функции, распределения. — Киев: Наук.
думка, 1992. — 208 с.

4. Працьовитий М. В. Розподiли сум випадкових степеневих рядiв // Доп. НАН України. — 1996. —
№ 5. — С. 32 – 37.

5. Працьовитий М. В. Фрактальний пiдхiд у дослiдженнях сингулярних розподiлiв. — Київ: Вид-во НПУ
iм. М. П. Драгоманова, 1998. — 296 с.

6. Працьовитий М. В., Замрiй I. В. Сингулярнiсть iнверсора цифр Q3-зображення дробової частини
дiйсного числа, його фрактальнi та iнтегральнi властивостi // Нелiнiйнi коливання. — 2015. — 18,
№ 1. — С. 55 – 70.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2018, т . 21, N◦ 1



130 М. В. ПРАЦЬОВИТИЙ, О. В. СВИНЧУК

7. Працьовитий М. В., Ратушняк С. П. Розподiл значень однiєї фрактальної функцiї вiд випадкового
аргумента // Наук. часопис НПУ iм. М. П. Драгоманова. Сер. 1. Фiз.-мат. науки. — 2014. — № 16 (2). —
С. 150 – 160.

8. Працьовитий М. В., Свинчук О. В. Сингулярнi немонотоннi функцiї, визначенi в термiнах Q∗s-зоб-
раження аргумента // Наук. часопис НПУ iм. М. П. Драгоманова. Сер. 1. Фiз.-мат. науки. — 2013. —
№ 15 (1). — С. 134 – 144.

9. Працьовитий М. В., Свинчук О. В. Про одну сiм’ю неперервних немонотонних сингулярних функцiй
канторiвського типу з фрактальними властивостями // Наук. часопис НПУ iм. М. П. Драгоманова.
Сер. 1. Фiз.-мат. науки. — 2015. — № 17. — С. 37 – 48.

10. Працьовитий М. В., Свинчук О. В. Розподiл значень однiєї сингулярної немонотонної функцiї кан-
торiвського типу // Математичнi проблеми механiки та обчислювальної математики: Зб. праць Iн-ту
математики НАН України. — 2017. — 14, № 2. — С. 110 – 121.

11. Працьовитий М. В., Торбiн Г. М., Гончаренко Я. В. Сучаснi задачi та проблеми сингулярних розподiлiв
ймовiрностей // Наук. зап.: Зб. наук. статей НПУ iм. М. П. Драгоманова. — 2001. — Вип. 42. — С. 18 –
20.

12. Працьовитий М. В., Фещенко О. Ю. Математичнi моделi двостороннiх динамiчних конфлiктiв i Q-
представлення чисел // Наук. часопис НПУ iм. М. П. Драгоманова. Сер. 1. Фiз.-мат. науки. — 2003. —
№ 4. — С. 260 – 269.

Одержано 04.01.18

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2018, т . 21, N◦ 1


