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We obtain necessary and sufficient conditions for the existence of solutions of the liner matrix periodic
boundary-value problem for a system of differential equations with concentrated delay in the critical case.
We derive conditions for the existence of the best solution (in the sense of the least-squares method) of the
liner matrix periodic boundary-value problem for the system of differential equations with concentrated
delay and find this solution.

Знайдено необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв лiнiйної матричної перiодичної задачi
для системи диференцiальних рiвнянь iз зосередженим запiзненням у критичному випадку. Отри-
мано умови iснування та зображення найкращого (у сенсi методу найменших квадратiв) розв’язку
лiнiйної матричної перiодичної задачi для системи диференцiальних рiвнянь iз зосередженим за-
пiзненням.

Постановка задачи. Исследована задача о построении T -периодических решений

Z(t) ∈ C1
α×β[0, T ] := C1[0, T ]⊗ Rα×β

системы дифференциальных уравнений с запаздыванием [1 – 5]

dZ(t)/dt = A(t)Z(t) + Z(t−∆)B(t) + F (t), (1)

где
A(t) ∈ C1

α×α[0, T ], B(t) ∈ C1
β×β[0, T ], F (t) ∈ C1

α×β[0, T ]

— непрерывные T -периодические матрицы. Вообще говоря, предполагаем α 6= β. Ма-
тричная дифференциальная периодическая задача для уравнения (1) с сосредоточенным
запаздыванием обобщает традиционные постановки задач как для матричных дифферен-
циальных уравнений [6 – 8], так и для дифференциальных уравнений с запаздыванием
[1 – 5]. Обозначим через Ξ(j) ∈ Rα×β, j = 1, 2, . . . , α · β, естественный базис [9] простран-
ства Rα×β. При этом задача о нахождении решений уравнения (1) приводит к задаче о
нахождении вектора z(t) ∈ C1

αβ[0;T ], компоненты которого zj(t) ∈ C1[0;T ] определяют
разложение матрицы

Z(t) =

αβ∑
j=1

Ξ(j)zj(t), zj(t) ∈ C1[a; b], j = 1, 2, . . . , α · β,
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по векторам Ξ(j) ∈ Rα×β базиса пространства Rα×β. Определим операторM[A] : Rm×n →
→ Rm·n как оператор, который ставит в соответствие матрице A ∈ Rm×n вектор-столбец
B := M[A] ∈ Rm·n, составленный из n столбцов матрицы A, а также обратный опера-
тор [10]

M−1[B] : Rm·n → Rm×n,

который ставит в соответствие вектору B ∈ Rm·n матрицу A ∈ Rm×n. Произведение
A(t)Z(t) представимо в виде

A(t)Z(t) := A(t)

αβ∑
k=1

Ξ(k)zk(t), M
[
A(t)Z(t)

]
= M(t) · z(t),

где

M(t) :=
[
Mk(t)

]α·β
k=1
∈ Cαβ×αβ[0, T ], Mk(t) =M

[
A(t)Ξ(k)

]
, k = 1, 2, . . . , α · β.

Аналогично

M
[
Z(t−∆)B(t)

]
= N(t) · z(t−∆), N(t) :=

[
Nk(t)

]α·β
k=1
∈ Rα·β×α·β,

где
Nj(t) =M

[
Ξ(k)B(t)

]
, k = 1, 2, . . . , α · β.

Таким образом, задача о построении решений матричного дифференциального уравне-
ния (1) приведена к задаче о нахождении решений z(t) ∈ C1

αβ[0;T ] традиционного диффе-
ренциального уравнения с запаздыванием [1 – 5, 11]

z′(t) = M(t) · z(t) +N(t) · z(t−∆) + f(t), f(t) :=M
[
F (t)

]
. (2)

Как известно [1], решение функционально-дифференциального уравнения с запаздывани-
ем (2)

z(t, c) = X(t)c+ k
[
f(s)

]
(t), c ∈ Rn,

представимо с помощью оператора Грина задачи Коши

k
[
f(s)

]
(t) :=

T∫
0

K(t, s)f(s) ds,

где K(t, s) — матрица Коши, представляющая при каждом фиксированном s решение
матричной задачи Коши

K ′t(t, s)−M(t) ·K(t, s)−N(t) ·K(t−∆, s), s, t ∈ [0, T ].

Фундаментальная матрица однородной части функционально-дифференциального урав-
нения с запаздыванием (2) имеет вид [1]

X(t) = K(t, 0) ∈ C1
αβ×αβ[0, T ].

Подставляя решениефункционально-дифференциального уравнения с запаздыванием (2) в
условие периодичности, приходим к задаче о нахождении решений матричного уравнения

Qc+ `k
[
f(s)

]
(·) = 0, `k

[
f(s)

]
(·) := k

[
f(s)

]
(0)− k

[
f(s)

]
(T ). (3)
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2. Условие разрешимости. В критическом случае (PQ∗ 6= 0) уравнение (3) разрешимо
тогда и только тогда, когда [1]

PQ∗
r
`k
[
f(s)

]
(·) = 0, (4)

при этом уравнение (3) имеет семейство решений

c = PQrcr −Q+`k
[
f(s)

]
(·), cr ∈ Rr.

Здесь PQ∗ — (αβ × αβ)-матрица-ортопроектор:

PQ∗ : Rα·β → N(Q∗), Q := X(0)−X(T ),

Q+ —псевдообратная (поМуру –Пенроузу)матрица;матрица PQr составленаиз r линейно-
независимых столбцов (αβ × αβ)-матрицы-ортопроектора

PQ : Rα·β → N(Q).

Матрица PQ∗
r
составлена из r линейно независимых строк ортопроектора PQ∗ . В критиче-

ском случае, при условии (4), периодическое решениефункционально-дифференциального
уравнения с запаздыванием (2) имеет вид

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s)

]
(t), Xr(t) := X(t)PQr , cr ∈ Rr,

где
G
[
f(s)

]
(t) := k

[
f(s)

]
(t)−X(t)Q+`k

[
f(s)

]
(·).

Такимобразом, в критическом случае, при условии (4), периодическое решениематричного
функционально-дифференциального уравнения с запаздыванием (1) имеет вид

Z(t, cr) = W (t, cr) +M−1
[
G
[
f(s)

]
(t)
]
, W (t, cr) :=M−1

[
Xr(t)cr

]
, cr ∈ Rr.

Таким образом, доказано следующее утверждение.
Теорема. В критическом случае (PQ∗ 6= 0) периодическая задача для уравнения (1)

разрешима тогда и только тогда, когда выполнено условие (4); при этом общее решение
T -периодической задачи для уравнения (1) имеет вид

Z(t, cr) = Wr(t, cr) +G
[
F (s)

]
(t), cr ∈ Rr,

где
G
[
F (s)

]
(t) :=M−1

{
G
[
f(s)

]
(t)
}

—обобщенный оператор Грина T -периодической задачи для уравнения (1), Wr(t, cr) —общее
T -периодическое решение однородной части системы (1).

Вкритическом случае [3, c. 33], а в случае постоянныхматрицM(t) ≡M и N(t) ≡ N —
и при наличии чисто мнимых корней λj = ± i kjT, i :=

√
−1, j ∈ Z, характеристического

уравнения
det
[
M +Ne−λ∆ − λ Iα·β

]
= 0,

сопряженная система [3, c. 30]

dy(t)/dt = −M∗(t)y(t)−N∗(t)y(t+ ∆)
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имеет семейство T -периодических решений вида

y(t, cr) = Hr(t)cr, cr ∈ Rr.

Периодическая задача для уравнения (2) разрешима тогда и только тогда, когда

T∫
0

H∗r (t)f(t) dt = 0. (5)

Здесь Hr(t) — (αβ× r)-матрица, составленная из r линейно-независимых T -периодичес-
ких решений сопряженной системы [3, c. 33]. Таким образом, условие (5) равносильно
условию (4). Заметим, что в качестве значения G[f(s)](t) обобщенного оператора Грина
T -периодической задачи для уравнения (2) может быть принято любое частное реше-
ние периодической задачи для этого уравнения. Для построения частного решения T -
периодической задачи для уравнения (2) можно воспользоваться эффективным методом
наименьших квадратов [12].

Пример 1. Исследуем задачу о нахождении 2π -периодических решений матричного
уравнения с запаздыванием

dZ(t)/dt = A(t)Z(t) + Z(t−∆)B(t) + F (t), ∆ :=
π

2
, (6)

где

A :=


1 0 0

0 0 0

0 0 0

, B :=


0 0 0

0 −1 0

0 0 −1

, F (t) :=


0 0 0

0 −4 sin 3t 0

0 0 0

.
Задача о построении решений матричного дифференциального уравнения (6) приводи-

тся к задаче о нахождении решений z(t) ∈ C1
9[0; 2π] традиционного дифференциального

уравнения с запаздыванием (2) посредством матриц

M =



1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0



, N =



0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 −1



,
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при этом характеристическое уравнение имеет кроме простого корня λ1 = 1 четырех-
кратный корень λ2 = 0 и двукратные чисто мнимые корни λ3,4 = ± i. Матрица, состав-
ленная из 8 линейно-независимых 2π -периодических решений системы (2) имеет вид

Xr(t) =



0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 cos t sin t 0 0 0

0 0 0 − sin t cos t 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 cos t sin t

0 0 0 0 0 0 − sin t cos t



.

Периодическая задача для уравнения (6) представляет критический случай, поскольку
PQ∗ 6= 0. При этом выполнено условие (5), следовательно, периодическая задача для урав-
нения (6) разрешима; здесь

Hr(t) = Xr(t) := X(t)PQr , PQ = PQ∗ = diag
(
1− e2π 0 0 . . . 0 0

)
,

кроме того

PQr =



0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1



.

Общее решение периодической задачи для уравнения (6) имеет вид
Z(t, cr) = Wr(t, cr) +G

[
F (s)

]
(t), cr ∈ R8,

где

G
[
F (s)

]
(t) =

0 0 0

0 cos 3t 0

0 0 0


— обобщенный оператор Грина периодической задачи для уравнения (6),

Wr(t, cr) =

 0 c3 c6

c1 c4 cos t c7 sin t

c2 −c5 sin t c8 cos t

, cr ∈ R8,

— общее 2π -периодическое решение однородной части системы (6).
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Утверждение доказанной теоремы является обобщением соответствующих утвержде-
ний [1 – 5] на случай матричной периодической задачи для уравнения (1) с запазды-
ванием.

В некритическом случае (PQ∗ = 0), при отсутствии T -периодических решений одно-
родной части системы (2), а в случае постоянных матриц M(t) ≡ M и N(t) ≡ N — и
при отсутствии чисто мнимых корней характеристического уравнения, система (3) разре-
шима для любых функций f(t). Следовательно, периодическая задача для уравнения (1)
разрешима для любых функций F (t). Заметим, что для квадратной матрицы Q условие
PQ∗ = 0 влечет за собой PQ = 0 и равносильно традиционному требованию detQ 6= 0.
Таким образом, доказано следующее утверждение.

Следствие. В некритическом случае (PQ∗ = 0) периодическая задача для уравнения (1)
разрешима для любых функций F (t), при этом решение T -периодической задачи для уравне-
ния (1) единственно и имеет вид

Z(t) = G
[
F (s)

]
(t),

где

G
[
F (s)

]
(t) :=M−1

{
k
[
f(s)

]
(t)−X(t)Q−1`k

[
f(s)

]
(·)
}

— обобщенный оператор Грина T -периодической задачи для уравнения (1).

Утверждение доказанного следствия является обобщением соответствующих утвер-
ждений [1 – 5] на случай матричной периодической задачи для уравнения (1) с запаздыва-
нием.

Пример 2. Исследуем задачу о нахождении 2π -периодических решений матричного
уравнения с запаздыванием

dZ(t)/dt = A(t)Z(t) + Z(t−∆)B(t) + F (t), ∆ :=
π

2
, (7)

где

A :=


1 0 0

0 1 0

0 0 1

, B :=


0 0 0

0 0 1

0 0 0

,

F (t) := −


0 0 0

0 1 1

0 0 0

.

Задача о построении решений матричного дифференциального уравнения (7) приводи-
тся к задаче о нахождении решений z(t) ∈ C1

9[0; 2π] традиционного дифференциального
уравнения с запаздыванием (2) посредством матриц M = I9 и
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N =



0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0



,

при этом характеристическое уравнение имеет девятикратный корень λ1 = 1. Нормальная
(X(0) = I9) фундаментальная матрица однородной части системы (2) имеет вид

X(t) =



et 0 0 0 0 0 0 0 0

0 et 0 0 0 0 0 0 0

0 0 et 0 0 0 0 0 0

0 0 0 et 0 0 0 0 0

0 0 0 0 et 0 0 0 0

0 0 0 0 0 et 0 0 0

0 0 0 t et−1 0 0 et 0 0

0 0 0 0 t et−1 0 0 et 0

0 0 0 0 0 t et−1 0 0 et



.

Поскольку

detQ = 1− 9 e+ 36 e2 − 84 e3 + 126 e4 − 126 e5 + 84 e6 − 36 e7 + 9 e8 − e9 6= 0,

постольку в задаче о нахождении 2π -периодических решений матричного уравнения с за-
паздыванием (7) имеет место некритический случай, следовательно, периодическая задача
для уравнения (7) разрешима для данной функции F (t); здесь

Q =



1− e 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1− e 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1− e 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1− e 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1− e 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1− e 0 0 0

0 0 0 −1 0 0 1− e 0 0

0 0 0 0 −1 0 0 1− e 0

0 0 0 0 0 −1 0 0 1− e



.
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Единственное решение периодической задачи для уравнения (7) имеет вид

Z(t) = G
[
F (s)

]
(t),

где

G
[
F (s)

]
(t) :=M−1

{
k
[
f(s)

]
(t)
}

=


0 0 0

0 1 0

0 0 0


— обобщенный оператор Грина периодической задачи для уравнения (6).

3. Наилучшее по методу наименьших квадратов решение матричной дифференциальной
краевой задачи с запаздыванием. Пусть ψ1(t), ψ2(t), . . . , ψk(t), . . . — система линейно
независимых непрерывно дифференцируемых вектор-функций. Обозначим (α · β × k)-
матрицу

ψ(t) :=
[
ψ1(t)ψ2(t) . . . ψk(t)

]
.

Приближение к решению функционально-дифференциального уравнения с запаздывани-
ем (2) ищем в виде

z(t) :=M
[
Z(t)

]
= ψ(t) · c, c ∈ Rk.

Потребуем выполнения условий

F (c) :=
∥∥z′(t)−M(t)z(t)−N(t)z(t−∆)− f(t)

∥∥2

L2[0,T ]
+
∥∥z(0)− z(T )

∥∥2

Rα·β → min

для фиксированной матрицы ψ(t). Обозначим через

Ξ̌(j) ∈ Rα·β, j = 1, 2, . . . , α · β,

базис пространства Rα·β и через cj , j = 1, 2, . . . , α · β, — константы, определяющие раз-
ложение вектора

c =

α·β∑
j=1

Ξ̌(j)cj , cj ∈ R1, j = 1, 2, . . . , α · β,

по векторам Ξ̌(j) ∈ Rα·β базиса пространства Rα·β. Заметим, что

ψ′(t) · c−M(t)ψ(t) · c−N(t)ψ(t−∆) · c =

=

α·β∑
j=1

{
ψ′(t) · Ξ̌(j) −M(t)ψ(t) · Ξ̌(j) −N(t)ψ(t−∆) · Ξ̌(j)

}
cj = Φ̌(t)c,

где
Φ̌(t) :=

[
Φ̌1(t)Φ̌2(t) . . . Φ̌k(t)

]
, j = 1, 2, . . . , α · β,

— (α · β × k)-матрица,

Φ̌j(t) :=
[
ψ′(t)−M(t)ψ(t)−N(t)ψ(t−∆)

]
· Ξ̌(j), c ∈ Rk.

Аналогично,
z(0)− z(T ) = Ψc, Ψ :=

[
Ψ1Ψ2 . . .Ψk

]
∈ Rα·β×k,
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где
Ψ̌j :=

[
ψ(0)− ψ(T )

]
· Ξ̌(j), j = 1, 2, . . . , α · β.

Необходимое условие минимизации функции F (c) приводит к уравнению

[
Γ
(
ψ(·)

)
+ Γ̌

(
ψ(·)

)]
· c =

b∫
a

Φ̌∗(t) f(t) dt,

разрешимому относительно вектора

c =
[
Γ
(
ψ(·)

)
+ Γ̌

(
ψ(·)

)]+ b∫
a

Φ̌∗(t) f(t) dt

при условии

Pψ

b∫
a

Φ̌∗(t) f(t) dt = 0, (8)

в частности, в случае невырожденности суммы (k × k)-матриц Грама [13]

Γ
(
ψ(·)

)
:=

T∫
0

Φ̌∗(t)Φ̌(t)dt, Γ̌
(
ψ(·)

)
:= Ψ̌∗Ψ̌.

Здесь
Pψ := P[Γ(ψ(·))+Γ̌(ψ(·))]∗ : Rk → N

[
Γ
(
ψ(·)

)
+ Γ̌

(
ψ(·)

)]∗
— (k×k)-матрица-ортопроектор. Таким образом, найдено наилучшее по методу наимень-
ших квадратов решение

z(t, ψ) = ψ(t)c, c =
[
Γ
(
ψ(·)

)
+ Γ̌

(
ψ(·)

)]+
b∫
a

Φ̌∗(t) f(t) dt

матричной периодической задачи для функционально-дифференциального уравнения с
запаздыванием (2), условия существования которого определяет следующая лемма.

Лемма. Для фиксированной матрицы ψ(t) при условии (8) наилучшее по методу наимень-
ших квадратов решениематричной периодической задачи дляфункционально-дифференциаль-
ного уравнения с запаздыванием (1) имеет вид

Z(t, ψ) =M−1
[
ψ(t)c

]
, c =

[
Γ
(
ψ(·)

)
+ Γ̌

(
ψ(·)

)]+
b∫
a

Φ̌∗(t) f(t) dt.

Заметим, что в случае ψ(0)−ψ(T ) = 0 вид наилучшего по методу наименьших квадра-
тов решения матричной периодической задачи для функционально-дифференциального
уравнения с запаздыванием (2) существенно упрощается:

Z(t, ϕ) =M−1
[
ψ(t)c

]
, c =

[
Γ
(
ψ(·)

)]+
b∫
a

Φ̌∗(t) f(t) dt.
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В случае разрешимости матричной периодической задачи для функционально-дифферен-
циального уравнения с запаздыванием при надлежащем выборе матрицы ψ(t) наилуч-
шее по методу наименьших квадратов решение Z(t, ϕ) матричной периодической за-
дачи для функционально-дифференциального уравнения с запаздыванием (1) является
точным решением. Утверждение доказанной леммы является обобщением соответствую-
щих утверждений [14] на случай матричной периодической задачи для функционально-
дифференциального уравнения с сосредоточенным запаздыванием (1).

Пример 3. Найдем наилучшее по методу наименьших квадратов решение матричной
периодической задачи для функционально-дифференциального уравнения с запаздыва-
нием (6).

Обозначим (9× 27)-мерную матрицу

ψ(t) := I9 ⊗ (1 sin 3t cos 3t).

Поскольку ψ(0)− ψ(T ) = 0, условие (8) определяет матрицу Грама

Γ
(
ψ(·)

)
= πdiag

(
2 640 10 0 9 9 0 9 9 0 17

17 2 16 16 2 16 16 0 17 17 2 16 16 2 16 16
)
∈ R27×27,

а также ее ортопроектор

Pψ := P[Γ(ψ(·))]∗ = diag
(
0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
)
∈ R27×27.

Поскольку условия (5) и (8) выполнены, находим наилучшее по методу наименьших ква-
дратов решение матричной периодической задачи для уравнения (6) с запаздыванием
Z(t, ψ), являющееся периодичным и совпадающее с частным решением G[F (s)](t), ранее
полученным в примере 1.

Предложенная в статье схема исследования матричной периодической задачи для
функционально-дифференциального уравнения с запаздыванием аналогично [15 – 19] мо-
жет быть перенесена на дифференциально-алгебраические краевые задачи. С другой сто-
роны, полученные в статье результаты могут быть аналогично [1, 20 – 24] перенесены на
матричные краевые задачи для функционально-дифференциальных уравнений в абстракт-
ных пространствах.

Авторы выражают сердечную благодарность академику НАН Украины А. М. Самой-
ленко за обсуждение полученных результатов, положенных в основу данной статьи.
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