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By using the method of alternating Lyapunov functions, we investigate the problem of regularity of linear
extensions of dynamical systems on manifolds. Structures of Lyapunov functions in the form of pencils of
quadratic forms are constructed.

Используя метод знакопеременных функций Ляпунова, исследуется вопрос регулярности линейных
расширений динамических систем на многообразиях. Строятся конструкции функций Ляпунова в
виде пучков квадратичных форм.

Одним iз важливих питань теорiї багаточастотних коливань є питання збереження обме-
жених iнварiантних многовидiв автономних систем диференцiальних рiвнянь при малих
збуреннях, а також поведiнка розв’язкiв в околi цих многовидiв [1 – 10].

Як вiдомо, введене в роботi [2] поняття функцiї Грiна –Самойленка задачi про iнварi-
антнi тори дало змогу з єдиної точки зору викласти теорiю збурення як диференцiйовних,
так i неперервних iнварiантнихмноговидiв.Питання iснуванняфункцiї Грiна –Самойленка
тiсно пов’язане з питанням iснування узагальненої функцiї Ляпунова, яка розглядається у
виглядi квадратичних форм [3 – 5]. Такi форми можуть змiнювати знак i вироджуватися в
деяких точках, а їх похiдна згiдно з системою рiвнянь є знаковизначеною. Досить часто
виникає задача побудови функцiї Ляпунова [6, 8]. Знання конкретного вигляду функцiї
Ляпунова дає можливiсть оцiнити величину збурення динамiчних систем, при яких зберi-
гаються обмеженi iнварiантнi многовиди. Задача конструкцiї функцiйЛяпунова для деяких
класiв лiнiйних розширень динамiчних систем на многовидах залишається актуальною.

Запропонована стаття є продовженням дослiджень, проведених в роботах [5, 6], i її
метою є з’ясування умов, за яких для системи (1) iснує функцiя Грiна –Самойленка про
обмеженi iнварiантнi многовиди.

Нагадаємо деякi поняття.
Нехай задано систему диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= f(x),

dy

dt
= A(x)y, (1)

де x ∈ Rm, y ∈ Rn, f(x) — вектор-функцiя, визначена, неперервна на Rm i локально
задовольняє умову Лiпшiца. Матриця A(x) є (n × n)-вимiрною, її елементами є дiйснi
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функцiї, визначенi, неперервнi й обмеженi на Rm. Додатково припускаємо, що кожний
розв’язок x(t;x0) задачi Кошi dx

dt
= f(x), x|t=0 = x0 визначений при всiх t ∈ R. Для цього

досить припускати, що для вектор-функцiї f(x) виконується оцiнка ‖f(x)‖ ≤ α1‖x‖+ α2 з
деякими невiд’ємними сталими α1, α2.

Будемо надалi використовувати наступнi позначення:C0 (Rm)—простiр дiйсних функ-
цiй, неперервних i обмежених на Rm, 〈y, ȳ〉 =

∑n

j=1
yj ȳj — скалярний добуток в Rn,

норма вектора ‖y‖ =
√
〈y, y〉, C ′ (Rm; f) — пiдпростiр простору C0 (Rm) таких функцiй

F (x), що суперпозицiя F (x(t;x0)) як функцiя змiнної t є неперервно диференцiйовною,
причому за означенням d

dt
F (x(t;x))

∣∣∣∣
t=0

df
= Ḟ (x) ∈ C0 (Rm).Норму (n×n)-вимiрної матрицi

G будемо розумiти як операторну норму: ‖G‖ = max
‖y‖=1

‖Gy‖, ‖S‖0 = sup
x∈Rm

‖S(x)‖. Ωt
τ (x0) —

фундаментальна матриця розв’язкiв лiнiйної системи dy
dt

= A(x(t;x0))y, нормована в точцi
t = τ : Ωt

τ (x0)
∣∣
t=τ

= In, In — одинична матриця.
Поряд iз системою (1) запишемо неоднорiдну систему

dx

dt
= f(x),

dy

dt
= A(x)y + h(x), (2)

де h(x) ∈ C0 (Rm).
Кажуть [4], що система (2) має обмежений iнварiантний многовид, визначений рiвнiстю

y = u(x),

якщо функцiя u(x) належить C ′ (Rm; f) i виконується тотожнiсть

u̇(x) ≡ A(x)u(x) + h(x) (3)

при всiх x ∈ Rm.
У випадку, коли функцiя y = u(x) є неперервно диференцiйовною, тотожнiсть (3)

записується у виглядi
m∑
j=1

∂u(x)

∂xj
fj(x) ≡ A(x)u(x) + h(x).

Означення [2]. Нехай iснує (n × n)-вимiрна матриця C(x) ∈ C0 (Rm) така, що для
функцiї вигляду

G0(τ, x) =

Ω0
τ (x)C(x(τ ;x)), τ ≤ 0,

Ω0
τ (x)[C(x(τ ;x))− In], τ > 0,

(4)

виконується оцiнка

‖G0(τ, x)‖ ≤ K exp{−γ|τ |} (5)

з деякими додатними сталими K, γ.
Тодi функцiю (4) прийнято називати функцiєю Грiна задачi про обмеженi iнварiантнi

многовиди системи (1).
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Iснування функцiї Грiна (4) дозволяє стверджувати, що система (2) має обмежений
iнварiантний многовид (3) при кожнiй функцiї h(x) ∈ C0 (Rm) , i його можна записати в
iнтегральному виглядi

y = u(x) =

+∞∫
−∞

G0(τ, x)h(x(τ ;x)) dτ.

Нагадаємо [4], що iснування невиродженої квадратичної форми V = 〈S(x)y, y〉
(detS(x) 6= 0 ∀x ∈ Rm), похiдна якої вздовж розв’язкiв системи (1) є знаковизначеною

V̇ =

〈[
m∑
j=1

∂S(x)

∂xj
fj(x) + S(x)A(x) +AT (x)S(x)

]
y, y

〉
≥ ‖y‖2,

забезпечує регулярнiсть цiєї системи, а це означає, що вона має єдину функцiю Грiна –
Самойленка. Якщо ж detS(x0) = 0 при деякому значеннi x = x0, то система (1) не має
функцiї Грiна –Самойленка для обмежених iнварiантних многовидiв.

Cправджується наступне твердження.
Теорема. Нехай iснують (n× n)-вимiрнi симетричнi матрицi Sj(x), j = 1, k, неперервно

диференцiйовнi й обмеженi на Rm, для яких виконуються нерiвностi〈[
Ṡj(x) + Sj(x)A(x) +AT (x)Sj(x)

]
Tjy, Tjy

〉
≥ ‖[Tj − Tj+1]y‖2 , j = 1, (k − 1), (6)〈[

Ṡk(x) + Sk(x)A(x) +AT (x)Sk(x)
]
Tky, Tky

〉
≥ ‖Tky‖2 (7)

з деякими (n×n)-вимiрними постiйнимиматрицями Tj , причомуматриця T1 є невиродженою
detT1 6= 0.

Тодi ми можемо стверджувати, що похiдна квадратичної форми

Vp =

k∑
j=1

pj 〈Sj(x)y, y〉 (8)

згiдно з системою (1) буде додатно визначеною при достатньо великих фiксованих значеннях
параметрiв p1 > p2 > p3 > . . . > pk > 0.

Доведення. Розглянемо спочатку суму двох матриць iз одним скалярним параметром
pk−1 > 0:

pk−1Sk−1(x) + Sk(x) = S̃(x). (9)

Покажемо, що iснує таке значення параметра pk−1 > 0, при якому буде виконуватися
нерiвнiсть 〈[

˙̃S (x) + S̃ (x)A (x) +AT (x) S̃ (x)
]
Tk−1y, Tk−1y

〉
≥ ω(pk−1)‖Tk−1y‖2 (10)

з деяким додатним коефiцiєнтом ω(pk−1).
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Пiдставляючи суму матриць (9) у лiву частину нерiвностi (10), одержуємо〈[
˙̃S(x) + S̃(x)A(x) +AT (x)S̃(x)

]
Tk−1y, Tk−1y

〉
=

= pk−1

〈[
Ṡk−1 + Sk−1A+ATSk−1

]
Tk−1y, Tk−1y

〉
+

+
〈[
Ṡk + SkA+ATSk

]
[Tk + (Tk−1 − Tk)] y, [Tk + (Tk−1 − Tk)] y

〉
. (11)

Далi, враховуючи нерiвностi (7) при j = k − 1, отримуємо оцiнку

pk−1

〈[
Ṡk−1 + Sk−1A+ATSk−1

]
Tk−1y, Tk−1y

〉
≥ pk−1

∥∥(Tk−1 − Tk)y
∥∥2, (12)

для додатних значень pk−1. Другий доданок у (11) запишемо у виглядi суми〈[
Ṡk + SkA+ATSk

]
[Tk + (Tk−1 − Tk)] y, [Tk + (Tk−1 − Tk)] y

〉
=

=
〈[
Ṡk + SkA+ATSk

]
Tky, Tky

〉
+ 2

〈[
Ṡk + SkA+ATSk

]
Tky, (Tk−1 − Tk)y

〉
+

+
〈[
Ṡk + SkA+ATSk

]
(Tk−1 − Tk)y, (Tk−1 − Tk)y

〉
(13)

Для першого доданка в рiвностi (13) маємо оцiнку знизу (7), а другий i третiй доданки
оцiнюємо знизу таким чином:

2
〈[
Ṡk + SkA+ATSk

]
Tky, (Tk−1 − Tk)y

〉
≥ −2l ‖Tky‖ ‖(Tk−1 − Tk)y‖ , (14)〈[

Ṡk + SkA+ATSk

]
(Tk−1 − Tk) y, (Tk−1 − Tk)y

〉
≥ −l ‖(Tk−1 − Tk)y‖2 , (15)

де додатна постiйна l визначається нерiвнiстю∥∥∥Ṡi(x) + Si(x)A(x) +AT (x)Si(x)
∥∥∥ ≤ l, i = 1, k. (16)

Враховуючи нерiвностi (12), (14), (15), iз рiвностi (11) отримуємо оцiнку〈[
˙̃S(x) + S̃(x)A(x) +AT (x)S̃(x)

]
Tk−1y, Tk−1y

〉
≥

≥ (pk−1 − l) ‖(Tk−1 − Tk)y‖2 − 2l‖Tky‖ ‖(Tk−1 − Tk)y‖+ ‖Tky‖2 . (17)

Позначимо ‖(Tk−1 − Tk)y‖ = t1, ‖Tky‖ = t2 i розглянемо квадратичну форму

Φ(t1, t2) = (pk−1 − l)t21 − 2lt1t2 + t22,

яка вiдповiдає правiй частинi нерiвностi (17).
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Для даної функцiї маємо оцiнку

Φ(t1, t2) ≥
pk−1 − l − l2

pk−1 − l + 1

(
t21 + t22

)
= 2ω(pk−1)

(
t21 + t22

)
. (18)

Далi зазначаємо, що, вибираючи параметр pk−1 > 0 таким чином, щоб pk−1 > l + l2,
коефiцiєнт

ω(pk−1) =
pk−1 − l − l2

2(pk−1 − l + 1)
(19)

стає додатним.
Отже, з нерiвностей (17), (18) маємо〈[

˙̃S(x) + S̃(x)A(x) +AT (x)S̃(x)
]
Tk−1y, Tk−1y

〉
≥

≥ pk−1 − l − l2

pk−1 − l + 1

(
‖(Tk−1 − Tk)y‖2 + ‖Tky‖2

)
≥

≥ pk−1 − l − l2

2(pk−1 − l + 1)
‖Tk−1y‖2 = ω(pk−1)‖Tk−1y‖2,

що й доводить нерiвностi (10) з додатним коефiцiєнтом ω(pk−1), тобто (19).
Тепер розглянемо суму матриць

pk−2Sk−2(x) + pk−1Sk−1(x) + Sk(x) = pk−2Sk−2(x) + S̃(x) = S̄(x) (20)

i переконаємося, що при достатньо великих значеннях параметра pk−2 > 0 виконується
нерiвнiсть 〈[

˙̄S + S̄A+AT S̄
]
Tk−2y, Tk−2y

〉
≥ ω(pk−2, pk−1)‖Tk−2y‖2, (21)

де

ω(pk−2, pk−1) =
[pk−2 − l(pk−1 + 1)]ω(pk−1)− l2(pk−1 + 1)2

2 [pk−2 − l(pk−1 + 1) + ω(pk−1)]
. (22)

Для цього в лiву частину нерiвностi (21) пiдставимо суму матриць (20). Отримуємо

pk−2

〈[
Ṡk−2 + Sk−2A+ATSk−2

]
Tk−2y, Tk−2y

〉
+

+
〈[

˙̃S + S̃A+AT S̃
]
Tk−2y, Tk−2y

〉
≥ pk−2 ‖(Tk−2 − Tk−1)y‖2 +

+
〈[

˙̃S + S̃A+AT S̃
]

[Tk−1 + (Tk−2 − Tk−1)] y, [Tk−1 + (Tk−2 − Tk−1)] y
〉

=

= pk−2 ‖(Tk−2 − Tk−1)y‖2 +
〈[

˙̃S + S̃A+AT S̃
]
Tk−1y, Tk−1y

〉
+
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+ 2
〈[

˙̃S + S̃A+AT S̃
]
Tk−1y, [(Tk−2 − Tk−1)] y

〉
+

+
〈[

˙̃S + S̃A+AT S̃
]

[(Tk−2 − Tk−1)] y, [(Tk−2 − Tk−1)] y
〉
.

Для оцiнки другого доданка цього виразу скористаємося нерiвнiстю (10), а третiй i четвер-
тий доданки вiдповiдно оцiнимо знизу:

2
〈[

˙̃S + S̃A+AT S̃
]
Tk−1y, [(Tk−2 − Tk−1)] y

〉
≥ −2l(pk−1 + 1)‖Tk−1y‖ ‖[(Tk−2 − Tk−1)] y‖ ,〈[

˙̃S + S̃A+AT S̃
]

[(Tk−2 − Tk−1)] y, [(Tk−2 − Tk−1)] y
〉
≥ −l(pk−1 + 1) ‖[(Tk−2 − Tk−1)] y‖2 .

Отже, оцiнка знизу для лiвої частини нерiвностi (21) набирає вигляду〈[
˙̄S + S̄A+AT S̄

]
Tk−2y, Tk−2y

〉
≥ (pk−2 − pk−1l − l) ‖[(Tk−2 − Tk−1)] y‖2−

− 2l(pk−1 + 1)‖Tk−1y‖ ‖[(Tk−2 − Tk−1)] y‖+ ω(pk−1) ‖Tk−1y‖2 ≥

≥ pk−2ω(pk−1)− l(pk−1 + 1)ω(pk−1)− l2(pk−1 + 1)2

pk−2 − l(pk−1 + 1) + ω(pk−1)
×

×
(
‖[(Tk−2 − Tk−1)] y‖2 + ‖Tk−1y‖2

)
≥

≥ pk−2ω(pk−1)− l(pk−1 + 1)ω(pk−1)− l2(pk−1 + 1)2

2 [pk−2 − l(pk−1 + 1) + ω(pk−1)]
‖Tk−2y‖2.

А це й є пiдтвердженням того, що справедлива нерiвнiсть (17).
Аналогiчно, для лiнiйної комбiнацiї симетричних матриць

Sp(x) = p1S1(x) + p2S2(x) + . . .+ pk−1Sk−1(x) + Sk(x)

отримуємо оцiнку〈[ .

Ṡp(x) +Sp(x)A(x) +AT (x)Sp(x)

]
T1y, T1y

〉
≥ ω(p1, p2, . . . , pk−2, pk−1)‖T1y‖2, (23)

де коефiцiєнт ω(p1, p2, . . . , pk−2, pk−1) задається рiвнiстю

ω(p1, p2, . . . , pk−2, pk−1) =

=
[p1 − l(1 + p2 + . . .+ pk−1)]ω(p2, . . . , pk−1)− l2(1 + p2 + . . .+ pk−1)

2

2[p1 − l(1 + p2 + . . .+ pk−1) + ω(p2, . . . , pk−1)]
.

Причому для додатних коефiцiєнтiв ω(pj , pj+1, . . . , pk−1), j = 1, 2, . . . , (k − 3), має мiсце
формула

ω(pj , pj+1, . . . , pk−1) =

=
[pj − l(1 + pj+1 + . . .+ pk−1)]ω(pj+1, . . . , pk−1)− l2(1 + pj+1 + . . .+ pk−1)

2

2 [pj − l(1 + pj+1 + . . .+ pk−1) + ω(pj+1, . . . , pk−1)]
,
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j = 1, 2, . . . , (k − 3).

Зауважимо, що при j = k − 2 маємо рiвнiсть (19), а постiйна l визначається
нерiвнiстю (16).

Таким чином, оскiльки в нерiвностi (23) матриця T1 є невиродженою, то ця нерiвнiсть й
означає, що похiдна згiдно з системою (1) квадратичної форми (8) буде додатно визначеною
при достатньо великих дiйсних значеннях параметрiв p1 > p2 > . . . > pk > 0. Цим i
закiнчується доведення теореми.

Як приклад застосування теореми розглянемо систему

dx1
dt

= sinx1,
dx2
dt

= 1,

dy1
dt

= (λ1 cosx1 − λ2thx2 − λ3)y1 + (λ1 cosx1 − λ2thx2)y2,
(24)

dy2
dt

= (λ2thx2 + λ3)y1 + (λ2thx2)y2,

dy1
dt

= (−λ2thx2 + λ3)y1 + (λ2thx2 − λ1 cosx1)y2 − (λ1 cosx1)y3,

де λi = const > 0, i = 1, 2, 3. У даному випадку матрицi Si, Ti вибираємо таким чином:

S1 =
1

2λ3


0 1 1

0 1

1 1 0

, S2 =
1

α2


0 0 0

0 thx2 0

0 0 0

, S3 =
1

α3


0 0 0

0 0 0

0 0 − cosx1

,

T1 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

, T2 =

0 0 0
0 1 0
0 0 1

, T3 =


0 0 0

0 0 0

0 0 1

,
де вiдповiдно

α2 = min

(
1

ch2x2
+ 2λ2th

2x2

)
=


1, λ2 ≥

1

2
,

2λ2, 0 < λ2 <
1

2
,

α3 = min
(
sin2 x1 + 2λ1 cos2 x1

)
=


1, λ1 ≥

1

2
,

2λ1, 0 < λ1 <
1

2
.

Обчисливши значення виразiв у лiвiй частинi нерiвностей (6), (7), отримуємо

S1A(x) +AT (x)S1 =


1 0 0

0 0 0

0 0 0

,
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Ṡ2 + S2A(x) +AT (x)S2 =
1

α2


0

(
λ2th

2x2 + λ3thx2
)

0(
λ2th

2x2 + λ3thx2
) (

1

ch2x2
+ 2λ2th

2x2

)
0

0 0 0

,
Ṡ3 + S3A(x) +AT (x)S3 =

=
1

α3


0 0 (λ2thx2 − λ3) cosx1

0 0 (λ1 cosx1 − λ2thx2) cosx1

(λ2thx2 − λ3) cosx1 (λ1 cosx1 − λ2thx2) cosx1
(
sin2 x1 + 2λ1 cos2 x1

)
.

Далi, легко перевiрити, що нерiвностi (6), (7) (k = 3) виконуються для системи (20) iз
записаними вище матрицями. Таким чином, завдяки системi (20) похiдна вiд квадратичної
форми

Vp = p1 (y1y2 + y1y3 + y2y3) + p2y
2
2thx2 − p3y23 cosx1 (25)

буде додатно визначеною при достатньо великих значеннях параметрiв p1 > p2 > p3.
Оскiльки домiнуюча квадратична форма y1y2+y1y3+y2y3 є невиродженою, то й квадратич-
на форма (24) буде невиродженою. Звiдси випливає, що система (24) має єдину функцiю
Грiна –Самойленка при будь-яких додатних значеннях λ1, λ2, λ3.

Зауваження. Система (24) буде регулярною i в тому випадку, коли на мiсцi додатної
постiйної λ3 пiдставити функцiю λ3 = λ3(x1, x2), яка є неперервною й обмеженою на R2 i
задовольняє умову inf

(x1,x2)∈R2
|λ3(x1, x2)| > 0, а постiйнi λ1, λ2 є додатними.
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