
УДК 517.956.3

АСИМПТОТИКА РОЗВ’ЯЗКIВ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ ЛIНIЙНИХ
СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
У ВИПАДКУ КРАТНОГО СПЕКТРА ГРАНИЧНОЇ МАТРИЦI
М. Б. Вiра
Нiжин. держ. ун-т iм. М. Гоголя
вул. Графська, 2, Нiжин, 16600, Україна
e-mail: Vyramaryna@gmail.com

We consider the problem of existense a solution for a boundary-value problem for the singular perturbed
linear systems of differential equations in case of multiple spectrum of the boundary matrix.

Розглядається питання про iснування розв’язку крайової задачi для сингулярно збуреної лiнiйної
системи диференцiальних рiвнянь у випадку кратного спектра граничної матрицi.

Розглянемо крайову задачу для системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь

ε
dx

dt
= A(t, ε)x+ f(t, ε) (1)

iз двоточковою крайовою умовою

Mx(0, ε) +Nx(T, ε) = d(ε), (2)

де t ∈ [0;T ], ε ∈ (0; ε0] — малий дiйсний параметр, x(t, ε), f(t, ε), d(ε) — вiдповiдно
шуканий та заданi n-вимiрнi вектори; M, N, A(t, ε) — квадратнi матрицi n-го порядку.

Нехай виконуються такi умови:
1◦ ) матриця A(t, ε) i вектор f(t, ε) допускають на вiдрiзку [0;T ] рiвномiрнi асимпто-

тичнi розвинення за степенями малого параметра ε :

A(t, ε) ∼
∞∑
k=0

εkAk(t), (3)

f(t, ε) ∼
∞∑
k=0

εkfk(t); (4)

2◦ ) коефiцiєнти розвинень Ak(t), fk(t) нескiнченно диференцiйовнi на вiдрiзку [0;T ];

3◦ ) головнаматриця A0(t) при всiх t ∈ [0;T ] має єдине власне значення λ0(t) кратностi
n, якому вiдповiдає один n-кратний елементарний дiльник (λ− λ(t))n;

4◦ ) вектор d(ε) зображається у виглядi асимптотичного розвинення
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d(ε) ∼
∞∑
k=0

εkdk

при ε→ 0.

Вiдомо, що основи теорiї асимптотичного iнтегрування системи (1) були отриманi на
початку XX столiття в працях Д. Бiркгофа [1], Я. Д. Тамаркiна [2]. Вони вивели асимп-
тотичнi формули для визначення n лiнiйно незалежних розв’язкiв системи (1) у випадку
простих коренiв характеристичного рiвняння

det(A0(t)− λE) = 0. (5)

Спроби узагальнення отриманих результатiв на випадок кратних коренiв характери-
стичного рiвняння (5) тривалий час були невдалими. I лише в 60-х роках XX столiття у
працях М. Шкiля [3, 4] було встановлено, що в разi кратних коренiв характеристичного
рiвняння (5) асимптотичнi розв’язки системи (1) можна будувати у виглядi розвинень за
дробовими степенями параметра, якi залежать вiд поведiнки збурювальних матриць Ai(t),
i = 1, 2, . . . .

Крайовi задачi типу (1), (2) дослiджувались у роботах [5 – 7]. При цьому в [5, 6] для
побудови асимптотики їхнiх розв’язкiв було використано метод регуляризацiї, а в [7] —
метод примежових функцiй. До цього часу автором було розглянуто поставлену задачу
[8 – 10], як правило, за умови простого спектра головного оператора. У данiй роботi уза-
гальнимо результати статтi [8] на бiльш складний випадок кратного спектра граничної
в’язки матриць.

Згiдно з умовою 3◦ та теорiєю асимптотичного iнтегрування [11] випливає, що влас-
ному значенню λ0(t) матрицi A0(t) вiдповiдає жорданiв ланцюжок векторiв завдовжки
n, який складається з власного вектора ϕ(t) та приєднаних векторiв ϕi(t), i = 2, n, що
задовольняють спiввiдношення

(A0(t)− λ0(t)E)ϕ(t) = 0,

(A0(t)− λ0(t)E)ϕi(t) = ϕi−1, i = 2, n,
(6)

а рiвняння

(A0(t)− λ0(t)E)x = ϕn(t), (7)

нерозв’язне при всiх t ∈ [0;T ]. Спершу знайдемо власний вектор ϕ(t). Тодi приєднанi
вектори виразимо формулами

ϕi(t) = (H(t))i−1ϕ(t), i = 2, n,

де H(t) — напiвобернена матриця до матрицi A0(t) − λ0(t)E. З умови розв’язностi рiв-
нянь (6) випливає тотожна рiвнiсть(

H i−1ϕ,ψ
)
≡ 0, i = 1, n− 1,
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де ψ(t) —власний вектор матрицi A∗0(t), спряженої з A0(t). А з нерозв’язностi рiвняння (7)
випливає (

Hn−1ϕ,ψ
)
6= 0 ∀t ∈ [0;T ].

Оскiльки вектор ψ(t) визначається з точнiстю до скалярного множника, знайдемо його
так, щоб (

Hn−1ϕ,ψ
)

= 1.

Тодi, взявши до уваги структуру напiвоберненої матрицi H(t), дiстанемо рiвнiсть(
H i−1ϕ,ψ

)
= δi,n, i = 1, 2, . . . ,

де δi,j — символ Кронекера.
У роботi [11, c. 123] показано, що однорiдна система рiвнянь

ε
dx

dt
= A(t, ε)x (8)

має n лiнiйно незалежних розв’язкiв вигляду

xi(t, ε) = ui(t, ε) exp

ε−1 t∫
t0

(λ0(τ) + λ(i)(τ, ε))dτ

 , (9)

де ui(t, ε) — n-вимiрнi вектор-функцiї, λ(i)(t, ε) — скалярнi функцiї, що зображаються
розвиненнями за дробовими степенями малого параметра. При цьому функцiя λ(i)(t, ε)
повинна задовольняти рiвняння розгалуження

(
λ(i)
)n

+

∞∑
s=1

εsL0s +

∞∑
k=1

∞∑
s=1

εsLks

[
(λ(i))k

]
= 0, (10)

коефiцiєнти якого виражаються формулами

L0s = (L̃0sϕ,ψ), s = 1, 2, . . . ,

де

L̃0s =

s∑
j=1

(−1)jP s
j (HΓ),

а
Lks

[(
λ(i)
)k]

=
(
L̃ks

[
(λ(i))k

]
ϕ,ψ

)
,

де

L̃ks =
s∑

j=0

s−j∑
r=0

(−1)rDj
[(
λ(i)
)k]

P s−j
j+k,r(H,HΓ),
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k = 1, 2, . . . , s = 0, 1, . . . .

Символом Pm
s,k(H,HΓ) позначено суму всiляких “добуткiв” s матричних множникiв H

i k операторних множникiв HΓj1 , HΓj2 , . . . ,HΓjk з натуральними iндексами, сума яких
дорiвнює m, де перший множник H в усiх цих множникiв “вилучається”, а

Γk(t) = Ak(t)− δk,1
d

dt
, k = 1, 2, . . . ;

P s
j (HΓ) утворюється аналогiчно як сума всiхможливих “добуткiв” операторнихмножникiв

HΓk1 , HΓk2 , . . . ,HΓkj , сума iндексiв яких дорiвнює s, вiд усiх доданкiв яких “вилучається”
перший множник H. (Причому вважатимемо, що P s

0 (HΓ) = 0 при s > 0, P 0
0 (HΓ) = E i

аналогiчно P s
0,0(H,HΓ) = 0 при s > 0, P 0

0,0(H,HΓ) = E .)
Символом Dj

[
λk
]
позначається диференцiальний вираз, що являє собою суму всiляких

“добуткiв” k функцiй λ(t) та оператора диференцiювання D =
d

dt
, причому останнiм

множником у всiх доданках цього виразу має бути λ. Наприклад,

D2
[
λ2
]

= D2λ2 +DλDλ+ λD2λ =
(
λ2
)′′

+

+
(
λλ′
)′

+ λλ′′ = 3
(
λλ′
)′

+ λλ′′ = 3
(
λ′
)2

+ 4λλ′′.

У роботi [8] показано, що коли функцiя λ(i)(t, ε) задовольняє рiвняння розгалужен-
ня (10), тодi вiдповiдний вектор ui(t, ε) зображається у виглядi формального розвинення

ui(t, ε) =
n−1∑
k=0

(
λ(i)
)k
Hkϕ+

∞∑
s=1

εsHL̃0sϕ+
∞∑
k=1

∞∑
s=1

εsHL̃ks

[(
λ(i)
)k]

ϕ. (11)

У [8] також здiйснено побудову асимптотики розв’язку крайової задачi за умови, що

L01(t) = −(Γ1ϕ,ψ) = −(A1ϕ,ψ) +
(
ϕ′, ψ

)
6= 0 ∀t ∈ [0;T ].

У данiй статтi узагальнимо запропоновану в [8] технiку на випадок, коли остання умова
не виконується, причому

L01(t) = −(Γ1ϕ,ψ) ≡ 0, (12)

L02(t) = −(Γ2ϕ,ψ) + (Γ1HΓ1ϕ,ψ) 6= 0 ∀t ∈ [t0;T ], (13)

L11(t) = ((HΓ1 + Γ1H)ϕ,ψ) 6= 0 ∀t ∈ [t0;T ]. (14)

У цьому випадку вiдповiдна дiаграма Ньютона складається з двох ланок — вiдрiзкiв,
що з’єднують точки (0; 2) i (1; 1) та (1; 1) i (n; 0) (рис. 1).

Оскiльки нахил першої ланки дорiвнює 1, а другої — 1

p
, де p = n− 1, то p розв’язкiв

рiвняння розгалуження можна побудувати за степенями µ = ε
1
p у виглядi розвинення

λ(i)(t, ε) =

∞∑
k=1

µkλ
(i)
k (t), i = 1, n− 1, (15)
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а один — за цiлими степенями ε :

λn(t, ε) =

∞∑
k=1

εkλ
(n)
k (t). (16)

При цьому першi коефiцiєнти цих розвинень знаходяться з вiдповiдних визначальних рiв-
нянь

λ
(j)
1 (t)L11 +

(
λ
(j)
1 (t)

)n
= 0, j = 1, p, (17)

L02(t) + λ
(n)
1 (t)L11(t) = 0. (18)

Завдяки умовам (12) – (14) з цих рiвнянь знайдемо n рiзних функцiй λ(j)1 (t) :

λ
(j)
1 (t) = p

√
|L11|

(
cos

arg(−L11) + 2π(j − 1)

p
+ i sin

arg(−L11) + 2π(j − 1)

p

)
, j = 1, p,

(19)

λ
(n)
1 (t) = −L02

L11
. (20)

Для знаходження наступних коефiцiєнтiв вiдповiдних розвинень пiдставимо ряд (15) у
рiвняння розгалуження (10). Отримаємо тотожнiсть

∞∑
k=n

µkP k
n

(
λ(i)
)

+
∞∑
k=p

µkL0, k
p

+
∞∑

k=p+1

µk

[
k−1
p

]∑
s=1

k−sp∑
j=1

Ljs

[
P k−sp
j

(
λ(i)
)]

= 0. (21)

Прирiвнявши в цiй тотожностi вирази при однакових степенях µ, з урахуванням (12)
прийдемо до нескiнченної системи рiвнянь, перше з яких збiгається з (17), а наступнi
мають вигляд

P k
n

(
λ(i)
)

+ L0, k
p

+

[
k−1
p

]∑
s=1

k−sp∑
j=1

Ljs

[
P k−sp
j

(
λ(i)
)]

= 0, k = p+ 2, p+ 3, . . . .
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Поклавши в них k + p замiсть k i взявши до уваги, що n = p+ 1, дiстанемо

P p+k
p+1

(
λ(i)
)

+ L
0, p+k

p
+

[
p+k−1

p

]∑
s=1

p+k−sp∑
j=1

Ljs

[
P p+k−sp
j

(
λ(i)
)]

= 0.

Виокремлюючи доданки, якi мiстять λ(i)k , маємо

(p+ 1)
(
λ
(i)
1

)p
λ
(i)
k + λ

(i)
k L11 + P̃ p+k

p+1

(
λ(i)
)

+ L
0, p+k

p
+

+

[
p+k−1

p

]∑
s=2

p+k−sp∑
j=1

Ljs

[
P p+k−sp
j

(
λ(i)
)]

+
k∑

j=2

Lj1

[
P k
j

(
λ(i)
)]

= 0.

Враховуючи, що згiдно з (17)
(
λ
(i)
1

)p
= −L11, звiдси одержуємо

λ
(i)
k (t) =

1

pL11

P̃ p+k
p+1

(
λ(i)
)

+ L
0, p+k

p
+

k∑
j=2

Lj1

[
P k
j

(
λ(i)
)]

+

+

[
p+k−1

p

]∑
s=2

p+k−sp∑
j=1

Ljs

[
P p+k−ps
j

(
λ(i)
)], k = 2, 3, . . . . (22)

Аналогiчно, пiдставивши в рiвняння (10) розвинення (16), дiстанемо рiвнiсть

∞∑
k=n

εkP k
n

(
λ(n)

)
+
∞∑
k=1

εkL0k +
∞∑
k=2

εk
k−1∑
s=1

k−s∑
j=1

Ljs

[
P k−s
j

(
λ(n)

)]
= 0.

Прирiвнявши в нiй вирази при однакових степенях ε i взявши до уваги (14), прийдемо
до нескiнченної системи рiвнянь, перше з яких (при k = 2) збiгається з визначальним
рiвнянням (18), а наступнi мають вигляд

P k
n

(
λ(n)

)
+ L0k +

k−1∑
s=1

k−s∑
j=1

Ljs

[
P k−s
j

(
λ(n)

)]
= 0, k = 3, 4, . . . . (23)

Поклавши в них k + 1 замiсть k i видiливши доданки, якi мiстять λ(n)k , отримаємо

λ
(n)
k (t) = − 1

L11

P k+1
n

(
λ(n)

)
+ L0,k+1 +

k∑
j=2

Lj1

[
P k
j

(
λ(n)

)]
+

+
k∑

s=2

k+1−s∑
j=1

Ljs

[
P k+1−s
j

(
λ(n)

)], k = 2, 3, . . . . (24)
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Пiдставивши розвинення (15) у вираз (11) i перегрупувавши доданки, як i в поперед-
ньому випадку, одержимо вiдповiднi розвинення для векторiв ui(t, ε) :

ui(t, ε) = ϕ+

p−1∑
k=1

µk
k∑

j=1

P k
j

(
λ(i)
)
Hjϕ+

∞∑
k=p

µk

 p∑
j=1

P k
j

(
λ(i)
)Hjϕ+

+HL̃0, k
p
ϕ+

[ k−1
p

]∑
s=1

k−sp∑
j=1

HL̃js

[
P k−sp
j

(
λ(i)
)]
ϕ, i = 1, p.

Так само, пiдставивши в (11) розвинення (16), дiстанемо вiдповiдне розвинення для
вектора un(t, ε) :

un(t, ε) = ϕ+
∞∑
k=1

εk

min(k,n−1)∑
j=1

P k
j

(
λ(n)

)
Hjϕ+HL̃0kϕ+

+
k−1∑
s=1

k−s∑
j=1

HL̃js

[
P k−s
j

(
λ(n)

)]
ϕ

. (25)

Для побудови загального розв’язку неоднорiдної системи (1) необхiдно також знайти її
частинний розв’язок. Припустивши для спрощення викладок, що

5◦) detA0(t) 6= 0 ∀t ∈ [t0;T ],

цей розв’язок легко побудуємо у виглядi розвинення

v(t, ε) =
∞∑
k=0

εkvk(t). (26)

Пiдставивши його в систему (1) i прирiвнявши вирази при однакових степенях ε, дiстанемо
такi рекурентнi формули для визначення коефiцiєнтiв vk(t) :

vk(t) = −A−10

[
fk −

k∑
s=1

Asvk−s − v′k−h

]
, k = 0, 1, . . . . (27)

Перейдемо тепер до побудови асимптотики розв’язку крайової задачi (1), (2). Для цього
припустимо, що виконується умова

6◦) Reλ0(t) < 0 ∀t ∈ [0;T ].

Розв’язок задачi (1), (2) будемо шукати у виглядi суми лiнiйної комбiнацiї побудованих
вище розв’язкiв однорiдної i частинного розв’язку (26) неоднорiдної систем:

x(t, ε) =
1

µn−1

n∑
i=1

ui(t, ε) exp

ε−1 t∫
t0

(λ0(τ) + λ(i)(τ, ε)) dτ

ci(ε) + v(t, ε), (28)
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де µ = ε
1

n−1 , функцiї λ(i)(t, ε), i = 1, n− 1, зображаються формальними розвиненнями
вигляду (15) за степенями µ, а λ(n)(t, ε) — за степенями ε, ci(ε), i = 1, n, — скалярнi
множники, якi пiдлягають визначенню.

Зауважимо, що наявнiсть множника µ−(n−1) обумовлена тим, що вектори ui(t, ε) будуть
лiнiйно незалежними, якщо в їхнiх вiдповiдних розвиненнях береться не менше нiж n
членiв.

Пiдставивши вектор (28) у крайову умову (2) i знехтувавши експоненцiально малими
доданками, дiстанемо

n∑
i=1

Mui(0, ε)ci(ε) = µn−1(d(ε)−Mv(0, ε)−Nv(T, ε)). (29)

Припустимо, що матриця M невироджена, тобто виконується умова
7◦) detM 6= 0.

Тодi, помноживши рiвняння (29) злiва на обернену до M матрицю, дiстанемо

n∑
i=1

ui(0, ε)ci(ε) = µn−1
(
M−1d(ε)− v(0, ε)−M−1Nv(T, ε)

)
.

Далi, пiдставивши вирази (11) для визначення векторiв ui(t, ε) в останнє рiвняння,
запишемо його у векторно-матричному виглядi

U(0, ε)c(ε) = n(ε), (30)

де

U(0, ε) =

(
P (0)Λ(0, ε) +H

∞∑
s=1

εs

[ ∞∑
k=0

L̃ks

[(
λ(1)

)k]
ϕ, . . . ,

∞∑
k=0

L̃ks

[(
λ(n)

)k]
ϕ

])
, (31)

P (t) =
[
ϕ,Hϕ, . . . ,Hn−1ϕ

]
,

Λ(t, ε) =


1 . . . 1

λ(1)(t, ε) . . . λ(n)(t, ε)
· · · · · · · · ·(

λ(1)(t, ε)
)n−1

. . .
(
λ(n)(t, ε)

)n−1
,

c(ε) = col (c1(ε), . . . , cn(ε)),

n(ε) = µn−1
(
M−1d(ε)− v(0, ε)−M−1Nv(T, ε)

)
.

Подамо матрицю U(0, ε) у виглядi ряду за степенями параметра µ. Врахувавши, що

(
λ(i)(t, ε)

)k
=
∞∑
j=k

µkP j
k

(
λ(i)
)
,
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матрицю Λ(t, ε) подамо у виглядi

Λ(t, ε) =



1 . . . 1 1
∞∑
k=1

µkP k
1

(
λ(1)

)
. . .

∞∑
k=1

µkP k
1

(
λ(n−1)

) ∞∑
k=1

µk(n−1)P k
1

(
λ(n)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∞∑
k=n−1

µkP k
n−1
(
λ(1)

)
. . .

∞∑
k=n−1

µkP k
n−1
(
λ(n−1)

) ∞∑
k=n−1

µk(n−1)P k
n−1
(
λ(n)

)


=

= diag
{

1, µ, . . . , µn−1
} (

Λ0(t) + µΛ1(t) + µ2Λ2(t) + . . .
)
,

де

Λ0(t) =


1 . . . 1 1

λ
(1)
1 . . . λ

(n−1)
1 0

· · · · · · · · · · · ·
(λ

(1)
1 )n−1 . . .

(
λ
(n−1)
1

)n−1
0

 ,

Λs(t) =


0 . . . 0 0

P s+1
1

(
λ(1)

)
. . . P s+1

1

(
λ(n−1)

)
P

s+1
n−1

1

(
λ(n)

)
· · · · · · · · · · · ·

P s+n−1
n−1

(
λ(1)

)
. . . P s+n−1

n−1
(
λ(n−1)

)
P

s+n−1
n−1

n−1
(
λ(n)

)

 , s = 1, 2, . . .

(елементи останнього стовпця цих матриць вiдмiннi вiд нуля тiльки в тому разi, коли в них
верхнi символи є цiлими числами, бiльшими за нижнi).

Аналогiчно, пiдставивши розвинення функцiй λi(t, ε), i = 1, n, у другий матричний
вираз виразу (31) маємо

∞∑
s=1

εs

[ ∞∑
k=0

HL̃ks

[(
λ(1)

)k]
ϕ, . . . ,

∞∑
k=0

HL̃ks

[(
λ(n)

)k]
ϕ

]
=

=

 ∞∑
k=n−1

µk
[ k
n−1 ]∑
s=1

k−s(n−1)∑
j=0

HL̃js

[
P

k−s(n−1)
j

(
λ(1)

)]
ϕ, . . .

. . . ,
∞∑

k=n−1
µk

[ k
n−1

]∑
s=1

k−s(n−1)∑
j=0

HL̃js

[
P

k−s(n−1)
j

(
λ(n−1)

)]
ϕ,

∞∑
k=1

µ(n−1)k

HL̃0k +
k−1∑
s=1

k−s∑
j=1

HL̃js

[
P k−s
j

(
λ(n)

)]
ϕ

.
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Позначивши

r
(i)
k = P−1H

[ k
n−1 ]∑
s=1

k−s(n−1)∑
j=0

L̃js

[
P

k−s(n−1)
j

(
λ(i)
)]
ϕ, i = 1, n− 1, k = n− 1, n, . . . , (32)

r
(n)
k = P−1H

L̃0kϕ+
k−1∑
s=1

k−s∑
j=1

L̃js

[
P k−s
j

(
λ(n)

)]
ϕ

, k = 1, 2, . . . , (33)

цей вираз подамо у виглядi

P

[ ∞∑
k=n−1

µkr
(1)
k , . . . ,

∞∑
k=n−1

µkr
(n−1)
k ,

∞∑
k=1

µ(n−1)kr
(n)
k

]
.

Врахувавши останнє перетворення, помножимо тепер рiвняння (30) злiва на матрицi
P−1(0) та diag

{
1, µ−1, . . . , µ−(n−1)

}
i зведемо його до вигляду( ∞∑

k=0

µk(Λk(0) +Rk(0))

)
c(ε) = ñ(ε), (34)

де
ñ(ε) = diag

{
1, µ−1, . . . , µ−(n−1)

}
P−1(0)n(ε).

Позначивши через
(
rik
)
j
j -й елемент вектора rik, матрицi Ri набувають вигляду

R0 =


0 . . . 0 0

· · · · · · · · · · · ·

0 . . . 0 0(
r
(1)
n−1

)
n

. . .
(
r
(n−1)
n−1

)
n

(
r
(n)
1

)
n

,

R1 =



0 . . . 0 0

· · · · · · · · · · · ·

0 . . . 0 0(
r
(1)
n−1

)
n−1

. . .
(
r
(n−1)
n−1

)
n−1

(
r
(n)
1

)
n−1(

r
(1)
n

)
n

. . .
(
r
(n−1)
n

)
n

0


,

Rn−2 =


0 . . . 0 0(

r
(1)
n−1

)
2

. . .
(
r
(n−1)
n−1

)
2

(
r
(n)
1

)
2

· · · · · · · · · · · ·(
r
(1)
2n−3

)
n

. . .
(
r
(n−1)
2n−3

)
n

0

,
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Rk =



(
r
(1)
k

)
1

. . .
(
r
(n−1)
k

)
1

(
r
(n)
k

n−1

)
1(

r
(1)
k+1

)
2

. . .
(
r
(n−1)
k+1

)
2

(
r
(n)
k+1
n−1

)
2

· · · · · · · · · · · ·(
r
(1)
k+n−1

)
n

. . .
(
r
(n−1)
k+n−1

)
n

(
r
(n)
k+n−1
n−1

)
n


, k = n− 1, n, . . . ,

а вектор ñ(ε) зображається у виглядi розвинення

ñ(ε) =
∞∑
k=0

µkñk,

коефiцiєнти якого визначаються таким чином:

ñk = col

((
a k−(n−1)

n−1

)
1
,
(
a k−(n−2)

n−1

)
2
, . . . ,

(
a k

n−1

)
n

)
, k = 0, 1, . . . ,

as = P−1
(
M−1dk − vk(0)−M−1Nvk(T )

)
,

(as)j — j -й елемент вектора as.
Отже, рiвняння (34) можна записати у виглядi

(
U0(0) +

∞∑
k=1

µkUk(0)

)
c(ε) = ñ(ε), (35)

де Uk(t) = Λk(t) +Rk(t), k = 0, 1, . . . .

З’ясуємо, що являє собою матриця U0(t). Оскiльки згiдно з (32), (33)

r
(i)
n−1(t) = P−1HL̃01ϕ, i = 1, n− 1, r

(n)
1 = P−1HL̃01ϕ,

всi елементи останнього рядка матрицi R0(0) рiвнi мiж собою. Позначивши їх символом b

i взявши до уваги, що згiдно з побудованою теорiєю
(
λ
(i)
1 (t)

)n−1
= −L11(t), одержимо

U0(t) =



1 . . . 1 1

λ
(1)
1 . . . λ

(n−1)
1 0

· · · · · · · · · · · ·(
λ
(1)
1

)n−2
. . .

(
λ
(n−1)
1

)n−2
0

b− L11 . . . b− L11 b


.
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Розклавши визначник цiєї матрицi за елементами останнього стовпця, знайдемо

detU0(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1

λ
(1)
1 . . . λ

(n−1)
1

· · · · · · · · ·(
λ
(1)
1

)n−2
. . .

(
λ
(n−1)
1

)n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L11.

Звiдси випливає, що detU0(t) 6= 0 ∀t ∈ [t0;T ] завдяки умовi (14).
Отже, матриця U0(0) має обернену i вектор-стовпець сталих c(ε) можна однозначно ви-

значити.А тому iснує єдинийформальнийрозв’язокпоставленої крайової задачi.Методами
робiт [8, 11] можна показати, що побудований формальний розв’язок має асимптотичний
характер.

Пiдсумком проведених мiркувань є така теорема.
Теорема. Якщо матриця A0(t) на вiдрiзку [0;T ] має кратний скiнченний елементарний

дiльник (λ − λ0(t))n i виконуються умови 1◦– 7◦, (12) – (14), то при досить малих ε iснує
єдиний розв’язок крайової задачi (1), (2), що виражається асимптотичною формулою

x(t, ε) = xm(t, ε) +O
(
µm+2−n)

)
,

де вектор xm(t, ε) зображається у виглядi розвинення

xm(t, ε) = µ−(n−1)
m∑
k=0

n−1∑
i=1

µk

 k∑
j=0

c
(i)
j u

(i)
k−j(t)

×

× exp

ε−1 t∫
0

(
λ0(τ) +

m∑
k=1

µkλ
(i)
k (τ)

)
dτ

+

+ µ−(n−1)
[ m
n−1 ]∑
k=0

µk(n−1)

[ k
n−1 ]∑
j=0

c
(n)
j u

(n)
k−j(n−1)(t)

×

× exp

ε−1 t∫
0

λ0(τ) +

[ m
n−1 ]∑
k=1

µk(n−1)λ
(n)
k (τ)

dτ
+

[ m
n−1 ]∑
k=0

µk(n−1)vk(t),

а вектор-функцiї u(i)k (t), i = 1, n, vk(t), скалярнi функцiї λ(i)k (t), i = 1, n, скалярнi множники
c
(i)
k , i = 1, n, визначаються за описаним вище алгоритмом.
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