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We investigate the frequency equation of natural oscillations of a heavy ideal two-layer incompressible
liquid in a rigid circular cylindrical reservoir with elastic bases in the form of fixed thin circular plates.
Axially symmetric (longitudinal) and asymmetric (transverse) oscillations of the liquid and plates and
different limiting cases (degeneration of plates into membranes, absolutely rigid plates, and the absence of
upper plate) are considered. It is shown that the frequency spectrum of the coupled asymmetric oscillations
of elastic bases and the two-layer ideal liquid consists of three sets of frequencies corresponding to
oscillations of the upper and lower elastic bases and oscillations of the interior interface of liquids. The
frequency spectrum of the coupled axially symmetric oscillations consists of the same three sets as for
asymmetric oscillations and the additional frequency of oscillations of the liquid column as a whole. As
an example, we analytically and numerically investigate the frequency spectrum of a homogeneous liquid
with free surface and an elastic bottom in the form of a membrane.

Дослiджено частотне рiвняння власних коливань важкої iдеальної двошарової нестисливої рiдини
в жорсткому круговому цилiндричному резервуарi з пружними основами у виглядi тонких кру-
гових закрiплених пластин. Розглянуто осесиметричнi (поздовжнi) та несиметричнi (поперечнi)
коливання рiдини та пластин i рiзнi граничнi випадки виродження пластин у мембрани, в абсолют-
но жорсткi пластини, а також випадок вiдсутностi верхньої пластини. Показано, що частотний
спектр сумiсних несиметричних коливань пружних основ та двошарової iдеальної рiдини скла-
дається з трьох наборiв частот, що вiдповiдають коливанням верхньої та нижньої пружних основ
i коливанням внутрiшньої поверхнi роздiлу рiдин, а частотний спектр сумiсних симетричних ко-
ливань складається з тих самих трьох наборiв частот, що й у випадку несиметричних коливань,
та додаткової частоти коливань стовпа рiдини як одного цiлого. На прикладi однорiдної рiдини
з вiльною поверхнею та пружним дном у виглядi мембрани аналiтично та чисельно дослiджено
частотний спектр.

Вступ. Задача про поперечнi та поздовжнi коливання iдеальної рiдини в жорсткому ре-
зервуарi з пружними основами вивчена недостатньо. Велику кiлькiсть робiт присвячено
поперечним (несиметричним) коливанням iдеальної рiдини в резервуарi з абсолютно жор-
сткою нижньою основою (див., наприклад, [1 – 3]). У цьому випадку вiдбувається зсув
центру мас механiчної системи в поперечному напрямку. Практично немає робiт з дослi-
дження поздовжнiх (симетричних) коливань iдеальної рiдини в резервуарi з абсолютно
жорсткою нижньою основою. Можливо це пов’язано з тим, що в цьому випадку не вiд-
бувається змiщення центру мас системи i, як зазначалося в монографiї [1], “в случае
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недеформируемости стенок полости и несжимаемости жидкости пластина может иметь
только антисимметричные формы, ортогональные к постоянной”. Дiйсно, в рядi окремих
випадкiв осесиметричнi коливання вiдсутнi, наприклад, у випадку невагомостi та без-
масової пластини [1]. У статтi [4] дослiджено вплив перевантаження на осесиметричнi
коливання кругової мембрани, розташованої на вiльнiй поверхнi рiдини в жорсткому кру-
говому цилiндричному резервуарi. Осесиметричнi коливання iдеальної рiдини з вiльною
поверхнею в жорсткому круговому цилiндричному резервуарi з пласкою пружною осно-
вою вперше розглянуто в статтях [5 – 7]. У роботi [8] цю задачу узагальнено на випадок
цилiндричного резервуара довiльного поперечного перерiзу, а в [9] — на випадок осеси-
метричних коливань двошарової iдеальної рiдини з вiльною поверхнею. Iз застосуванням
операторних методiв у роботi [10] розглянуто аналогiчну задачу для системи рiдин, що не
змiшуються.

У статтi [11] проведено експериментальнi дослiдження динамiчних процесiв у жор-
сткiй цилiндричнiй посудинi з пружним дном, частково заповненiй рiдиною. Найбiльш
повну постановку задачi про поздовжнi коливання iдеальної рiдини в жорсткому цилiнд-
ричному резервуарi з пласкими пружними основами наведено в роботi [12]. З позицiї
функцiонального аналiзу розв’язнiсть задачi про коливання iдеальної рiдини в жорсткому
резервуарi з пружними основами показано в монографiї [13]. Також у зазначенiй роботi
наведено асимптотичнi формули для власних частот. У статтях [14, 15] проведено дослi-
дження сумiсних осесиметричних коливань пружних основ та iдеальної рiдини в круговому
та коаксiальному цилiндричних резервуарах, у [16] цю задачу узагальнено на випадок дво-
шарової рiдини. В роботах [17 – 20] у лiнiйнiй постановцi розглядаються осесиметричнi
коливання двошарової iдеальної рiдини в круговому цилiндричному резервуарi стосовно
проблеми капiлярних фазороздiльникiв. Iснує велика кiлькiсть робiт, у яких у лiнiйнiй та
нелiнiйнiй постановках дослiджено коливання вiльної поверхнi iдеальної рiдини в кру-
говому резервуарi з пружним дном (див., наприклад, [21 – 24]). Поздовжнi (симетричнi)
та поперечнi (несиметричнi) коливання пластини або мембрани на вiльнiй поверхнi iде-
альної рiдини в круговому резервуарi з абсолютно жорсткою нижньою основою докладно
дослiджено в [25]. Несиметричнi коливання кругової пластини на поверхнi рiдини роз-
глянуто в [26]. Дуже цiкавою та близькою за темою до нашої статтi є робота [27], у
якiй дослiджуються коливання однорiдної iдеальної рiдини в цилiндричному резервуа-
рi з однаковими пружними основами у виглядi кругових пластин. У нiй запропоновано
аналiтичний метод, заснований на розкладаннi в ряд Фур’є – Бесселя та методi Релея –
Рiтца. Зазначимо, що аналiтично структура спектру в зазначених роботах зазвичай не
дослiджується.

1. Постановка задачi. Розглянемо сумiснi коливання пружних основ i важкої двошаро-
вої iдеальної нестисливої рiдини з густинами ρ1 i ρ2, що повнiстю заповнює вiдповiдно до
глибин h1 i h2 прямий круговий цилiндричний резервуар радiуса a з жорсткою боковою
поверхнею. Основи резервуара зображають собою закрiпленi круговi iзотропнi пластини
зi згинальними жорсткостями Di, на якi впливають розтягуючi зусилля Ti в серединнiй
площинi i = 1, 2. Iндекс i = 1 вiдповiдає верхнiй основi та верхнiй рiдинi з густиною ρ1, а
i = 2 — нижнiй основi та нижнiй рiдинi з густиною ρ2. Цилiндричну систему координат
Orθz розмiстимо так, щоб площина Orθ знаходилася на поверхнi роздiлу рiдин, а вiсь Oz
була спрямована за вiссю цилiндра протилежно до вектора прискорення сили тяжiння ~g
(рис. 1). Задачу будемо розглядати в лiнiйнiй постановцi, вважаючи рух рiдини потенцi-
альним, а сумiснi коливання пластин i рiдини— безвiдривними. Рiвняння руху механiчної
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Рис. 1. Постановка задачi.

системи, що розглядається, мають вигляд [16]
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Тут k0i = ρ0ih0i; Wi, ρ0i i h0i — вiдповiдно прогин, густина та товщина i-ї пластини;
Φi —потенцiал швидкостей i-ї рiдини; z = ζ(r, θ, t) —поверхня роздiлу рiдин (внутрiшня
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поверхня); Qi — довiльнi функцiї часу; ∆2 i ∆ = ∆2 +
∂2

∂z2
— вiдповiдно двовимiрний та

тривимiрний оператори Лапласа; S — кругова область, а γ — її контур r = a.

2. Метод розв’язування. Функцiї Φi, ζ зобразимо у виглядi узагальнених рядiв Фур’є
за власними функцiями ψnm(r, θ) [14, 16]:

Φi(r, θ, z, t) =

∞∑
m=0

{
[a0i(t) + a1i(t)z]δm0 +

+
∞∑
n=1

[
Ainm(t) eknmz +Binm(t) e−knmz

]
ψnm(r, θ)

}
, (6)

ζ(r, θ, t) =
∞∑
m=0

[
ζ0(t)δm0 +

∞∑
n=1

ζnm(t)ψnm(r, θ)

]
, (7)

де δm0 —символКронекера, а функцiї ψnm(r, θ) разом iз довiльноюконстантою утворюють
на S повну та ортогональну з вагою r систему функцiй i мають вигляд

ψnm(r, θ) = Ynm(knmr)

{
cosmθ

sinmθ

}
.

Тут

Ynm(knmr) =
Jm (knmr)

Jm (knma)
, knm =

ξnm
a
,

ξnm — n-й корiнь рiвняння J ′m(ξnm) = 0, а Jm — функцiї Бесселя першого роду.
Пiдставивши вирази (6), (7) в граничнi умови (3), (5) i скориставшись ортогональнiстю

функцiй ψnm(r, θ), отримаємо
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Рiвняння (1), (2) та рiвняння поверхнi роздiлу рiдин (внутрiшньої поверхнi) матимуть
вигляд
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— квадрат частоти коливань внутрiшньої поверхнi при жорстких
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.

3. Виведення статичної крайової задачi та частотного рiвняння сумiсних коливань пруж-
них основ та рiдини. Розглянемо задачу про власнi сумiснi коливання пружних пластин i
рiдини. Для цього зобразимо прогини пластин у виглядi суми статичного та динамiчного
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i (r), ρ1 (Q1 − ȧ01) = Qeiωt + g(ρ1h1 +
+k01) +C, ζ0(t) = weiωt. Пiсля вiддiлення кутової координати рiвняння (8), (9) та граничнi
умови (4), (5) матимуть вигляд
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w̃2nm =
w2nm

(
coshκ2nm − ω2b̃2nm
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− ω2b̃1nmw1nm
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Розв’язання статичної задачi зводиться до наступної крайової задачi:

D1∆
2
2W

st
1 − T1∆2W

st
1 + ρ1gW

st
1 = C − g (ρ1h1 + k01) ,

D2∆
2
2W

st
2 − T2∆2W

st
2 − ρ2gW st

2 = −C − g (ρ2h2 + k02) ,

W st
i

∣∣
γ

= 0,
∂W st

i

∂r

∣∣∣∣
γ

= 0, i = 1, 2,

a∫
0

rW st
1 dr =

a∫
0

rW st
2 dr, (14)

де невiдомi функцiї W st
i та константа C. Через фiзичну симетрiю в крайовiй задачi (14)

слiд покладати m = 0.

Для несиметричних (m 6= 0) коливань через наявнiсть sin(mθ) та cos(mθ) рiвняння (5)
будуть виконанi, а для осесиметричних (m = 0) треба враховувати рiвняння (12).

Таким чином, слiд вiдзначити суттєву рiзницю мiж осесиметричними (поздовжнiми)
та несиметричними (поперечними) коливаннями пластин i рiдини. У випадку поздовжнiх
коливань виникає необхiднiсть у обчисленнi констант w i Q через виникнення поздовжнiх
коливань стовпа рiдини як одного цiлого. У випадку поперечних коливань необхiднiсть у
обчисленнi цих констант вiдпадає.

Розв’язок кожного рiвняння (10) будемо шукати у виглядi суми загального розв’язку
однорiдного рiвняння та частинного розв’язку неоднорiдного [1, 8, 14, 16]:

wim =

2∑
k=1

w0
ikmA

0
ik + ρiω

2
∞∑
n=1

w̃inm
dinm

Ynm+

+ k̃0i

{
Q+ (−1)i+1 [ρihiω2 + (δi1 − 1) g∆ρ

]
w
}
δm0, i = 1, 2, (15)

де

k̃0i =
1

ρig + (−1)ik0iω2

(
ω2 6= ρ1g

k01

)
,

dinm =
(
Dik

2
nm + Ti

)
k2nm −

[
k0iω

2 + (−1)iρig
]
6= 0,

A0
ik, i, k = 1, 2, winm, Q i w — невiдомi константи.
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Пiдставивши (15) в умову (13) i розв’язавши систему двох лiнiйних рiвнянь вiдносно
w1nm i w2nm, остаточно отримаємо

w1m =

2∑
k=1

[(
w0
1km +

∞∑
n=1

a11nmE
0
1knmYnm

)
A0

1k +

( ∞∑
n=1

a12nmE
0
2knmYnm

)
A0

2k

]
+

+ k̃01(Q+ ρ1h1ω
2w)δm0,

(16)

w2m =
2∑

k=1

[( ∞∑
n=1

a21nmE
0
1knmYnm

)
A0

1k +

(
w0
2km +

∞∑
n=1

a22nmE
0
2knmYnm

)
A0

2k

]
+

+ k̃02
[
Q−

(
ρ2h2ω

2 − g∆ρ
)
w
]
δm0,

де

a11nm = ω2

[(
gknm∆ρ− anmω2

)
a1nm + ω2b21nm

] (
knmd2nm − a2nmω2

)
− ω4b22nma1nm

∆nm
,

a12nm = ω4 knmd2nmb1nmb2nm
∆nm

, a21nm = ω4 knmd1nmb1nmb2nm
∆nm

,

a22nm = ω2

[(
gknm∆ρ− anmω2

)
a2nm + ω2b22nm

] (
knmd1nm − a1nmω2

)
− ω4b21nma2nm

∆nm
,

∆nm =
(
knmd1nm − a1nmω2

) (
gknm∆ρ− anmω2

) (
knmd2nm − a2nmω2

)
−

− ω4
[
b22nm

(
knmd1nm − a1nmω2

)
+ b21nm

(
knmd2nm − a2nmω2

)]
,

a1nm = ρ1 cothκ1nm, a2nm = ρ2 cothκ2nm,

anm = a1nm + a2nm = ρ1 cothκ1nm + ρ2 cothκ2nm,

(17)

E0
iknm =

π (1 + δm0)

N2
nm

a∫
0

rw0
ikmYnmdr. (18)

Для перевiрки отриманих спiввiдношень (17) розглянемо випадок однорiдної рiдини: ρ1 =
= ρ2 = ρ (∆ρ = 0) та h1 + h2 = h, κ1nm + κ2nm = κnm. При цьому

∆nm = −anmω2

[(
knmd1nm − ω2ρ cothκnm

) (
knmd2nm − ω2ρ cothκnm

)
− ω4 ρ2

sinh2 κnm

]
,

anm = ρ
sinh (κnm)

sinh (κ1nm) sinh (κ2nm)
.

Наприклад, при T2 =∞ коефiцiєнт a11nm матиме вигляд

a11nm =
ω2ρ

knmd1nm tanh (κnm)− ω2ρ

i збiгатиметься з аналогiчним спiввiдношенням з роботи [1].
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4. Частотне рiвняння сумiсних несиметричних (поперечних) коливань двошарової рiдини
та пружних основ. З умов закрiплення пластин (11) витiкає частотне рiвняння несиметрич-
них m 6= 0 власних сумiсних коливань двошарової рiдини та пружних основ∣∣∣‖Cqr‖4q,r=1

∣∣∣ = 0, (19)

де

C1,k = B1km +

∞∑
n=1

a11nmE
0
1knm =

∞∑
n=1

ã11nmE
0
1knm,

C1,k+2 =
∞∑
n=1

a12nmE
0
2knm, C2,k = C0

1km, C2,k+2 = 0, C3,k =
∞∑
n=1

a21nmE
0
1knm,

C3,k+2 = B2km +

∞∑
n=1

a22nmE
0
2knm =

∞∑
n=1

ã22nmE
0
2knm,

C4,k = 0, C4,k+2 = C0
2km, k = 1, 2.

Тут
Bikm = w0

ikm

∣∣
γ
, C0

ikm =
dw0

ikm

dr

∣∣∣∣
γ

, 1 + aiinm = ãiinm.

Слiд очiкувати, що частотний спектр сумiсних несиметричних коливань двошарової
iдеальної рiдини та пружних основ буде складатися з трьох наборiв частот, що вiдповiдають
коливанням верхньої та нижньої пружних основ i коливанням внутрiшньої поверхнi роздiлу
рiдин. Для однорiдної рiдини ρ1 = ρ2 частотний спектр складається з двох наборiв частот,
що вiдповiдають коливанням пружних основ.

5. Частотне рiвняння сумiсних симетричних (поздовжнiх) коливань двошарової рiдини
та пружних основ. Для отримання частотного рiвняння симетричних коливань m = 0
рiдини та пружних основ потрiбно мати ще два рiвняння для невiдомих Q i w. Для цього,
пiдставивши (16) в (12), отримаємо систему

k̃01Q+ k̃1w = −
2∑

k=1

w̃0
1kA

0
1k,

k̃02Q+ k̃2w = −
2∑

k=1

w̃0
2kA

0
2k,

з якої знайдемо Q i w :

Q =
1

∆

(
−k̃2

2∑
k=1

w̃0
1kA

0
1k + k̃1

2∑
k=1

w̃0
2kA

0
2k

)
,

w =
1

∆

(
k̃02

2∑
k=1

w̃0
1kA

0
1k − k̃01

2∑
k=1

w̃0
2kA

0
2k

)
,

(20)
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де k̃1 = k̃01ρ1h1ω
2 − 1, k̃2 = k̃02

(
g∆ρ− ρ2h2ω2

)
− 1, ∆ = k̃01k̃2 − k̃02k̃1,

w̃0
ik =

2

a2

a∫
0

rw0
ik dr. (21)

Iндекс m = 0 тут i далi в усiх спiввiдношеннях для симетричних коливань записувати
не будемо.

Пiдставивши (20) в (16), остаточно одержимо

w1 =
2∑

k=1

[(
w0
1k + α1w̃

0
1k +

∞∑
n=1

a11nE
0
1knYn

)
A0

1k+

+

(
α2w̃

0
2k +

∞∑
n=1

a12nE
0
2knYn

)
A0

2k

]
,

w2 =

2∑
k=1

[(
β1w̃

0
1k +

∞∑
n=1

a21nE
0
1knYn

)
A0

1k+

+

(
w0
2k + β2w̃

0
2k +

∞∑
n=1

a22nE
0
2knYn

)
A0

2k

]
,

(22)

де

α1 =
k̃01k

∗
2

∆
, α2 = − k̃01

∆
, β1 =

k̃02
∆
, β2 = − k̃02k

∗
1

∆
,

k∗i = (−1)i+1k̃0i
[
g∆ρ− (ρ1h1 + ρ2h2)ω

2
]

+ 1.

Визначник ∆ можна переписати у виглядi ∆ = k∗1k̃02 − k̃01 = k̃02 − k∗2k̃01.
Таким чином, форми коливань пружних пластин мають вигляд (22).
З умов закрiплення пластин (11) витiкає частотне рiвняння власних сумiсних осесимет-

ричних коливань двошарової рiдини та пружних основ∣∣∣‖Cqr‖4q,r=1

∣∣∣ = 0, (23)

де

C1,k = B1k + α1w̃
0
1k +

∞∑
n=1

a11nE
0
1kn = α1w̃

0
1k +

∞∑
n=1

ã11nE
0
1kn,

C1,k+2 = α2w̃
0
2k +

∞∑
n=1

a12nE
0
2kn,

C2,k = C0
1k, C2,k+2 = 0, C3,k = β1w̃

0
1k +

∞∑
n=1

a21nE
0
1kn,
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C3,k+2 = B2k + β2w̃
0
2k +

∞∑
n=1

a22nE
0
2kn = β2w̃

0
2k +

∞∑
n=1

ã22nE
0
2kn,

C4,k = 0, C4,k+2 = C0
2k, k = 1, 2. (24)

Тут

Bik = w0
ik

∣∣
γ
, C0

ik =
dw0

ik

dr

∣∣∣∣
γ

.

Слiд очiкувати, що частотний спектр сумiсних симетричних коливань буде також скла-
датися з трьох наборiв частот, як i для несиметричних коливань, та додаткової частоти
коливань стовпа рiдини як одного цiлого. Аналiтично та чисельно це буде доведено на
прикладi однорiдної рiдини з вiльною поверхнею та пружним дном у виглядi мембрани.

У статтi [14] для однорiдної рiдини ρ1 = ρ2 отримано рiвняння, аналогiчне рiвнян-
ню (23), у виглядi визначника п’ятого порядку. Якщо привести визначник п’ятого порядку
до визначника четвертого порядку, то цi рiвняння збiгаються. Також зазначимо, що рiвня-
ння з роботи [14] мали особливiсть при збiгу масових характеристик пластин k01 = k02.
У рiвняннi (23) цю особливiсть було усунено.

6. Окремi випадки частотного рiвняння власних сумiсних коливань рiдини та пружних
основ. Отриманi рiвняння (19) i (23) є достатньо загальними i включають у себе ряд
окремих випадкiв, якi мають i самостiйний iнтерес.

Випадок невагомостi (g = 0). У цьому випадку частотнi рiвняння (19) i (23) симетрич-
нi вiдносно iндексiв 1 i 2, що має фiзичне обґрунтування та пiдтверджує правильнiсть
виведених рiвнянь.

Випадок однорiдної рiдини (ρ1 = ρ2 = ρ, h1+h2 = h). У цьому випадку рiвняння (19)
i (23) не змiнюються, а спiввiдношення (17) i коефiцiєнти αi та βi можна переписати таким
чином:

a11nm = ω2ρ
knm cothκnmd2nm − ω2ρ

∆nm
, a12nm = −ω2knmbnmd2nm

∆nm
,

a21nm = −ω2knmbnmd1nm
∆nm

, a22nm = ω2ρ
knm cothκnmd1nm − ω2ρ

∆nm
,

∆nm =
(
knmd1nm − ω2ρ cothκnm

) (
knmd2nm − ω2ρ cothκnm

)
− ω4b2nm =

= k2nmd1nmd2nm − ω2ρknm cothκnm(d1nm + d2nm) + ω4ρ2,

bnm =
ρ

sinhκnm
, α1 = −

k02 + ρ
(
h+ g

/
ω2
)

k12
, α2 =

k02 + ρg
/
ω2

k12
,

β1 =
k01 − ρg

/
ω2

k12
, β2 = −

k01 + ρ
(
h− g

/
ω2
)

k12
, k12 = k01 + k02 + ρh. (25)

Верхня пластина вироджується в мембрану (D1 = 0). У цьому випадку у визначниках
рiвнянь (19) i (23) потрiбно викреслити другий рядок та другий стовпець, а у спiввiдношен-
нях (17) покласти D1 = 0.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2018, т. 21, № 4



506 Ю. М. КОНОНОВ, Ю. О. ДЖУХА

Нижня пластина вироджується в мембрану (D2 = 0). Як i в попередньому випад-
ку, у визначниках рiвнянь (19) i (23) потрiбно викреслити четвертий рядок та четвертий
стовпець, а в спiввiдношеннях (17) покласти D2 = 0.

Нижня i верхня пластини вироджуються в мембрани (D1 = D2 = 0). У цьому випадку
у визначниках рiвнянь (19) i (23) потрiбно викреслити другий i четвертий рядки та другий
i четвертий стовпцi, а у спiввiдношеннях (17) покласти D1 = D2 = 0.

Частотне рiвняння (19) набуває вигляду(
B11m +

∞∑
n=1

a11nmE
0
11nm

)(
B21m +

∞∑
n=1

a22nmE
0
21nm

)
−

−

( ∞∑
n=1

a12nmE
0
21nm

)( ∞∑
n=1

a21nmE
0
11nm

)
= 0 (26)

або ( ∞∑
n=1

ã11nmE
0
11nm

)( ∞∑
n=1

ã22nmE
0
21nm

)
−

−

( ∞∑
n=1

a12nmE
0
21nm

)( ∞∑
n=1

a21nmE
0
11nm

)
= 0. (27)

Слiд зазначити, що рiвняння (26) бiльш зручне для чисельних розрахункiв, а (27) —
для аналiтичних дослiджень.

Нижня або верхня пластина абсолютно жорстка (T2 = ∞ або T1 = ∞). Якщо нижня
або верхня пластина стає абсолютно жорсткою, то вiдповiдно w2 ≡ 0 (w̃0

2k ≡ 0) або w1 ≡ 0
(w̃0

1k ≡ 0). Переходячи до границi в рiвняннях (17) при T2 → ∞ або T1 → ∞, вiдповiдно
отримуємо a21nm → 0, a22nm → 0 або a11nm → 0, a12nm → 0.

Рiвняння несиметричних коливань (19) та симетричних (23) при T2 =∞ мають вигляд∣∣∣‖Cqr‖1,2
q,r=1,2

∣∣∣ = 0, (28)

а при T1 =∞ — ∣∣∣‖Cqr‖3,4q,r=3,4

∣∣∣ = 0. (29)

У випадку симетричних коливань в коефiцiєнтах (24) слiд покладати α1 = −1 при
T2 =∞ та β2 = −1 при T1 =∞. Це випливає зi значень цих коефiцiєнтiв у формулах (22)
вiдповiдно при k02 =∞ та k01 =∞.

Рiвняння (28) у випадку однорiдної рiдини (ρ1 = ρ2) збiгається з аналогiчним рiвнянням
роботи [1].

Випадок наявностi вiльної поверхнi в рiдинi (k01 = 0, T1 = 0, D1 = 0). Бiльшдокладно
зупинимося на цьому випадку, оскiльки вiн найбiльш простий i включає в себе всi основнi
властивостi даної задачi. Цей випадок реалiзується в разi вiдсутностi верхньої пластини. У
визначниках рiвнянь (19) i (23) потрiбно викреслити перший i другий рядки та перший i
другий стовпцi, а у спiввiдношеннях (17) — покласти k01 = 0, T1 = 0, D1 = 0.
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У випадку виродження нижньої пластини в мембрану (D2 = 0) рiвняння (19) i (23)
вiдповiдно запишуться таким чином:

B21m +
∞∑
n=1

a22nmE
0
21nm = 0 або

∞∑
n=1

ã22nmE
0
21nm = 0 (30)

i

B21 −
k̃02k

∗
1

∆
w̃0
21 +

∞∑
n=1

a22nE
0
21n = 0 (31)

або
∞∑
n=1

ã22nE
0
21n =

k̃02k
∗
1

∆
w̃0
21. (32)

Рiвняння (32) збiгається з аналогiчним рiвнянням iз роботи [9], а у випадку однорiд-
ної рiдини — з аналогiчним рiвнянням iз [8]. Однак в останнiй статтi є ряд помилок: в
остаточних виразах переставленi символи g i h.

Частотний спектр рiвнянь (30) буде складатися з трьох наборiв частот, що вiдповiдають
коливанням вiльної та внутрiшньої поверхонь рiдини та коливанням пружного дна. Це
можна побачити з другого рiвняння (30) вже при n = 1. З урахуванням одного члена
ряду воно зводиться до рiвняння третього ступеня вiдносно ω2. Для одношарової рiдини
частотний спектр буде складатися вже з двох наборiв частот.

Частотний спектр рiвнянь (31), (32) буде складатися з чотирьох наборiв частот, що
вiдповiдають коливанням вiльної та внутрiшньої поверхонь рiдини, коливанням пружного
дна та коливанням стовпа рiдини як одного цiлого. Це можна побачити з рiвняння (32)
вже при n = 1. З урахуванням одного члена ряду воно зводиться до рiвняння четвертого
ступеня вiдносно ω2. Для одношарової рiдини частотний спектр буде складатися вже з
трьох наборiв частот.

Покажемо це бiльш докладно на прикладi рiвняння (32) для випадку однорiдної рiдини
(ρ1 = ρ2 = ρ). При цьому з формул (18), (21), (25) одержимо

E0
21n =

2µ2J1(µ2)

µ22 − ξ2n
, w̃0

21 =
2J1(µ2)

µ2
, µ22 =

k02ω
2 + ρg

T2
a2,

1 + a22n = −
knd2n

(
ω2 − ω2

n

)
∆n

,

∆n = ρω2
(
ω2 tanhκn − gkn

)
−
(
ω2 − ω2

n

)
knd2n,

d2n = T2k
2
n − ρg − k02ω2,

κn = knh; ω2
n = gkn tanhκn —квадрат частот власних коливань вiльної поверхнi iдеальної

рiдини при жорсткому днi [8].
Будемо вважати, що J1(µ2) 6= 0, оскiльки в iншому випадку права частина рiвнян-

ня обертається в нуль, а у лiвiй частинi рiвняння, переходячи до границi при µ2 → ξn,
отримуємо d2n = 0, що суперечить ранiше введенiй умовi din 6= 0.
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Введемо безрозмiрнi змiннi

x =
ω2a

g
, k̃0 =

k02
ρa

, h̃ =
h

a
, T̃ =

T2
ρga2

,

ω̃2
n =

ω2
na

g
= ξn tanhκn, ∆̃n =

∆na
2

ρg2
, d̃2n =

d2n
ρg

.

З урахуванням введених безрозмiрних змiнних без знака тильди рiвняння (32) набуває
вигляду

∞∑
n=1

(x− ξn tanhκn) ξn
∆n

=
xh− 1

x(k0x+ 1)(h+ k0)
, (33)

де ∆n = x(x tanhκn − ξn)− ξnd2n(x− ξn tanhκn), d2n = Tξ2n − 1− xk0.
Покажемо, що частотний спектр цього рiвняння буде складатися з частоти коливань

стовпа рiдини та двох наборiв частот, що вiдповiдають коливанням вiльної поверхнi рiдини
та пружного дна.

З рiвняння (33) одразу видно, що при k0 = ∞ воно має розв’язок x1n = ξn tanhκn,
тобто при достатньо масивнiй основi k0 � 1 iснує тiльки перший набiр частот коливань—
власнi частоти коливань iдеальної рiдини.

Якiсне дослiдження рiвняння (33) зручно провести графоаналiтичним методом, позна-
чивши через f1(x) i f2(x) вiдповiдно лiву i праву частини цього рiвняння.

Асимптоти знаходяться з квадратного рiвняння ∆n = 0, яке має два додатних кореня

x1n,2n =
(Tξn + k0 tanhκn) ξ2n ±

√
Dn

2 (k0ξn + tanhκn)
, x2n > x1n,

де

Dn =
[
T 2ξ4n − 2 (k0ξn + 2 tanhκn) ξ2n tanhκnT+

+
(
k20ξ

2
n tanhκn + 4k0ξn + 4 tanhκn

)
tanhκn

]
ξ2n.

Нехай n набуває значення вiд 1 до N, n = 1, N. Функцiя f1(x) на пiввiдрiзку [0, x11)

монотонно зменшується вiд −
∑∞

n=1

1

Tξ2n − 1
до −∞, на iнтервалах (x1n, x2n) — мо-

нотонно зменшується вiд +∞ до −∞ та на останньому iнтервалi (x2N ,+∞) — також

зменшується вiд +∞ до 0. Функцiя f2(x) на iнтервалi
(

0,
1 +
√

1 + h0
h

)
є монотонно

зростаючою вiд −∞ до h20

(1 + h0)
(
1 +
√

1 + h0
)2 i на iнтервалi

(
1 +
√

1 + h0
h

,+∞
)

— мо-

нотонно спадною вiд h20

(1 + h0)
(
1 +
√

1 + h0
)2 до 0. В точцi 1 +

√
1 + h0
h

вона має максимум

h20

(1 + h0)
(
1 +
√

1 + h0
)2 , де h0 = h/k0, k0 6= 0. Якщо k0 = 0, то функцiя f2(x) є монотонно

зростаючою на всьому iнтервалi (0,+∞) i при x → ∞ збiгається до 1. На пiввiдрiзку
[0, x11) та iнтервалах (x1n, x2n) графiк цiєї функцiї має по однiй точцi перетину з графiком
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Рис. 2. Графiки лiвої та правої частин частотного рiвняння (33).

функцiї f2(x), а на останньому iнтервалi (x2N ,+∞) графiки цих функцiй не перетинаю-
ться (див. рис. 2). Перша точка перетинiв графiкiв функцiй f1(x) та f2(x) (нижча частота)
завжди буде лежати на пiввiдрiзку [0, x11) та описувати коливання стовпа рiдини. Для нао-
чностi проведених дослiджень на рис. 2 з урахуванням двох членiв ряду n = 1, 2 наведено
графiки лiвої та правої частин рiвняння (33) при h = 1, k0 = 0,1, T = 0,5.

На основi проведених дослiджень i зображеного на рис. 2 характерного графiка можна
стверджувати, що високi частоти (n � 1) першого та другого наборiв будуть мало вiдрiз-
нятися вiд значень x1n та x2n, а частота коливань стовпа рiдини буде найнижчою (див.
табл. 1 – 4).

При tanhκn = 1 рiвняння (33), ∆n, дискримiнант Dn i коренi x1n,2n запишуться у
виглядi

∞∑
n=1

ξn
(x− ξnd2n)

=
xh− 1

x (k0x+ 1) (h+ k0)
, (34)

∆n = (x− ξn)
[
x (ξnk0 + 1)−

(
Tξ2n − 1

)
ξn
]
,

Dn =
(
Tξ2n − k0ξn − 2

)2
ξ2n, x1n = ξn, x2n =

(
Tξ2n − 1

)
ξn

k0ξn + 1
.

Оскiльки власнi числа ξn утворюють нескiнченно зростаючу числову послiдовнiсть ξ ≈
≈ 3,8317, то при h ≥ 1 ми маємо tanhκn ≈ 1 i можемо користуватися спрощеним рiвнян-
ням (34) та знайденими першим i другим наближеними наборами частот.

Слiд зазначити, що основнi властивостi рiвняння (33) i набору частот проявляються
вже при n = 1. Зi збiльшенням числа членiв ряду n > 1 вiдбувається уточнення цих трьох
основних частот i додавання двох нових частот (див. табл. 1 – 4). При n = 1 рiвняння (33)
набере вигляду

a0x
3 + a1x

2 + a2x+ a3 = 0, (35)

де

a0 = h tanhκ1 − ξ1k20, a1 = −
[(
Tξ21 + 1

)
ξ1h+ 2ξ1k0 +

(
1− ξ21k20

)
tanhκ1

]
,
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Таблиця 1. h = 1, k0 = 0,1, T = 1, D = 0

n = 1 n = 1, 2 n = 1, 3

0,9175 3,8276 59,4837 0,8971 3,8276 54,5494 0,8879 3,8276 53,3272
7,0156 638,0322 7,0156 297,5138

10,1735

Таблиця 2. h = 1, k0 = 0,1, T = 0,5, D = 0.

n = 1 n = 1, 2 n = 1, 3

0,8352 3,8271 30,2887 0,8019 3,8271 26,969 0,7874 3,827 26,2091
7,0156 327,6779 7,0156 147,3403

10,1735

Таблиця 3. h = 0,5, k0 = 0,1, T = 0,5, D = 0.

n = 1 n = 1, 2 n = 1, 3

1,608 3,6345 34,6318 1,5377 3,6324 29,4953 1,5075 3,6316 28,4802
7,0019 486,3209 7,0019 150,7179

10,1727

Таблиця 4. h = 1, k0 = 0,05, T = 0,5, D = 0.

n = 1 n = 1, 2 n = 1, 3

0,8474 3,8271 28,9854 0,8156 3,827 27,7381 0,8017 3,827 27,3574
7,0156 198,1447 7,0156 166,6982

10,1735 1146,5336

a2 = [(1 + ξ1h tanhκ1) ξ1T + 2k0 tanhκ1] ξ
2
1 , a3 = −

(
Tξ21 − 1

)
ξ21 tanhκ1.

Для чергування знакiв у коефiцiєнтiв кубiчного рiвняння a0 > 0, a1 < 0, a2 > 0, a3 < 0
достатньо вимагати, щоб

k0 <

√
h tanhκ1

ξ1
≈ 0,5109

√
h tanhκ1, k0 <

1

ξ1
≈ 0,2610, T >

1

ξ21
≈ 0,06811. (36)

Варто також зауважити, що параметри T, h i k0 повиннi задовольняти умову лiнiйностi
статичного прогину (

1

J0(η)
− 1

)
(h+ k0) < A,

де η =

√
1

T
i A < 0,1.
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Таблиця 5. h = 1, k0 = 1, T = 0, D = 1.

n = 1 n = 1, 2 n = 1, 3

62,772 3,8281 1313,866 62,772 3,8281 1230,289 62,764 3,8281 1229,657
7407,853 7,0156 7166,632 7,0156 6789,014

10,173

Якщо розкласти дискримiнант рiвняння (35) у ряд по T, то старший коефiцiєнт при T 4

додатний i дорiвнює (1− ξ1h tanhκ1)
2h2ξ121 .

Таким чином, при достатньо великому T > 1 завжди iснують три дiйснi коренi. З огляду
на нерiвностi (36) на основi правила знакiв Декарта про кiлькiсть додатних коренiв маємо
три додатних кореня.

7. Числовi дослiдження частотних рiвнянь (33) i (23). В табл. 1 – 5 наведено залежностi
квадратiв безрозмiрної частоти осесиметричних коливань стовпа рiдини (перший стов-
пець), першого та другого наборiв (другий та третiй стовпцi) вiд числа членiв у рядах
частотного рiвняння (33) (табл. 1 – 4) та частотного рiвняння (23) (табл. 5) у випадку одно-
рiдної рiдини i наявностi вiльної поверхнi [14]. Розрахунки проведено для таких значень
параметрiв: h = 0,5; 1,0, k0 = 0,05; 0,1, T = 0,5; 1,0, D = 0 (табл. 1 – 4) та h = 1,0, k0 = 1,0,
T = 0, D = D2

/
ρga4 = 1 (табл. 5).

З табл. 1 – 4 випливає, що у випадку мембрани частота коливань стовпа рiдини є ниж-
чою. Вона зростає зi збiльшенням натягу, зменшенням глибини заповнення або маси
мембрани. Зi збiльшенням числа членiв ряду частота коливань стовпа рiдини незначно
уточнюється у бiк зменшення. З табл. 5 можна побачити, що у випадку пластини частота
коливань стовпа рiдини вже не є нижчою, як у випадку мембрани, та знаходиться мiж
нижчими частотами першого та другого наборiв.

8. Висновки. У роботi дослiджено частотне рiвняння власних коливань важкої iде-
альної двошарової нестисливої рiдини в жорсткому круговому цилiндричному резервуарi з
пружними основами у виглядi тонких кругових закрiплених пластин. Розглянуто осесимет-
ричнi (поздовжнi) та несиметричнi (поперечнi) коливання рiдини та пластин i рiзнi гра-
ничнi випадки виродження пластин у мембрани, в абсолютно жорсткi пластини, а також
випадок вiдсутностi верхньої пластини. Показано, що частотний спектр сумiсних неси-
метричних коливань пружних основ та двошарової iдеальної рiдини складається з трьох
наборiв частот, що вiдповiдають коливанням верхньої та нижньої пружних основ i коли-
ванням внутрiшньої поверхнi роздiлу рiдин, а частотний спектр сумiсних симетричних
коливань складається з тих самих трьох наборiв частот, що для несиметричних коливань,
та додаткової частоти коливань стовпа рiдини як одного цiлого. Узагальнено результати
роботи [14] на випадок двошарової рiдини та несиметричних коливань, отримано бiльш
простi частотнi рiвняння та усунено сингулярнiсть у знаменнику коефiцiєнтiв частотно-
го рiвняння при спiвпаданнi масових характеристик пластин. Роботу [16] узагальнено на
випадок несиметричних коливань, проведено аналiтичнi дослiдження частотного спектру
як для несиметричних, так i для симетричних коливань. На прикладi однорiдної рiдини з
вiльною поверхнею та пружним дном у виглядi мембрани аналiтично та чисельно дослi-
джено частотний спектр, отримано бiльш простi коефiцiєнти частотних рiвнянь, показано
спiвпадання частотних рiвнянь для двошарової рiдини з аналогiчними рiвняннями у ви-
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падку однорiдної рiдини [14]. Для ряду окремих випадкiв показано спiвпадання частотних
рiвнянь з вiдомими в лiтературi рiвняннями.

Числовi дослiдження пiдтвердили аналiтичний аналiз структури частотного спектра
та показали на прикладi однорiдної рiдини з вiльною поверхнею та пружним дном, що
частотний спектр сумiсних симетричних коливань пружного дна та рiдини складається
з частоти коливань стовпа рiдини як одного цiлого та двох наборiв частот, що вiдповiд-
ають коливанням вiльної поверхнi рiдини та пружного дна. Також показано, що частота
коливань стовпа рiдини у випадку мембрани є нижчою, а у випадку пластини знаходиться
мiж нижчими частотами першого та другого наборiв. Зауважено, що в невагомостi осеси-
метричнi коливання вiдсутнi, якщо одна з пластин або мембран є абсолютно жорсткою.
Ряди частотних рiвнянь збiгаються достатньо швидко, як правило, достатньо двох-трьох
членiв у рядах для прийнятної на практицi точностi. З урахуванням масових характеристик
пластин значно зростає час розв’язування частотних рiвнянь.

Для визначення впливу коливаньпружних основна коливанняповерхнi роздiлу необхiд-
ними стають подальшi аналiтичнi та числовi дослiдження на базi виведеного частотного
рiвняння. Отриманi результати та їх розвиток можуть бути застосованi при знаходжен-
нi власних форм коливань, а також у задачах про вимушенi коливання системи тверде
тiло – рiдина – пружнi основи та задачах, пов’язаних iз розрахунком стiйкостi зазначеної
гiдропружної системи. Подана робота робить можливим подальше узагальнення поставле-
ної задачi на випадок нелiнiйних коливань.

У подальших роботах планується порiвняння результатiв розрахункiв, отриманих за до-
помогою наведеного методу, з результатами, одержаними iншими авторами. Так, зокрема,
можна показати, що значення власних частот у випадку несиметричних коливань спiвпа-
дають iз вiдповiдними значеннями, наведеними в монографiї [1].
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