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We establish conditions for absolute instability of solutions of linear and nonlinear difference equations
with self-adjoint operator coefficients.

Наведено умови абсолютної нестiйкостi розв’язкiв лiнiйних та нелiнiйних рiзницевих рiвнянь зi
самоспряженими операторними коефiцiєнтами.

1. Основний об’єкт дослiджень. Нехай H — гiльбертiв простiр i ‖ · ‖H — норма в H, що
визначається рiвнiстю

‖x‖E =
√

(x, x),

де (x, y) —скалярний добуток x на y, x, y ∈ H. Позначимо через EndH банахову алгебру
лiнiйних неперервних операторiв A : H → H з одиницею I та нормою

‖A‖EndH = sup
‖x‖H=1

‖Ax‖H .

Розглянемо самоспряженi оператори Ak ∈ EndH, k = 1, n, числа ∆k ≥ 1, k = 1, n,
вiдображення F : [0,+∞)×Hn, для якого

F (t, 0, 0, . . . , 0) ≡ 0,

i рiзницевi рiвняння

x(t) =
n∑
k=1

Akx(t−∆k), t ≥ 0, (1)

x(t) =

n∑
k=1

Akx(t−∆k) + F
(
t, x(t−∆1), x(t−∆2), . . . , x(t−∆n)

)
, t ≥ 0, (2)

з неперервним аргументом.
Нульовi розв’язки рiвнянь (1) i (2) називаються абсолютно нестiйкими вiдносно вiдхи-

лень ∆k, k = 1, n, якщо цi розв’язки нестiйкi при всiх ∆k ≥ 1, k = 1, n.
Зазначимо, що розв’язки рiвнянь (1) i (2) можуть бути розривними.
Мета даної статтi — встановити умови абсолютної нестiйкостi нульових розв’язкiв

рiвнянь (1) i (2).
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2. Допомiжнi твердження. Наведемо деякi факти про самоспряженi оператори та не-
стiйкiсть розв’язкiв рiзницевих рiвнянь iз дискретним аргументом за лiнiйним наближен-
ням, що будуть використовуватися при дослiдженнi абсолютної нестiйкостi розв’язкiв
рiвнянь (1) i (2).

2.1. Два твердження про обмеженi самоспряженi оператори. Нагадаємо, що оператор
A ∈ EndH називається самоспряженим, якщо вiн збiгається зi спряженим до нього опера-
тором A∗, тобто

(Ax, y) = (x,Ay)

для всiх x, y ∈ H (теорiя таких операторiв викладена, наприклад, в [1 – 3]). Самоспряжений
оператор A ∈ EndH характеризується тим, що його ермiтова форма (Ax, x) (x ∈ H )
набуває лише дiйснi значення. Спектр самоспряженого оператора SpA є не порожньою
обмеженою замкненою множиною на дiйснiй осi. Найменший сегмент, що мiстить у собi
спектр SpA, позначимо через [λmin(A), λmax(A)]. Як вiдомо

λmin(A) = inf {(Ax, x) : ‖x‖H = 1} ,

λmax(A) = sup {(Ax, x) : ‖x‖H = 1} ,

r(A) = ‖A‖EndH = max{λmax(A),−λmin(A)},

де r(A) — спектральний радiус оператора A, тобто число, що визначається рiвнiстю

r(A) = max
λ∈SpA

|λ|.

Завдяки неперервнiй залежностi скалярного добутку (x, y) вiд x i y величини λmin(A),
λmax(A), r(A) i ‖A‖EndH неперервно залежать вiд A.

Зазначимо, що сума самоспряжених операторiв є самоспряжений оператор, а лiнiй-
на комбiнацiя їх iз дiйсними коефiцiєнтами також є самоспряжений оператор. Добуток
BA самоспряжених операторiв A i B є самоспряженим оператором тiльки тодi, коли
BA = AB.

Важливими для подальшого є наступнi два твердження.
Теорема 1 [2]. Точка λ належить спектру самоспряженого оператора A ∈ EndH тодi

i тiльки тодi, коли iснує послiдовнiсть нормованих векторiв xm (‖xm‖H = 1), m ≥ 1, для
якої

lim
m→∞

‖Axm − λxm‖H = 0.

Теорема 2. Якщо для самоспряженого оператора A ∈ EndH виконується спiввiдношення

r(A) ≤ 1,

то
sup
m≥1
‖Am‖EndH ≤ 1.

Теорема 2 є наслiдком леми Меррея (див. [1, с. 109 – 111]).
2.2. Теорема про нестiйкiсть розв’язкiв рiзницевих рiвнянь iз дискретним аргументом за

лiнiйним наближенням. Нехай N — множина всiх натуральних чисел i E — довiльний
банахiв простiр. Розглянемо оператори A ∈ End E i Fm : E → E , m ∈ N, та вiдповiдне
рiзницеве рiвняння
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xm = Axm−1 + Fmxm−1, m ∈ N. (3)

Дослiдження рiвняння (2) буде використовувати наступне твердження.
Теорема 3 [4, 5]. Нехай виконуються умови:
1) r(A) > 1;

2) sup
m∈N
‖Fmx‖E ≤ a‖x‖1+p

E для всiх x ∈ {y ∈ E : ‖y‖E ≤ ρ}, де a, p i ρ — додатнi числа.

Тодi нульовий розв’язок рiвняння (3) нестiйкий за Ляпуновим.
3. Формулювання основних результатiв. Справедливi наступнi твердження.
Теорема 4. Якщо нульовий розв’язок рiвняння (1) абсолютно нестiйкий, то

r

(
n∑
k=1

Ak

)
> 1. (4)

Теорема 5. Якщо виконується спiввiдношення

λmax

(
n∑
k=1

Ak

)
> 1, (5)

то нульовий розв’язок рiвняння (1) абсолютно нестiйкий.
Теорема 6. Нехай виконується спiввiдношення (5) i

sup
t≥0
‖F (t, y1, y2, . . . , yn)‖E ≤ α

(
sup
k=1,n

‖yk‖E

)1+β

(6)

для всiх y1, y2, . . . , yn ∈ {y ∈ E : ‖y‖E ≤ γ}, де α, β i γ — додатнi числа.
Тодi нульовий розв’язок рiвняння (2) абсолютно нестiйкий.
Доведенням цих тверджень присвячено п. 4–6.
4. Доведення теореми 4. Нехай нульовий розв’язок рiвняння (1) абсолютно нестiйкий.

Тодi цей розв’язок нестiйкий i при ∆k = 1, k = 1, n. У цьому випадку рiвняння (1) має
вигляд

x(t) =

(
n∑
k=1

Ak

)
x(t− 1), t ≥ 0. (7)

Кожний розв’язок x(t, ϕ) цього рiвняння, побудований за обмеженою початковою функ-
цiєю ϕ : [−1, 0)→ H, подається у виглядi

x(t, ϕ) =


ϕ(t), якщо t ∈ [−1, 0),(∑n

k=1
Ak

)[t]+1
ϕ({t} − 1), якщо t ≥ 0,

(8)

де [t] i {t} — цiла i дробова частина числа t вiдповiдно.
Зазначимо, що завдяки самоспряженостi операторiв Ak, k = 1, n, оператор

∑n

k=1
Ak

також є самоспряженим.
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Припустимо, що спiввiдношення (4) не виконується, тобто

r

(
n∑
k=1

Ak

)
≤ 1. (9)

Тодi на пiдставi теореми 2 кожний розв’язок (8) рiвняння (7) з обмеженою функцiєю ϕ(t)
є обмеженим на [0,+∞), що суперечить нестiйкостi нульового розв’язку цього рiвняння.

Отже, припущення про виконання спiввiдношення (9) є хибним.
Теорему 4 доведено.
Зауваження 1. Виконання спiввiдношення (4) не є достатнiм для абсолютної нестiй-

костi нульового розв’язку рiвняння (1). Це пiдтверджується наступним прикладом.
Приклад 1. Розглянемо рiзницеве рiвняння

x(t) = −x(t−∆1)− 1

4
x(t−∆2), t ≥ 0. (10)

Для коефiцiєнтiв правої частини цього рiвняння виконується спiввiдношення∣∣∣∣−1− 1

4

∣∣∣∣ =
5

4
> 1

i тому справджується спiввiдношення (4). Однак, нульовий розв’язок рiвняння (10) не є
абсолютно нестiйким. Справдi, при ∆1 = 1 i ∆1 = 2 цей розв’язок експоненцiально
стiйкий, оскiльки коренi z1 i z2 характеристичного рiвняння

z2 + z +
1

4
= 0

вiдповiдного рiзницевого рiвняння

x(t) = −x(t− 1)− 1

4
x(t− 2), t ≥ 0,

збiгаються з числом −1

2
, абсолютне значення якого менше 1 [6].

5. Доведення теореми 5. Нехай виконується спiввiдношення (5). Зафiксуємо довiльнi
числа ∆k ≥ 1, k = 1, n, i розглянемо рiвняння (1) та операторну функцiю P (z), z ∈ C, що
визначається рiвнiстю

P (z) = I −
n∑
k=1

e−z∆kAk. (11)

Завдяки самоспряженостi операторiв Ak, k = 1, n, значення функцiї P (z) при z ∈
∈ [0,+∞) є самоспряженими операторами i ця функцiя є неперервною на [0,+∞). Тому
неперервною на [0,+∞) є функцiя λmin(P (z)).

Оскiльки
λmin(P (0)) < 0

на пiдставi (4), (5), (11) та рiвностi

λmin(P (0)) = λmax(−P (0))
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i
lim

z→+∞
λmin(P (z)) = 1

на пiдставi (11) та рiвностi
lim

z→+∞
P (z) = I,

то за теоремою Кошi про промiжне значення [7] iснує точка z0 ∈ (0,+∞) така, що

λmin(P (z0)) = 0.

Ця рiвнiсть означає, що

0 ∈ SpP (z0). (12)

Покажемо що нульовий розв’язок рiвняння (1) нестiйкий.
Завдяки теоремi 1 та (12) iснує послiдовнiсть нормованих векторiв ap, p ≥ 1, для якої

lim
p→∞

‖P (z0)ap‖H = 0. (13)

Розглянемо векторнi функцiї vp = ez0tap, p ≥ 1. Цi функцiї є розв’язками вiдповiдно
рiвнянь

v(t)−
n∑
k=1

Akv(t−∆k) = ez0tP (z0)ap, p ≥ 1.

Далi розглянемо визначенi на [−∆, 0]

(
∆ = max

k=1,n
∆k

)
функцiї εp = εp(t), p ≥ 1, такi,

що

εp(0)−
n∑
k=1

Akεp(−∆k) = P (z0)ap, p ≥ 1,

i

lim
p→∞

sup
t∈[−∆,0]

‖εp(t)‖H = 0. (14)

Такими функцiями можуть бути, наприклад, функцiї

εp(t) =

0, якщо t ∈ [−∆,−1),

(t+ 1)P (z0)ap, якщо t ∈ [−1, 0],
p ≥ 1,

вiдповiдно.
Позначимо через γp(t) розв’язок задачiγ(t)−

∑n

k=1
Akγ(t−∆k) = ez0tP (z0)ap, t ≥ 0,

γ(θ) = εp(θ), θ ∈ [−∆, 0).
(15)

Тодi vp(t)− γp(t) — розв’язок рiвняння (1).
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Легко перевiрити, використовуючи (14) i (15), що

lim
p→∞

sup
t∈[0,T ]

‖γp(t)‖H = 0 (16)

для кожного T > 0. Оскiльки для розв’язкiв vp(t) − γp(t), p ≥ 1, рiвняння (1), очевидно,
справджуються спiввiдношення

ez0t + ‖γp(t)‖H ≥
∥∥ez0tap − γp(t)∥∥H ≥ ez0t − ‖γp(t)‖H

для всiх p ≥ 1 i t ≥ 0, то на пiдставi (16) i того, що z0 > 0, нульовий розв’язок рiвняння (1)
нестiйкий. Iз довiльностi вибору в рiвняннi (1) чисел ∆k ≥ 1, k = 1, n, випливає абсолютна
нестiйкiсть нульового розв’язку цього рiвняння.

Теорему 5 доведено.
Зауваження 2. Виконання спiввiдношення (5) не є необхiдним для абсолютної нестiй-

костi нульового розв’язку рiвняння (1). Це пiдтверджується наступним прикладом.
Приклад 2. Розглянемо рiзницеве рiвняння

x(t) = −2x(t−∆), t ≥ 0, (17)

де ∆ — довiльне дiйсне число, не менше 1. Очевидно, що для цього рiвняння не викону-
ється спiввiдношення (5). Однак, нульовий розв’язок рiвняння є абсолютно нестiйким.

Справдi, розв’язок x(t, ϕ) цього рiвняння, побудований за обмеженою початковою
функцiєю ϕ : [−∆, 0)→ R, подається у виглядi

x(t, ϕ) =

ϕ(t), якщо t ∈ [−∆, 0),

(−2)[t/∆]+1 ϕ({t/∆}∆−∆), якщо t ≥ 0,

де [t/∆] i {t/∆}—цiла i дробова частини числа t/∆ вiдповiдно. Звiдси випливає, що коли

sup
t∈[−∆,0)

|ϕ(t)| 6= 0,

тодi
lim

t→+∞
sup
s∈[0,t)

|x(s, ϕ)| = +∞.

Тому нульовий розв’язок рiвняння (17) абсолютно нестiйкий.
6. Доведення теореми 6. Доведення теореми наведемо в пп. 6.1 – 6.3.
6.1. Перехiд вiд рiвняння (2) до рiвняння, аналогiчного (3). Зафiксуємо довiльне число

t0 ≥ 0. Позначимо через X ([−∆,+∞), H) векторний простiр визначених на [−∆,+∞)
функцiй x = x(θ) зi значеннями в H, що є обмеженими на кожному скiнченому промiжку,
а через E([−∆, 0), H) — банахiв простiр визначених i обмежених на [−∆, 0) функцiй
y = y(θ) зi значеннями в H з нормою

‖y‖E([−∆,0),H) = sup
θ∈[−∆,0)

‖y(θ)‖H .

Тут ∆ = max
k=1,n

∆k.
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За допомогою рiвнянь (1) i (2) визначимо оператори A : E([−∆, 0), H)→ E([−∆, 0), H) i
Ft0 : E([−∆, 0), H)→ E([−∆, 0), H), що дадуть змогу подати рiвняння (2) у виглядi (3). Ви-
користаємо одне позначення. Для елемента x = x(θ) простору X ([−∆,+∞), H) позначимо
через xt0 = xt0(θ) елемент простору E([−∆, 0), H), що визначається спiввiдношенням

xt0(θ) = x(t0 + θ), θ ∈ [−∆, 0).

Розглянемо довiльний елемент ϕ = ϕ(θ) простору E([−∆, 0), H). Цьому елементу вiдпо-
вiдає визначений на промiжку [t0−∆,+∞) єдиний розв’язок x = xt0(t) рiвняння (1) (його
можна визначити, наприклад, за допомогою крокiв), що задовольняє початкову умову

xt0(θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−∆, 0). (18)

Отже, кожному елементу ϕ = ϕ(θ) простору E([−∆, 0), H) ставиться у вiдповiднiсть
елемент xt0+∆(θ) цього ж простору. Це дає змогу визначити оператор A : E([−∆, 0), H)→
→ E([−∆, 0), H) спiввiдношенням

xt0+∆(θ) = (Aϕ)(θ), θ ∈ [−∆, 0).

Завдяки автономностi i лiнiйностi рiвняння (1) а також неперервностi операторiв Ak, k =
= 1, n, цей оператор не залежить вiд t0 i є лiнiйним та неперервним. Очевидно, що також
для кожного розв’язку x = x(t) рiвняння (1) справджується спiввiдношення

xt0+∆(θ) = (Axt0) (θ), θ ∈ [−∆, 0), t0 ≥ 0. (19)

Аналогiчно елементу ϕ = ϕ(θ) вiдповiдає визначений на промiжку [t0−∆,+∞) єдиний
розв’язок x = xt0(t) рiвняння (2), що задовольняє початкову умову (18).

Отже, аналогiчно, як i у випадку рiвняння (1), кожному елементу ϕ = ϕ(θ) простору
E([−∆, 0), H) ставиться у вiдповiднiсть елемент xt0+∆(θ) цього ж простору. Це дає змогу
визначити оператор Bt0 : E([−∆, 0), H)→ E([−∆, 0), H) за допомогою спiввiдношення

xt0+∆(θ) = (Bt0ϕ)(θ), θ ∈ [−∆, 0).

Зазначимо тут, що оператор Bt0 залежить вiд t0, оскiльки рiзницеве рiвняння (2) не є
автономним. Очевидно, що для кожного розв’язку x = x(t) рiвняння (2) справджується
спiввiдношення

xt0+∆(θ) = (Bt0xt0)(θ), θ ∈ [−∆, 0), t0 ≥ 0, (20)

аналогiчне (19).
Далi визначимо оператор Ft0 : E([−∆, 0), H)→ E([−∆, 0), H) за допомогою рiвностi

Ft0 = Bt0 −A.

Завдяки цiй рiвностi спiввiдношення (20) подається у виглядi

xt0+∆(θ) = (Axt0) (θ) + (Ft0xt0) (θ), θ ∈ [−∆, 0), t0 ≥ 0. (21)

Окремим випадком (21) є

xm∆(θ) =
(
Ax(m−1)∆

)
(θ) +

(
F(m−1)∆x(m−1)∆

)
(θ), θ ∈ [−∆, 0), m ∈ N. (22)
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Iз наведених мiркувань випливає, що якщо функцiя x = x(t) є розв’язком рiвняння (2),
то послiдовнiсть

(
xm∆(θ)

)
m≥0

є розв’язком рiвняння (22). Навпаки, якщо послiдовнiсть(
ym∆(θ)

)
m≥0

є розв’язкомрiвняння (22), то з визначення оператора A випливає,щофункцiя

x(t) = y[t/∆]∆+∆({t/∆}∆−∆), t ≥ −∆,

є розв’язком рiвняння (2), де [t/∆] i {t/∆}—цiла i дробова частини числа t/∆ вiдповiдно.
Отже, дослiдження абсолютної нестiйкостi нульового розв’язку рiвняння (2) зводиться

до дослiдження нестiйкостi нульового розв’язку рiвняння (22) для всiх ∆ ≥ 1 .
Зазначимо, що рiвняння (22) аналогiчне рiвнянню (3).
Далi покажемо, що для операторiв A i Fm∆, m ≥ 0, виконуються умови теореми 3.
6.2. Виконання першої умови теореми 3 для оператора A . Припустимо, що виконується

спiввiдношення (5). Зафiксуємо довiльнi числа ∆ ≥ 1 i ∆k ≥ 1, k = 1, n, для яких
∆ = maxk=1,n ∆k. Удоведеннi теореми5показано,що iснують додатне число z0 i нормованi
вектори ap, p ≥ 1, для яких виконується спiввiдношення (13).

Розглянемо функцiї

v(p)(t) = ez0tap, t ∈ [−∆,∆),

v
(p)
0∆(θ) = ez0θap, θ ∈ [−∆, 0),

i
v

(p)
1∆(θ) = ez0∆ez0θap, θ ∈ [−∆, 0),

де p ≥ 1. Очевидно, що

v(p)(t)−
n∑
k=1

v(p)(t−∆k)Ak = ez0tP (z0)ap, p ≥ 1, t ∈ [0,∆), (23)

i

v
(p)
1∆(θ) = ez0∆v

(p)
0∆(θ), θ ∈ [−∆, 0), p ≥ 1. (24)

Позначимо через γ(p) = γ(p)(t), p ≥ 1, розв’язки рiвняння (1), що задовольняють умови

γ(p)(θ) = ez0θap, θ ∈ [−∆, 0), p ≥ 1.

вiдповiдно. Очевидно, що

γ(p)(θ + ∆) =
(
Av(p)

0∆

)
(θ), θ ∈ [−∆, 0), p ≥ 1. (25)

Завдяки (13) i (23)

lim
p→+∞

sup
θ∈[−∆,0)

∥∥∥v(p)(θ + ∆)− γ(p)(θ + ∆)
∥∥∥
H

= 0,

тобто з урахуванням (24) i (25)

lim
p→+∞

sup
θ∈[−∆,0)

∥∥∥ez0∆v
(p)
0∆(θ)−

(
Av(p)

0∆

)
(θ)
∥∥∥
H

= 0.
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Це означає, що ez0∆ ∈ SpA. Оскiльки r(A) ≥ ez0∆ i z0 > 0, то r(A) > 1.
Отже, для оператора A умова 1 теореми 3 виконується.
6.3. Виконання умови 2 теореми 3 для операторiв Fm∆, m ≥ 0 . Зафiксуємо довiльнi

числа ∆ ≥ 1, ∆k ≥ 1, k = 1, n, для яких ∆ = maxk=1,n ∆k, i m ∈ {0} ∪ N. Не обмежуючи
загальностi, можна вважати, що

∆1 ≤ ∆2 ≤ . . . ≤ ∆n. (26)

Розглянемо функцiю ϕ ∈ E([−∆, 0), H). Оцiнимо ‖Fm∆ϕ‖E([−∆,0),H) у випадку достат-
ньо малої норми ‖ϕ‖E([−∆,0),H).

Спочатку знайдемо на промiжку [(m− 1)∆, (m+ 1)∆) розв’язок y(t) рiвняння (2), що
задовольняє умову

y(t) = ϕ(t−m∆), t ∈ [(m− 1)∆,m∆). (27)

Для зручностi функцiю ϕ(t −m∆) позначимо через ϕ(0)(t). Цей розв’язок можна знайти
за допомогою методу крокiв. Використовуючи спiввiдношення (2), (26) i (27), отримуємо,
що для t ∈ [m∆,m∆ + ∆1)

y(t) =
n∑
k=1

Akϕ
(0)(t−∆k) + F

(
t, ϕ(0)(t−∆1), ϕ(0)(t−∆2), . . . , ϕ(0)(t−∆n)

)
. (28)

Далi розглянемо функцiю ϕ(1)(t), що визначається наступними двома спiввiдношеннями

ϕ(1)(t) = ϕ(0)(t), (29)

якщо t ∈ [(m− 1)∆ + ∆1,m∆), i

ϕ(1)(t) =
n∑
k=1

Akϕ
(0)(t−∆k) + F

(
t, ϕ(0)(t−∆1), ϕ(0)(t−∆2), . . . , ϕ(0)(t−∆n)

)
, (30)

якщо t ∈ [m∆,m∆ + ∆1).
Аналогiчно, використовуючи спiввiдношення (2), (26) i (27), а також попереднi два

спiввiдношення, отримуємо, що для t ∈ [m∆ + ∆1,m∆ + 2∆1)

y(t) =

n∑
k=1

Akϕ
(1)(t−∆k) + F

(
t, ϕ(1)(t−∆1), ϕ(1)(t−∆2), . . . , ϕ(1)(t−∆n)

)
. (31)

Далi розглянемо функцiю ϕ(2)(t), що визначається спiввiдношеннями

ϕ(2)(t) = ϕ(1)(t), (32)

якщо t ∈ [(m− 1)∆ + 2∆1,m∆ + ∆1), i

ϕ(2)(t) =
n∑
k=1

Akϕ
(1)(t−∆k) + F

(
t, ϕ(1)(t−∆1), ϕ(1)(t−∆2), . . . , ϕ(1)(t−∆n)

)
, (33)

якщо t ∈ [m∆ + ∆1,m∆ + 2∆1).
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Аналогiчно, використовуючи спiввiдношення (2), (26) i (27), а також попереднi два
спiввiдношення, отримуємо, що для t ∈ [m∆ + 2∆1,m∆ + 3∆1)

y(t) =
n∑
k=1

Akϕ
(2)(t−∆k) + F

(
t, ϕ(2)(t−∆1), ϕ(2)(t−∆2), . . . , ϕ(2)(t−∆n)

)
. (34)

Аналогiчним чином можна здiйснити побудову функцiй ϕ(3)(t), . . . , ϕ(n)(t) та функцiї
y(t) на вiдповiдних промiжках.

На n-му кроцi, коли 0 ≤ ∆ − n∆1 < ∆1, функцiю ϕ(n)(t) визначаємо за допомогою
спiввiдношень

ϕ(n)(t) = ϕ(n−1)(t),

якщо t ∈ [(m− 1)∆ + n∆1,m∆ + (n− 1)∆1), i

ϕ(n)(t) =
n∑
k=1

Akϕ
(n−1)(t−∆k) + F

(
t, ϕ(n−1)(t−∆1), ϕ(n−1)(t−∆2), . . . , ϕ(n−1)(t−∆n)

)
,

якщо t ∈ [m∆ + (n − 1)∆1,m∆ + n∆1) (ми вважаємо, що функцiя ϕ(n−1)(t) вiдома), а
функцiю y(t) на промiжку [m∆ + n∆1, (m+ 1)∆) — за допомогою спiввiдношення

y(t) =
n∑
k=1

Akϕ
(n)(t−∆k) + F

(
t, ϕ(n)(t−∆1), ϕ(n)(t−∆2), . . . , ϕ(n)(t−∆n)

)
. (35)

Отже, можна вважати, що на промiжку [(m−1)∆, (m+1)∆) розв’язок y(t) рiвняння (2),
що задовольняє умову (27), знайдено. Цей розв’язок можна подати, використовуючи спiв-
вiдношення (31), (34) та (35).

Тепер оцiнимо ‖Fm∆ϕ‖E([−∆,0),H), якщонорма ‖ϕ‖E([−∆,0),H) є достатньомалою. Будемо
використовувати число

δ =

n∑
k=1

‖Ak‖End H ,

що завдяки (5) бiльше 1.

Очевидно, що згiдно з (6)

sup
t∈[m∆,m∆+∆1)

∥∥∥F (t, ϕ(0)(t−∆1), ϕ(0)(t−∆2), . . . , ϕ(0)(t−∆n)
)∥∥∥

H
≤ α‖ϕ‖1+β

E([−∆,0),H), (36)

якщо

‖ϕ‖E([−∆,0),H) ≤ γ, (37)

i на пiдставi (28), (29) та (30)

sup
t∈[m∆,m∆+∆1)

‖y(t)‖H = sup
t∈[m∆,m∆+∆1)

∥∥∥ϕ(1)(t)
∥∥∥
H
≤ δ‖ϕ‖E([−∆,0),H) + α‖ϕ‖1+β

E([−∆,0),H),

якщо справджується нерiвнiсть (37).
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Також очевидно, що

sup
t∈[m∆+∆1,m∆+2∆1)

∥∥∥F (t, ϕ(1)(t−∆1), ϕ(1)(t−∆2), . . . , ϕ(1)(t−∆n)
)∥∥∥

H
≤

≤ α
(
δ‖ϕ‖E([−∆,0),H) + α‖ϕ‖1+β

E([−∆,0),H)

)1+β
, (38)

якщо

δ‖ϕ‖E([−∆,0),H) + α‖ϕ‖1+β
E([−∆,0),H) ≤ γ, (39)

i на пiдставi (31), (32) та (33)

sup
t∈[m∆+∆1,m∆+2∆1)

‖y(t)‖H = sup
t∈[m∆+∆1,m∆+2∆1)

∥∥∥ϕ(2)(t)
∥∥∥
H
≤

≤ δ
(
δ‖ϕ‖E([−∆,0),H) + α‖ϕ‖1+β

E([−∆,0),H)

)
+

+ α
(
δ‖ϕ‖E([−∆,0),H) + α‖ϕ‖1+β

E([−∆,0),H)

)1+β

у випадку виконання нерiвностi (39).
Такого типу нерiвностi справджуються на кожному кроцi. Наприклад, на заключному

кроцi виконується спiввiдношення

sup
t∈[m∆+n∆1,(m+1)∆)

∥∥∥F (t, ϕ(n)(t−∆1), ϕ(n)(t−∆2), . . . , ϕ(n)(t−∆n)
)∥∥∥

H
≤

≤ α sup
t∈[m∆+n∆1,(m+1)∆)

sup
k=1,n

∥∥∥ϕ(n)(t−∆k)
∥∥∥1+β

H
, (40)

якщо
sup

t∈[m∆+n∆1,(m+1)∆)
sup
k=1,n

∥∥∥ϕ(n)(t−∆k)
∥∥∥
H
≤ γ.

Враховуючи нерiвностi (36), (38) та (40), приходимо до висновку, що iснує таке достат-
ньо мале число γ1 < γ, що коли

‖ϕ‖E([−∆,0),H) ≤ γ1,

тодi
‖Fm∆ϕ‖E([−∆,0),H) ≤ α‖ϕ‖

1+β
E([−∆,0),H).

Таким чином, для операторiв Fm∆, m ≥ 0, для всiх ∆ ≥ 1 виконується умова 2 тео-
реми 3.

Оскiльки для оператора A також виконуються умова 1 теореми 3, що показано в п. 6.2,
то нульовий розв’язок рiвняння (22) нестiйкий для всiх ∆ ≥ 1. Це рiвносильно абсолютнiй
нестiйкостi нульового розв’язку рiвняння (2).

Теорему 6 доведено.
Завершуючи статтю, зазначимо, що теореми 4, 5 i 6 про умови абсолютної нестiйкостi

нульових розв’язкiв рiзницевих рiвнянь (1) i (2) з неперервним аргументом є новими i
задача про абсолютну нестiйкiсть розв’язкiв цих рiвнянь аналогiчна задачам про абсолютнi
стiйкiсть та нестiйкiсть розв’язкiв диференцiально-рiзницевих рiвнянь, що розв’язувалися
в [8 – 21] та iнших працях.
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