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We obtain necessary and sufficient conditions for the solvability of the linear boundary-value problem for
a weakly singular integral equation and find the general form of the solution of this problem.

Знайдено необхiднi та достатнi умови розв’язностi та загальний вигляд розв’язку лiнiйної крайової
задачi для слабкосингулярного iнтегрального рiвняння.

Широке практичне застосування iнтегральних рiвнянь та крайових задач для них сприя-
ло розвитку теорiї i виникненню великої кiлькостi публiкацiй з цього питання. Зокрема,
цiлу низку робiт присвячено дослiдженню слабкосингулярних iнтегральних рiвнянь, якi
ще мають назву рiвнянь зi слабкою особливiстю або рiвнянь з полярним ядром, що ви-
никають у рiзних галузях природознавства [1, 2]. Основи теорiї таких рiвнянь висвiтлено,
зокрема, у монографiях Е. Гурса [3], С. Г. Мiхлiна [4], Ф. Трикомi [5], В. I. Смiрнова [6].
Вивченню диференцiальних властивостей розв’язкiв слабкосингулярних iнтегральних рiв-
нянь та розробцi наближених методiв їх розв’язання присвячено роботи Г. М. Вайнiкко [7],
I. G. Graham [8], T. Tang [9] та iн. [10 – 14]. Дослiдження питання розв’язностi таких рiвнянь
з необмеженим ядром, а також сингулярних рiвнянь з ядром типу Кошi проводиться шля-
хом їх регуляризацiї, тобто зведення до рiвняння Фредгольма [15]. Проте, отримання умов
розв’язностi та вiдшукання розв’язкiв за допомогою альтернативиФредгольма для конкре-
тних рiвнянь наштовхується на суттєвi технiчнi труднощi. У данiй роботi, використовуючи
апарат теорiї псевдообернених матриць, розглянуто альтернативний пiдхiд, що дозволяє
конструктивно встановити умови iснування та структуру розв’язкiв слабкосингулярних
iнтегральних рiвнянь та нетерових крайових задач для них.

1. Крайова задача для iнтегрального рiвняння зi слабкосингулярним ядром. Розглядає-
ться лiнiйна неоднорiдна крайова задача для iнтегрального рiвняння зi слабкосингулярним
ядром

x(t) = f(t) +

b∫
a

K(t, s)x(s)ds, (1)

lx(·) = α. (2)

Тут K(t, s) =
H(t, s)

|t− s|γ
, де H(t, s) обмежена в областi [a, b] × [a, b], 0 < γ < 1, f ∈

∈ L2[a, b], x ∈ L2[a, b], l — обмежений лiнiйний функцiонал, визначений в L2[a, b], l =
= col

(
l1, l2, . . . , lp

)
: L2[a, b]→ Rp, lν : L2[a, b]→ R, α = col

(
α1, α2, . . . , αp

)
∈ Rp.
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2. Зведення iнтегрального рiвняння (1) до рiвняння з iтерованим ядром. Ядро K(t, s)
iнтегрального оператора

(Kw)(t) =

b∫
a

K(t, s)w(s)ds,

що фiгурує у рiвняннi (1), є необмеженим. Проте, рiвняння (1) можна звести до певного
еквiвалентного рiвняння iз iнтегральним оператором, ядро якого є сумовним iз квадратом.
Завдяки цьому ми можемо перейти вiд вивчення крайової задачi для iнтегрального рiвнян-
ня iз необмеженим ядром (1), (2) до вивчення крайової задачi для iнтегрального рiвняння
Фредгольма.

Для обґрунтування згаданого вище переходу наведемо деякi вiдомостi з теорiї слабко-
сингулярних iнтегральних операторiв. Вiдомо [3 – 6], що якщо дано два iнтегральнi опе-
ратори H1 i H2 зi слабкосингулярними ядрами H1(t, s)

|t− s|γ1
,
H2(t, s)

|t− s|γ2
з показниками γ1 i γ2

вiдповiдно, то добуток цих операторiв H1H2 має ядро вигляду

F (t, s) =

b∫
a

H1(t, ξ)H2(ξ, s)

|t− ξ|γ1 |ξ − s|γ2
dξ,

яке буде такої ж структури i має своїм показником число не бiльше, нiж γ1 + γ2 − 1. За
виконання умови

γ1 + γ2 − 1 <
1

2
(3)

ядро F (t, s) буде сумовним з квадратом, а при

γ1 + γ2 − 1 < 0 (4)

ядро F (t, s) буде обмеженим.
Розглянемо тепер iтерованi ядра Kn(t, s), n ∈ N, що визначаються за допомогою реку-

рентної формули

Kn+1(t, s) =

b∫
a

K(t, ξ)Kn(ξ, s)dξ, K1(t, s) = K(t, s). (5)

Згiдно з викладеним вище iтерованi ядра Kn(t, s) мають таку ж структуру, як i слабко-
сингулярне ядро K(t, s) =

H(t, s)

|t− s|γ
, але число γ замiнюється при цьому числом 1−n(1−γ),

яке є вiд’ємним при достатньо великому n. Тому згiдно з (3), (4) при усiх n, для яких ви-
конується умова

n >
1

2(1− γ)
, (6)

ядра Kn(t, s) будуть сумовними з квадратом, а при

n >
1

1− γ
(7)

ядра Kn(t, s) будуть обмеженими.
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Покажемо тепер що, рiвняння (1) можна звести до рiвняння Фредгольма з ядром
Kn(t, s). Справдi, домноживши обидвi частини рiвняння (1) злiва на K(t, s) та проiнте-
грувавши лiву та праву частини отриманої рiвностi на вiдрiзку [a, b], матимемо

b∫
a

K(t, s)x(s)ds =

b∫
a

K(t, s)f(s)ds+

b∫
a

K2(t, s)x(s)ds.

Продовживши цей процес далi, отримаємо

b∫
a

K2(t, s)x(s) ds =

b∫
a

K2(t, s)f(s) ds+

b∫
a

K3(t, s)x(s) ds,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

b∫
a

Kn−1(t, s)x(s) ds =

b∫
a

Kn−1(t, s)f(s) ds+

b∫
a

Kn(t, s)x(s) ds.

Додавши почленно всi отриманi рiвняння з рiвнянням (1), бачимо що, функцiя x(t) є
розв’язком рiвняння

x(t) = fn(t) +

b∫
a

Kn(t, s)x(s)ds, (8)

fn(t) = f(t) +
n−1∑
k=1

b∫
a

Kk(t, s)f(s)ds.

Отже [3 – 6], згiдно з умовою (6) в результатi скiнченної кiлькостi крокiв ми прихо-
димо до рiвняння (8) iз сумовним iз квадратом ядром. Очевидно, що довiльний розв’язок
рiвняння (1) є розв’язком рiвняння (8). Обернене твердження, взагалi кажучи, не вiрне.
Однак, можна вибрати число n так, щоб виконувалася умова (7), а отже, i умова (6), i щоб
довiльний розв’язок рiвняння (8) був розв’язком рiвняння (1), тобто щоб рiвняння (1) та
(8) були еквiвалентнi [4, с. 98]. Надалi будемо вважати, що число n вибрано саме таким
чином. Зафiксувавши n, ми можемо перейти вiд вивчення крайової задачi для iнтегрально-
го рiвняння iз необмеженим ядром (1), (2) до вивчення крайової задачi для iнтегрального
рiвняння Фредгольма (8), (2).

Зауваження. Якщо рiвняння (8) при деякому фiксованому n, для якого виконується
умова (6), має лише єдиний розв’язок, то рiвняння (1) та (8) будуть еквiвалентними. Зокре-
ма, рiвняння (1) та (8) будуть еквiвалентними, якщо у рiвняннi (1) замiсть оператора
Фредгольма фiгуруватиме оператор Вольтерра [3, с. 36].

3. Критерiй розв’язностi крайової задачi (1), (2). Застосуємо для дослiдження задачi (8),
(2) пiдхiд, описаний у [16, 17]. Задачу (8), (2) можна звести до злiченновимiрної системи
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Нехай {ϕi(t)}∞i=1 —повна ортонормальна система функцiй
в L2[a, b]. Введемо у розгляд величини
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xi =

b∫
a

x(t)ϕi(t) dt, aij =

b∫
a

b∫
a

Kn(t, s)ϕi(t)ϕj(s) dt ds, (9)

fi =

b∫
a

fn(t)ϕi(t)dt =

b∫
a

f(t)ϕi(t) dt+
n−1∑
k=1

b∫
a

b∫
a

Kk(t, s)f(s)ϕi(t) dt ds. (10)

Застосовуючи вирази (9), (10) до задачi (8), (2), отримаємо злiченновимiрну систему
алгебраїчних рiвнянь

xi −
∞∑
j=1

aijxj = fi, i = 1,∞, (11)

∞∑
j=1

lνϕj(·)xj = αν , ν = 1, p, (12)

∞∑
i=1

|xi|2 < +∞.

Запишемо систему (11), (12) у виглядi операторного рiвняння в просторi `2 :

Uz =

[
Λ
W

]
z =

[
g
α

]
= q, (13)

де

z = col
(
x1, x2, . . . , xi, . . .

)
, g = col

(
f1, f2, . . . , fi, . . .

)
, (14)

Λ =



1− a11 −a12 . . . −a1i . . .

−a21 1− a22 . . . −a2i . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

−ai1 −ai2 . . . 1− aii . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


, W = lΦ(·), (15)

Φ(t) =
(
ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕi(t), . . .

)
.

Оператор Λ: `2 → `2, який фiгурує у лiвiй частинi операторного рiвняння (13), має
вигляд Λ = I − A, де I : `2 → `2 — одиничний, A : `2 → `2 — цiлком неперервний
оператори. Отже, згiдно з класифiкацiєю С. Г. Крейна оператор Λ: `2 → `2 є фредгольмо-
вим оператором (dim ker Λ = dim ker Λ∗ < ∞), а оператор U : `2 → `2 × Rp — нетеровим
(dim kerU <∞, dim kerU∗ <∞).

Таким чином, для рiвняння (13) справедлива така теорема [18].
Теорема 1. Однорiдне рiвняння (13) (q = 0) має d2 -параметричну сiм’ю розв’язкiв z ∈ `2

z = PΛrPQd2
cd2 ∀cd2 ∈ Rd2 .
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Неоднорiдне рiвняння (13) є розв’язним тодi i тiльки тодi, коли виконуються r + d1

лiнiйно незалежних умов

PΛ∗
r
g = 0,

PQ∗
d1

(
α−WΛ+g

)
= 0

i має d2 -параметричну сiм’ю розв’язкiв z ∈ `2 вигляду

z = PΛrPQd2
cd2 + PΛrQ

+(α−WΛ+g) + Λ+g ∀cd2 ∈ Rd2 .

Тут Q = WPΛr , PΛr

(
PΛ∗

r

)
— матриця, яка складається iз повної системи r лiнiйно

незалежних стовпчикiв (рядкiв) матрицi-проектора PΛ (PΛ∗) , де PΛ (PΛ∗) —проектор на
ядро (коядро) матрицi Λ, PQd2

(
PQ∗

d1

)
— матриця, яка складається iз повної системи d2

(d1) лiнiйно незалежних стовпчикiв (рядкiв) матрицi-проектора PQ (PQ∗) , де PQ (PQ∗) —
проектор на ядро (коядро) матрицi Q, Λ+ (Q+) —псевдообернена (заМуром –Пенроузом)
до Λ (Q) матриця.

Якщо рiвняння (13) має розв’язок, то згiдно з теоремою Рiса –Фiшера iснує елемент
x ∈ L2[a, b] такий, що xi, i = 1,∞, якi визначаються iз системи (11), (12), є його коефiцi-
єнтами Фур’є, тобто має мiсце зображення

x(t) =

∞∑
i=1

xiϕi(t) = Φ(t)z. (16)

Елемент x(t), який визначається спiввiдношенням (16), i є шуканим розв’язком крайової
задачi (8), (2), а отже, i вихiдної задачi (1), (2).

Згiдно з [16, 18], справедливий такий результат.
Теорема 2. Однорiдна крайова задача (1), (2) (f(t) = 0, α = 0) має розв’язок x ∈ L2[a, b]

x(t) = Φ(t)PΛrPQd2
cd2 ∀cd2 ∈ Rd2 .

Неоднорiдна крайова задача (1), (2) є розв’язною тодi i тiльки тодi, коли виконується r
лiнiйно незалежних умов

PΛ∗
r
g = 0 (17)

та d1 лiнiйно незалежних умов

PQ∗
d1

(
α−WΛ+g

)
= 0 (18)

i має d2 -параметричну сiм’ю розв’язкiв x ∈ L2[a, b]:

x(t) = Φ(t)
(
PΛrPQd2

cd2 + PΛrQ
+
(
α−WΛ+g

)
+ Λ+g

)
∀cd2 ∈ Rd2 . (19)
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4. Приклад. Проiлюструємонаведенi вище теоретичнi викладкинаконкретномуприкла-
дi. Розглянемо крайову задачу для iнтегрального рiвняння Вольтерра iз слабкосингулярним
ядром

x(t) = (t+ 1)(3− 4
√
t+ 1) +

t∫
−1

x(s)ds√
t− s

, t ∈ [−1, 1], (20)

1∫
−1

tx(t) dt = 2. (21)

У цьому випадку K(t, s) =
1√
t− s

, тобто γ =
1

2
i згiдно з умовою (6) усi повторнi ядра,

починаючи з K2(t, s), будуть сумовними з квадратом. Отже, вiдповiдно до зауваження
iз п. 2 ми можемо перейти вiд вивчення крайової задачi для iнтегрального рiвняння iз
необмеженим ядром (20), (21) до вивчення еквiвалентної крайової задачi для iнтегрального
рiвняння iз сумовним iз квадратом ядром K2(t, s), що завдяки спiввiдношенню (5) має
вигляд [5, с. 58]

K2(t, s) =

t∫
s

dξ√
(t− ξ)(ξ − s)

= π.

Справдi, домноживши обидвi частини рiвняння (20) злiва на K(t, s), проiнтегрувавши лiву
та праву частини отриманої рiвностi на вiдрiзку [−1, 1] та додавши почленно отримане
рiвняння з рiвнянням (20), матимемо

x(t) =
3

2
(t+ 1)(2− π − πt) + π

t∫
−1

x(s) ds, t ∈ [−1, 1], (22)

1∫
−1

tx(t) dt = 2. (23)

Задачу (22), (23) можна звести до злiченновимiрної системи лiнiйних алгебраїчних

рiвнянь. Уведемо до розгляду функцiї ϕi(t) =

√
2i− 1

2
Pi−1(t), де Pi(t) — многочлени

Лежандра. Система {ϕi(t)}∞i=1 є повною ортонормальною системою функцiй в L2[−1, 1].
Обчислимо величини aij , fi. Згiдно з (9), (10), використавши властивостi многочленiв
Лежандра [19, с. 142], отримаємо

aij = π

1∫
−1

ϕi(t)

t∫
−1

ϕj(s) ds dt

=
π

2

√
(2i− 1)(2j − 1)

1∫
−1

Pi−1(t)

t∫
−1

Pj−1(s) ds dt =
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=
π

2

√
2i− 1

2j − 1

1∫
−1

Pi−1(t) (Pj(t)− Pj−2(t)) dt =

=



π, i = j = 1,

π√
(2i+ 1)(2i− 1)

, j = i− 1,

− π√
(2i+ 1)(2i− 1)

, j = i+ 1,

0, i = j > 1, j = i± k, k > 1,

fi =
3

2

1∫
−1

(t+ 1)(2− π − πt)ϕi(t) dt =

=
3

2

√
2i− 1

2

1∫
−1

(t+ 1)(2− π − πt)Pi−1(t)dt

=



√
2(3− 2π), i = 1,
√

6(1− π), i = 2,

−
√

10

5
π, i = 3,

0, i > 3.

Операторне рiвняння (13) з урахуванням позначень (14), (15) набуде вигляду

Uz =

[
Λ
W

]
z =

[
g
α

]
= q,

де

z = col
(
x1, x2, . . . , xi, . . .

)
, xi =

√
2i− 1

2

1∫
−1

x(t)Pi−1(t)dt,

Λ =



1− π π√
3

0 0 0 . . .

− π√
3

1
π√
15

0 0 . . .

0 − π√
15

1
π√
35

0 . . .

0 0 − π√
35

1
π√
63

. . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .


, g = −

√
10

5



√
5(2π − 3)
√

15(π − 1)

π

0

. . .


,

W =

(
0,

√
6

3
, 0, . . . , 0, . . .

)
, α = 2.
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Рiвняння (22) є рiвнянням з виродженим ядром iз полiномiальною правою частиною.
Отже [3 – 6], його розв’язок є полiномом степеня не вище 2 i ми можемо при побудовi
операторного рiвняння (13) обмежитися функцiями {ϕi(t)}3i=1. У цьому випадку

det Λ =
1

15

(
15− 15π + 6π2 − π3

)
= β ≈ −0,26

i тридiагональна матриця Λ є невиродженою, тому

Λ+ = Λ−1 =
1

15β


15 + π2 −5

√
3π

√
5π2

5
√

3π 15(1− π)
√

15
(
π2 − π

)
√

5π2 −
√

15
(
π2 − π

)
5
(
3− 3π + π2

)


i

PΛ = PΛ∗ = O3×3, Q = O1×3, Q+ = O3×1, PQd2
= I3, PQ∗

d1
= 1, d1 = 1, d2 = 3,

де O3×3, O1×3 та O3×1 — нульовi матрицi розмiру 3× 3, 1× 3 та 3× 1 вiдповiдно, I3 —
одинична матриця розмiру 3.

Перевiримо виконання наведених у теоремi 2 умов розв’язностi крайової задачi (20),
(21). Умова (17), очевидно, виконується завдяки PΛ∗ = 0. Перевiримо виконання умо-
ви (18):

PQ∗
d1

(
α−WΛ+g

)
= 2 +

2

15β

(
5π(2π − 3) + 15(1− π)(π − 1) +

(
π2 − π

)
π
)

=

= 2 +
2

15β

(
π3 − 6π2 + 15π − 15

)
= 0.

Умова (18) також виконується i згiдно з теоремою 2 крайова задача (20), (21) має єдиний
розв’язок x ∈ L2[−1, 1], який у нашому випадку має вигляд

x(t) = Φ(t)Λ−1g =

√
10

300β

(
2
√

2, 2
√

6t,
√

10(3t2 − 1)
)

45
√

5β

15
√

15β

0

 = 3(t+ 1). (24)

Отже, ми встановили, що нетерова крайова задача для iнтегрального рiвняння iз не-
обмеженим ядром (20), (21) є однозначно розв’язною та побудували її розв’язок (24).

Лiтература

1. Auer P. L., Gardner C. S. Note on singular integral equations of the Kirkwood –Riseman type // J. Chem. Phys. –
1955. – 23. – P. 1545 – 1546.

2. Constanda C., Potapenko S. Integral methods in science and engineering: techniques and applications. – Boston:
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