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We study the problem of existence of a unique solution bounded on Z of a linear second-order difference
equation with a jump of the operator coefficient in a finite-dimensional Banach space.

Дослiджується питання про iснування єдиного обмеженого на Z розв’язку лiнiйного рiзницевого
рiвняння зi стрибком операторного коефiцiєнта у скiнченновимiрному банаховому просторi.

Нехай X — m-вимiрний комплексний банахiв простiр з нормою ‖·‖ i нульовим елементом
0̄; I, O —одиничний та нульовий оператори в X; A, B —фiксованi лiнiйнi оператори в X.

Розглянемо рiзницеве рiвняння

xn+1 − 2xn + xn−1 = Fnxn + yn, n ∈ Z, (1)

у якому {yn, n ∈ Z} — задана, а {xn, n ∈ Z} — шукана послiдовностi елементiв простору
X, Fn = A, n ≥ 1, Fn = B, n ≤ 0.

Мета цiєї статтi — отримати необхiднi та достатнi умови для операторiв A, B, за яких
виконується така умова.

Умова обмеженостi. Для довiльної обмеженої в X послiдовностi {yn, n ∈ Z} рiвнян-
ня (1) має єдиний обмежений розв’язок {xn, n ∈ Z} у просторi X.

Аналогiчне питання для рiзницевого рiвняння першого порядку зi стрибком оператор-
ного коефiцiєнта дослiджено в [1]. Випадок, коли матрицi операторiв A, B зводяться до
дiагонального вигляду, розглянуто в [2]. Про рiзницевi рiвняння другого порядку зi ста-
лими операторними коефiцiєнтами та їх застосування — див. [3, с. 17; 4] та наведенi там
посилання.

Допомiжнi твердження. Покладемо

X2 =

{
x =

(
x(1)

x(2)

) ∣∣∣∣∣ x(1), x(2) ∈ X
}
.

Тодi X2 — 2m-вимiрний комплексний банахiв простiр iз покоординатним додаванням i
множенням на скаляр та нормою

‖x‖∗ =
∥∥x(1)∥∥+

∥∥x(2)∥∥, x =

(
x(1)

x(2)

)
∈ X2.

Якщо E, F, G, H — лiнiйнi оператори в X, то, як i для випадку числових матриць,
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T =

(
E F
G H

)
задає лiнiйний оператор в X2 за правилом

Tx =

(
Ex(1) + Fx(2)

Gx(1) +Hx(2)

)
, x =

(
x(1)

x(2)

)
∈ X2.

Нехай

TA =

(
A+ 2I −I

I O

)
, TB =

(
B + 2I −I

I O

)
,

σ(TA) — набiр власних чисел оператора TA, S = {z ∈ C | |z| = 1} .
У подальшому використовуються такi твердження.
Лема 1. Для оператора TA iснує обернений оператор

T−1A =

(
O I

−I A+ 2I

)
.

Лема 2. Число λ 6= 0 є власним числом TA, якому вiдповiдає власний вектор
(
λv
v

)
, тодi

i тiльки тодi, коли λ+
1

λ
− 2 є власним числом A, якому вiдповiдає власний вектор v.

Лема 3. Якщо λ ∈ σ(TA) i йому вiдповiдає власний вектор
(
λv
v

)
, то λ 6= 0,

1

λ
∈ σ(TA)

i йому вiдповiдає власний вектор
(
v
λv

)
.

Лема 4. σ(TA) ∩ S = ∅ тодi i тiльки тодi, коли σ(A) ∩ [−4; 0] = ∅.
Лема 5. Рiвняння λ+

1

λ
− 2 = µ має при заданому µ ∈ C два коренi, один iз яких лежить

усерединi кола S, а iнший зовнi S, тодi i тiльки тодi, коли µ /∈ [−4; 0].
Доведення лем 1 – 5 тривiальнi i тут не наводяться.
Лема 6. Якщо µ—власне число оператора A, якому вiдповiдає клiтинаЖордана порядку

p, i λ+
1

λ
− 2 = µ, то власним числам λ,

1

λ
оператора TA вiдповiдають клiтини Жордана

порядку, не меншого за p.
Доведення. Iз умов леми випливає (див., наприклад [5] (§ 19)), що в X iснує такий

набiр лiнiйно незалежних векторiв e1, e2, . . . , ep, що
(A− µI)e1 = 0̄, (A− µI)ek = ek−1, 2 ≤ k ≤ p. (2)

Внаслiдок леми 2 (TA − λE)v1 = 0̃, де E — одиничний оператор в X2,

0̃ =

(
0̄

0̄

)
, v1 =

v(1)1

v
(1)
2

,
v
(1)
1 = λe1, v

(1)
2 = e1. Знайдемо такi вектори vk, 2 ≤ k ≤ p, що

∀1 ≤ k ≤ p− 1: (TA − λE)vk+1 = vk. (3)
Оскiльки при фiксованому 1 ≤ k ≤ p − 1 рiвнiсть (3) покоординатно записується у

виглядi

(A− µI)v
(k+1)
1 = v

(k)
1 −

1

λ
v
(k)
2 ,
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v
(k+1)
1 − λv(k+1)

2 = v
(k)
2 ,

маємо

(A− µI)v
(k+1)
1 = v

(k)
1 −

1

λ2
v
(k)
1 +

1

λ3
v
(k−1)
1 − . . .+ (−1)k

λk+1
v
(1)
1 , (4)

v
(k+1)
2 =

1

λ
v
(k+1)
1 − 1

λ2
v
(k)
1 + . . .+

(−1)k

λk+1
v
(1)
1 . (5)

Зокрема, при k = 1 рiвнiсть (4) записується у виглядi

(A− µI)v
(2)
1 = v

(1)
1 −

1

λ2
v
(1)
1 =

(
1− 1

λ2

)
λe1,

а отже, з урахуванням (2) можна покласти

v
(2)
1 = λ

(
1− 1

λ2

)
e2. (6)

При цьому з (5) матимемо

v
(2)
2 =

1

λ
v
(2)
1 −

1

λ2
v
(1)
1 =

(
1− 1

λ2

)
e2 −

1

λ
e1. (7)

Отже, шуканий вектор v2 iснує, i його координати є лiнiйними комбiнацiями векто-
рiв e1, e2.

Оскiльки при фiксованому 2 ≤ k ≤ p − 1 у правiй частинi (4) матимемо лiнiйну
комбiнацiю векторiв e1, e2, . . . , ek, вектори vk+1 послiдовно визначаються за допомогою
спiввiдношень (4), (5) для k = 3, 4, . . . , p−1. Тому внаслiдок рiвностей (3) оператор TA має
клiтину Жордана порядку, не меншого за p.

Вiдзначимо, що внаслiдок спiввiдношень (4) – (7) для всiх допустимих k

v
(k+1)
2 =

(
1− 1

λ2

)k
ek+1 + hk(λ; e1, e2, . . . , ek), (8)

де hk(λ; e1, e2, . . . , ek) — деяка лiнiйна комбiнацiя базисних векторiв e1, e2, . . . , ek.
Щодо власного числа 1

λ
мiркування аналогiчнi.

Лему 6 доведено.
Позначимо через J(µ, p) клiтину Жордана порядку p з числом µ на головнiй дiагоналi.
Лема 7. Нехай σ(A) ∩ [−4; 0] = ∅. Тодi кожнiй клiтинi Жордана J(µ, p) матрицi опе-

ратора A вiдповiдають двi клiтини Жордана J(λ, p), J

(
1

λ
, p

)
матрицi оператора TA, де

µ = λ+
1

λ
− 2.

Доведення. З лем 2, 3, 6 випливає, що коли матриця оператора A має клiтину Жордана
J(µ, p) i µ = λ+

1

λ
− 2, то матриця оператора TA має клiтини Жордана J(λ, q1), J

(
1

λ
, q2

)
,

де q1 ≥ p, q2 ≥ p. Якщо, вiд супротивного, для деякої J(µ, p) q1 > p або q2 > p, то
внаслiдок скiнченновимiрностi простору X твердження леми 6 не може виконуватися для
кожної з клiтин Жордана матрицi оператора TA.

Лему 7 доведено.
Наслiдок 1. Якщо σ(A)∩ [−4; 0] = ∅, то пiдпростори X2

−(A), X2
+(A) мають розмiрнос-

тi m, а також жорданова нормальна форма матрицi оператора TA мiстить пари клiтин
Жордана, вказаних у лемi 7.
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Лема 8. Для того щоб умова обмеженостi виконувалася для рiвняння (1), необхiдно i
достатньо, щоб ця умова виконувалася у просторi X2 для рiзницевого рiвняння

xn+1 = Gnxn + yn, n ∈ Z, (9)

в якому Gn = TA, n ≥ 1, Gn = TB, n ≤ 0.

Доведення леми 8 стандартне, i у данiй статтi не наводиться.
Нехай T — такий лiнiйний оператор в X2, що σ(T ) ∩ S = ∅. Визначимо простори

X2
−(T ), X2

+(T ) за таким правилом. Якщо σ(T ) лежить усерединi кола S, то X2
−(T ) = X2,

X2
+(T ) = {0}. Якщо σ(T ) лежить зовнi S, то X2

−(T ) = {0}, X2
+(T ) = X2. Якщо ж σ(T )

має непорожнi перетини з множинами S− = {z ∈ C | |z| < 1} i S+ = {z ∈ C | |z| > 1} ,
то зафiксуємо такий базис e1, e2, . . . , ek, fk+1, fk+2, . . . , f2m у просторi X2, в якому мат-
риця оператора T має жорданову нормальну форму, причому e1, e2, . . . , ek вiдповiдають
клiтини Жордана з власними числами iз S−, а fk+1, fk+2, . . . , f2m — клiтини Жордана з
власними числами iз S+. Тодi X2

−(T ), X2
+(T ) — лiнiйнi оболонки векторiв e1, e2, . . . , ek та

fk+1, fk+2, . . . , f2m вiдповiдно.
Внаслiдок теореми 1 роботи [1] справджується таке твердження.
Теорема 1. Для рiзницевого рiвняння (9) умова обмеженостi виконується тодi i тiльки

тодi, коли виконуються такi умови:
(i) σ(TA) ∩ S = ∅, σ(TB) ∩ S = ∅;
(ii) X2 = X2

−(TA)+̇X2
+(TB), тобто X2 є прямою сумою X2

−(TA) та X2
+(TB).

Основний результат. Перевiрка умови (ii) теореми1 єнетривiальною задачею, розв’язан-
ня якої потребує, взагалi кажучи, громiздких обчислень. Наступна теорема, яка є основним
результатом цiєї статтi, мiстить достатнi умови на оператори A, B, при виконаннi яких
справджується iмплiкацiя (i) ⇒ (ii) для умов теореми 1.

Теорема 2. Нехай виконується умова (i) теореми 1, а також матрицi операторiв A, B
мають жорданову нормальну форму в одному i тому ж базисi e1, e2, . . . , em (тут також
суттєвий однаковий порядок базисних векторiв для A i B ). Тодi виконується умова (ii)
теореми 1.

Доведення. Розглянемо випадок, коли матриця оператора A має двi клiтини Жордана
порядкiв p1, p2, p1 + p2 = m, а матриця B — три клiтини порядкiв q1, q2 = 1, q3,
q1 + 1 + q3 = m, причому p1 > q1 + 1. У загальному випадку мiркування аналогiчнi.

Нехай µ1, µ2 та z1, z2, z3 — власнi числа операторiв A, B, якi вiдповiдають їхнiм
клiтинам Жордана. Тодi

(A− µ1I)e1 = 0̄, (A− µ1I)ek = ek−1, 2 ≤ k ≤ p1;

(A− µ2I)ep1+1 = 0̄, (A− µ2I)ek = ek−1, p1 + 2 ≤ k ≤ m;

(B − z1I)e1 = 0̄, (B − z1I)ek = ek−1, 2 ≤ k ≤ q1;

(B − z2I)eq1+1 = 0̄;

(B − z3I)eq1+2 = 0̄, (B − z3I)ek = ek−1, q1 + 3 ≤ k ≤ m.

Зафiксуємо такi числа λk, k = 1, 2, νk, k = 1, 2, 3, що для кожного k |λk| < 1, µk =

= λk +
1

λk
− 2, |νk| < 1, zk = νk +

1

νk
− 2.

Скористаємося лемами 6, 7 i виберемо в X2 вектори v1 = v1(e1), . . . , vp1 = vp1(e1),
vp1+1 = vp1+1(ep1+1), . . . , vp1+p2 = vp1+p2(ep1+1), якi задають клiтини Жордана оператора
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TA, що вiдповiдають власним числам λ1, λ2 i будуються за формулами (4), (5) за власним
вектором e1 i приєднаними векторами e2, . . . , ep1 та власним вектором ep1+1 i приєднаними
векторами ep1+2, . . . , ep1+p2 оператора A, а також вектори w1 = w1(e1), . . . , wq1 = wq1(e1),
wq1+1 = wq1+1(eq1+1), wq1+2 = wq1+2(eq1+2), . . . , wq1+1+q3 = wq1+1+q3(eq1+2), якi аналогiчно
задають клiтини Жордана оператора TB, що вiдповiдають власним числам 1

ν1
,

1

ν2
,

1

ν3
.

Внаслiдок леми 7 простори X2
−(TA), X2

+(TB), m-вимiрнi i є лiнiйними оболонками
векторiв v1, . . . , vp1+p2 i w1, . . . , wq1+1+q3 вiдповiдно.

Отже, для виконання умови (ii) теореми 1 досить перевiрити, що рiвнiсть
p1∑
k=1

δkvk(e1) +
m∑

k=p1+1

δkvk(ep1+1) =

=

q1∑
k=1

σkwk(e1) + σq1+1wq1+1(eq1+1) +

m∑
k=q1+2

σkwk(eq1+2) (10)

виконується тiльки при δ1 = . . . = δm = σ1 = . . . = σm = 0.
Вiдзначимо, що для довiльних i = 1, 2, j = 1, 2, 3

TA − λiE = TB −
1

νj
E +

(
A−B + Ti,j 0

0 Ti,j

)
, (11)

де Ti,j =

(
1

νj
− λi

)
I. Подiємо на (10) оператором (TA−λ2E). З урахуванням (11) i власти-

востей приєднаних векторiв для других координат отриманої рiвностi буде виконуватися
спiввiдношення

δ1(λ1 − λ2)v(1)2 (e1) +

p1∑
k=2

δk

(
v
(k−1)
2 (e1) + (λ1 − λ2)v(k)2 (e1)

)
+

m∑
k=p1+2

δkv
(k−1)
2 (ep1+1) =

= σ1

(
1

ν1
− λ2

)
w

(1)
2 (e1) +

q1∑
k=2

σk

(
w

(k−1)
2 (e1) +

(
1

ν1
− λ2

)
w

(k)
2 (e1)

)
+

+ σq1+1

(
1

ν2
− λ2

)
w

(q1+1)
2 (eq1+1) + σq1+2

(
1

ν3
− λ2

)
w

(q1+2)
2 (eq1+2)+

+
m∑

k=q2+3

σk

(
w

(k−1)
2 (eq1+2) +

(
1

ν3
− λ2

)
w

(k)
2 (eq1+2)

)
. (12)

Внаслiдок (8) у рiвностi (12) вектор em зустрiчається тiльки у виразi для w(m)
2 (eq1+2).

Отже, з лiнiйної незалежностi e1, e2, . . . , em випливає, що σm = 0. Пiсля цього, повер-
нувшись до (10), робимо висновок, що й δm = 0.

Таким чином, в обох частинах (10) залишаються суми m − 1 доданкiв. Далi мiркуємо
аналогiчно. Подiявши на (10) спочатку p2 разiв оператором TA − λ2E, а потiм p1 разiв
оператором TA − λ1E, послiдовно отримаємо σm = δm = 0, σm−1 = δm−1 = 0, . . . , σ1 =
= δ1 = 0.

Теорему 2 доведено.
Наступний приклад показує, що коли матрицi операторiв A, B мають жорданову нор-

мальну форму в одному й тому ж базисi, але з рiзним порядком базисних векторiв, то
твердження теореми 2 може не виконуватися.
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Приклад 1. Нехай X = C2, e1 =

(
1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
. Розглянемо такi оператори A, B, що

(A−µI)e1 = 0̄, (A−µI)e2 = e1, (B−zI)e2 = 0̄, (B−zI)e1 = e2 для деяких µ, z з множини
R\[0, 4]. Нехай λ, ν — такi числа, що |λ| < 1, |ν| < 1, µ = λ+

1

λ
− 2, z = ν +

1

ν
− 2. Тодi, з

урахуванням спiввiдношень (6), (7), X2
−(TA), X2

+(TB) є вiдповiдно лiнiйними оболонками

векторiв


λ
0
1
0

,


0

λ

(
1− 1

λ2

)
− 1

λ

1− 1

λ2

 та


0
1

ν
0
1

,


1

ν

(
1− ν2

)
0

1− ν2
−ν

.
Перевiримо, що при деяких λ, µ, якi задовольняють вказанi вище умови, цi чотири

вектори лiнiйно залежнi, а отже, умова (ii) не виконується. Справдi,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ 0 0
1

ν

(
1− ν2

)
0 λ

(
1− 1

λ2

)
1

ν
0

1 − 1

λ
0 1− ν2

0 1− 1

λ2
1 −ν

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1−

(
λ− 1

ν

)2(
1− 1

λ2

)(
1− ν2

)
.

Покладемо ν =
1

3
i розглянемо функцiю F : (0; 1] → R, яка дiє за правилом F (λ) = −1 −

−8

9
(λ−3)2

(
1− 1

λ2

)
. Оскiлькифункцiя F неперервнана (0; 1], F (1) = −1, limλ→0+ F (λ) =

= +∞, знайдеться таке λ0 ∈ (0, 1), що F (λ0) = 0. Тому при ν =
1

3
, λ = λ0 умова (ii) не

виконується.
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