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By using the theory of generalized inversion of operators in Banach spaces, we establish conditions for the
generalized invertibility of an integro-differential operator with degenerate kernel in a Banach space. We
obtain formulas for the construction of bounded projectors and a bounded generalized inverse operator to
an integro-differential operator with a degenerate kernel in a Banach space. The results of investigations
are illustrated by an example.

Встановлено умови узагальненої оборотностi iнтегро-диференцiального оператора з виродженим
ядром у банаховому просторi з використанням теорiї узагальненого обернення операторiв у банахо-
вих просторах. Отриманоформули для побудови обмежених проекторiв та обмеженого узагальнено-
оберненого оператора до iнтегро-диференцiального оператора з виродженим ядром у банаховому
просторi. Результати дослiджень проiлюстровано на прикладi.

При исследовании разрешимости различных типов функционально-дифференциальных
уравнений и краевых задач для них в последние десятилетия широко применяется теория
обобщенного обращения операторов [1 – 6]. Такой подход позволяет, с учетом специфики
каждой конкретной задачи, применить для ее решения все преимущества “операторной
техники”.

Хорошо разработаны и широко применяются способы обобщенного обращения не-
теровых операторов в евклидовых пространствах [2, 4] и топологически нетеровых [5],
n-, d-нормальных [7], эволюционных [8], интегральных операторов [9] в банаховых про-
странствах.

Исследование разрешимости и построение решений интегро-дифференциальных урав-
нений представляет собой задачу, специфика которой заключается в том, что интегро-
дифференциальный оператор не имеет обратного оператора. Такие уравнения в евклидо-
вых пространствах рассматривались в работах [10 – 12] и др.

В этой работе с использованием теории обобщенного обращения операторов в бана-
ховых пространствах [4, 13], а также обобщенного обращения интегральных операто-
ров в банаховых пространствах [9] получены условия обобщенной обратимости интегро-
дифференциального оператора с вырожденным ядром в банаховом пространстве, постро-
ены ограниченные проекторы и обобщенно-обратный оператор к нему.

Постановка задачи. Пусть z(t) — непрерывно дифференцируемая функция, которая
действует из отрезка [a, b] в действительное банахово пространство

B1 : z(t) ∈ C([a, b],B1) :=

{
z(·) : [a, b]→ B1, |||z||| = sup

t∈[a,b]
‖z(t)‖

}
,
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C([a, b],B1) —банахово пространство непрерывных на [a, b] вектор-функций со значения-
ми в B1, z(t) ∈ C([a, b],B1), ż(t) ∈ C1([a, b],B1), где C1([a, b],B1) —банахово пространст-
во непрерывно дифференцируемых вектор-функций с нормой

|||z||| =
1∑

k=0

sup
t∈[a,b]

∥∥∥z(k)(t)∥∥∥ ,
где z(k)(t) — k -я производная от z(t). Производная ż(t) понимается в смысле [14, c. 140].

Рассмотрим интегро-дифференциальный оператор

(Lz)(t) := ż(t)−M(t)

b∫
a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds, (1)

где оператор-функция M(t) действует из банахова пространства B2 в банахово про-
странство B1 и сильно непрерывна с нормой |||M ||| = supt∈[a,b]‖M(t)‖B2 = M0 < ∞, а
оператор-функции W (t) и V (t) действуют из банахова пространства B1 в банахово про-
странство B2 и сильно непрерывны с нормами |||W ||| = supt∈[a,b]‖W (t)‖B1 = W0 < ∞ и
|||V ||| = supt∈[a,b]‖V (t)‖B1 = V0 < ∞. Таким образом, оператор L действует из банахова
пространства C1([a, b],B1) в банахово пространство C([a, b],B1).

Ставится задача: найти условия обобщенной обратимости интегро-дифференциального
оператора L в банаховом пространстве, построить ограниченные проекторы PN(L), PYL

и
ограниченный обобщенно-обратный оператор L−.

Предварительные сведения. Известно [15, 16], что линейный ограниченный оператор
L, действующий из банахова пространства B1 в банахово пространство B2, обобщен-
но обратим, если его ядро N(L) и образ R(L) дополняемы в пространствах B1 и B2

соответственно. При этом существуют ограниченные проекторы PN(L) : B1 → N(L) и
PYL

: B2 → YL, индуцирующие разбиения банаховых пространств B1 и B2 в прямые
топологические суммы

B1 = N(L)⊕XL, B2 = YL ⊕R(L).

Класс обобщенно обратимых операторов L : B1 → B2 в дальнейшем будем обозначать
через GI(B1,B2).

В [9] показано, что оператор L1 в линейном интегральном уравнении Фредгольма с
вырожденным ядром

(L1y)(t) := y(t)−M(t)

b∫
a

N(s)y(s) ds = g(t) (2)

обобщенно обратим, если оператор

D = IB2 −A, A =

b∫
a

N(s)M(s) ds, D : B2 → B2 (3)

обобщенно обратим.
Для интегрального уравнения (2) справедлива следующая теорема.
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Теорема 1 [9]. Пусть D ∈ GI(B2,B2). Тогда соответствующее (2) однородное инте-
гральное уравнение имеет семейство решений

y(t) = M(t)PN(D)c.

Неоднородное интегральное уравнение (2) при выполнении условия

PYD

b∫
a

N(s)g(s) ds = 0

и только при нем имеет семейство решений

y(t) = M(t)PN(D)c+ g(t) +M(t)D−
b∫

a

N(s)g(s) ds.

где PN(D) и PYD
—ограниченные проекторына нуль-пространство N(D) и подпространство

YD = B2 	R(D) оператора D соответственно, D− — ограниченный обобщенно обратный
оператор к оператору D, c — произвольный элемент банахова пространства B2.

Основной результат. 1. Построение ограниченных проекторов. Обозначим в (1)

ż(t) = y(t), z(t) =

t∫
a

y(s) ds+ c0, c0 ∈ B1.

Тогда оператор D определяется по формуле (3), где

N(s) =

b∫
s

W (τ)dτ + V (s). (4)

Пусть D ∈ GI(B2,B2). А значит, существуют ограниченные проекторы

PN(D) : B2 → N(D), ‖PN(D)‖B2 = pd <∞,

PYD
: B2 → YD, ‖PYD

‖B2 = p̄d <∞

на нуль-пространство N(D) и подпространство YD = B2 	 R(D) оператора D соответ-
ственно [16] и ограниченный обобщенно обратный оператор D− к оператору D [13].

Обозначим

W =

b∫
a

W (s) ds, W : B1 → B2,

S = PYD

b∫
a

N(s)M(s)W ds = PYD
AW = PYD

[
IB2 −D

]
W = PYD

W,

поскольку PYD
D = 0.
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Пусть оператор S ∈ GI(B1,B2). Тогда существуют ограниченные проекторы

PN(S) : B1 → N(S), ‖PN(S)‖B1 = ps <∞,

PYS
: B2 → YS , ‖PYS

‖B2 = p̄s <∞

на нуль-пространство PN(S) и подпространство PYS
= B2 	 R(S) и ограниченный обоб-

щенно обратный оператор S− : B2 → B1 к оператору S.
Теорема 2. Пусть операторы D ∈ GI(B2,B2) и S ∈ GI(B1,B2), а оператор-функции

M(t), W (t), V (t) удовлетворяют указанным выше условиям. Тогда интегро-дифференциаль-
ный оператор L обобщенно обратим.

Доказательство. Для доказательства обобщенной обратимости оператора L необходи-
мо и достаточно показать, что существуют ограниченные проекторы [16]

PN(L) : C1([a, b],B1)→ N(L), PYL
: C([a, b],B1)→ YL

разбивающие банаховы пространства C1([a, b],B1), C([a, b],B1) в прямые топологические
суммы

C1([a, b],B1) = N(L)⊕XL, C([a, b],B1) = YL ⊕R(L).

Обозначим

M̃(t) =

t∫
a

M(s) ds, D̃ =
[
IB2 +D−A

]
W. (5)

Пусть операторы D и S обобщенно обратимы. Покажем, что операторы

(PYL
f)(t) = M(t)PYS

PYD

b∫
a

N(s)f(s) ds, (6)

(PN(L)z)(t) = M̃(t)PN(D)


b∫

a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds−Wz(a)

+

+
{
M̃(t)D̃PN(S) + PN(S)

}
z(a) (7)

являются ограниченными проекторами на подпространство C([a, b],B1) 	 R(L) и нуль-
пространство N(L) ⊂ C1([a, b],B1).

Для доказательства того, что оператор (6) является проектором на подпространство YL,
сначала необходимо и достаточно показать, что он удовлетворяет свойствам

P2
YL

= PYL
, PYL

L = 0, (8)

а затем показать его ограниченность.
Проверим первое равенство из (8). Пусть f(t) ∈ C([a, b],B1).

(P2
YL
f)(t) = M(t)PYS

PYD

b∫
a

N(s)(PYL
f)(s) ds =
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= M(t)PYS
PYD

b∫
a

N(s)

M(s)PYS
PYD

b∫
a

N(τ)f(τ)dτ

 ds =

= M(t)PYS
PYD

A

b∫
a

N(s)f(s) ds =

= M(t)PYS
PYD

[IB2 −D]

b∫
a

N(s)f(s) ds = (PYL
f)(t),

так как PYD
D = 0.

Далее проверим второе соотношение из (8):

(PYL
Lz)(t) = M(t)PYS

PYD

b∫
a

N(s)

ż(s)−M(s)

b∫
a

[W (τ)z(τ) + V (τ)ż(τ)] dτ

 ds =

= M(t)PYS
PYD

b∫
a

N(s)ż(s) ds−M(t)PYS
PYD

A

b∫
a

[W (s)z(s) ds+ V (s)ż(s)] ds =

= M(t)PYS
PYD

b∫
a


b∫

s

W (τ)dτ + V (s)

 ż(s) ds−

−M(t)PYS
PYD

A

b∫
a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds =

= M(t)PYS
PYD

b∫
a

W (s)
[
z(s)− z(a)

]
ds+M(t)PYS

PYD

b∫
a

V (s)ż(s) ds−

−M(t)PYS
PYD

A

b∫
a

W (s)z(s) ds−M(t)PYS
PYD

A

b∫
a

V (s)ż(s) ds =

= M(t)PYS
PYD

[
IB2 −A

] b∫
a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds−M(t)PYS

PYD
Wz(a) = 0,

так как
s∫

a

ż(τ)dτ = z(s)− z(a), IB2 −A = D, PYD
D = 0, PYD

W = S, PYS
S = 0.

Учтя сделанные выше предположения относительно оператор-функций M(t), N(t),
проекторов PYD

и PYS
, покажемограниченность проектора PYL

в пространстве C([a, b],B1) :
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‖PYL
‖C([a,b],B1) = sup

f∈C([a,b],B1),f 6=0

‖PYL
f‖C([a,b],B1)

‖f‖C([a,b],B1)
=

= sup
f∈C([a,b],B1),f 6=0

∥∥∥∥M(t)PYS
PYD

∫ b

a
N(s)f(s) ds

∥∥∥∥
C([a,b],B1)

‖f‖C([a,b],B1)
≤

≤ sup
f∈C([a,b],B1),f 6=0

|||M(t)||| ‖PYS
‖B1‖PYD

‖B1

∫ b

a
|||N(s)||| ‖f(s)‖C([a,b],B1) ds

‖f‖C([a,b],B1)
≤

≤M0[W0 + V0]p̄sp̄d(b− a) sup
f∈C([a,b],B1),f 6=0

‖f‖C([a,b],B1)

‖f‖C([a,b],B1)
≤

≤M0[W0 + V0]p̄sp̄d(b− a) <∞. (9)

Далее покажем, что проектор PN(L) (7) является проектором на нуль-пространство
N(L), т. е. удовлетворяет условиям

P2
N(L) = PN(L), LPN(L) = 0. (10)

Проверим первое соотношение из (10):

(
P2
N(L)z

)
(t) = M̃(t)PN(D)

b∫
a

[
W (s)(PN(L)z)(s) + V (s)

d

ds
(PN(L)z)(s)

]
ds−

− M̃(t)PN(D)W (PN(L)z)(a) + M̃(t)PN(D)D̃PN(S)(PN(L)z)(a)+

+ PN(S)(PN(L)z)(a).

Из (7) имеем (PN(L)z)(a) = PN(S)z(a) при t = a. Учитывая это, получаем

(P2
N(L)z)(t) = M̃(t)PN(D)

b∫
a

W (s)

{
M̃(s)PN(D)

b∫
a

[W (τ)z(τ) + V (τ)ż(τ)] dτ −

− M̃(s)PN(D)Wz(a) + M̃(s)D̃PN(S)z(a) + PN(S)z(a)

}
ds+

+ M̃(t)PN(D)

b∫
a

V (s)

{
M(s)PN(D)

b∫
a

[W (τ)z(τ) + V (τ)ż(τ)] dτ −

−M(s)PN(D)Wz(a) +M(s)D̃PN(S)z(a)

}
ds−

− M̃(t)PN(D)WPN(S)z(a) + M̃(t)D̃P2
N(S)z(a) + P2

N(S)z(a) =
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= M̃(t)PN(D)APN(D)

b∫
a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds− M̃(t)PN(D)APN(D)Wz(a)+

+ M̃(t)PN(D)AD̃PN(S)z(a) + M̃(t)PN(D)WPN(S)z(a)−

− M̃(t)PN(D)WPN(S)z(a) + M̃(t)D̃PN(S)z(a) + PN(S)z(a) =

= (PN(L)z)(t) + M̃(t)PN(D)AD̃PN(S)z(a), (11)

поскольку APN(D) =
[
IB2 −D

]
PN(D) = PN(D), а P2

N(S) = PN(S).

Покажем, что второе слагаемое из (11) равняется нулю, т. е.

PN(D)AD̃PN(S) = 0.

Принимая во внимание, что A = IB2 −D, D̃ =
[
IB2 +D−A

]
W, получаем

PN(D)

[
IB2 −D

][
IB2 +D−(IB2 −D)

]
WPN(S) =

= PN(D)

[
IB2 −D

][
IB2 +D− −D−D

]
WPN(S) =

= PN(D)

[
IB2 −D

][
D− + PYD

)
]
WPN(S) =

= PN(D)D
−WPN(S) + PN(D)

[
IB2 −D

]
SPN(S)−

−
[
PN(D) − P2

N(D)

]
WPN(S) = 0,

поскольку PN(D)D
− = 0, SPN(S) = 0, PN(D) − P2

N(D) = 0.

Таким образом,
(
P2
N(L)z

)
(t) = (PN(L)z)(t).

Далее проверим второе соотношение из (10):

(
LPN(L)z

)
(t) =

d

dt

(
PN(L)z

)
(t)−

−M(t)PN(D)

b∫
a

[
W (s)(PN(L)z)(s) + V (s)

d

ds
(PN(L)z)(s)

]
ds =

= M(t)PN(D)

b∫
a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds−

−M(t)PN(D)Wz(a) +M(t)D̃PN(S)z(a)−

−M(t)

b∫
a

W (s)

{
M̃(s)PN(D)

b∫
a

[
W (τ)z(τ) + V (τ)ż(τ)

]
dτ −

− M̃(s)PN(D)Wz(a) + M̃(s)D̃PN(S)z(a) + PN(S)z(a)

}
ds−
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−M(t)

b∫
a

V (s)

{
M(s)PN(D)

b∫
a

[
W (τ)z(τ) + V (τ)ż(τ)

]
dτ−

−M(s)PN(D)Wz(a) +M(s)D̃PN(S)z(a)

}
ds =

= M(t)
[
IB2 −A

]
PN(D)

b∫
a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds−

−M(t)
[
IB2 −A

]
PN(D)Wz(a) +M(t)

[
DD̃ −W

]
PN(S)z(a) = 0,

поскольку IB2 −A = D, DPN(D) = 0,[
DD̃ −W

]
PN(S) =

{
D
[
IB2 +D− (IB2 −D)

]
W −W

}
PN(S) =

=
[
DW +DD−W −DD−DW −W

]
PN(S) =

=
[(
IB2 − PYD

)
W −W

]
PN(S) = −PYD

WPN(S) = −SPN(S) = 0.

Ограниченность проектора PN(L) показывается аналогично (9).
2. Построение обобщенно-обратного оператора в банаховом пространстве. Рассмотрим

интегро-дифференциальное уравнение

(Lz)(t) := ż(t)−M(t)

b∫
a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds = f(t). (12)

В работе [17] с помощью замены ż(t) = y(t) или

z(t) =

t∫
a

y(s) ds+ c0, c0 ∈ B1, (13)

интегро-дифференциальное уравнение (12) сводится к интегральному уравнению

y(t)−M(t)

b∫
a

N(s)y(s) ds = g(t), (14)

где
g(t) = f(t) +M(t)Wc0.

По теореме 1 имеем, что при выполнении условия

PYD

b∫
a

N(s)g(s) ds = 0
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и только при нем интегральное уравнение (14) имеет семейство решений

y(t) = M(t)PN(D)c+ g(t) +M(t)D−
b∫

a

N(s)g(s) ds,

где c — произвольный элемент банахова пространства B2.

Тогда, учитывая замену (13) и тот факт, что c0 = PN(S)c̃ − S−PYD

∫ b

a
N(s)f(s)ds [17],

получаем общее решение интегро-дифференциального уравнения (1):

z(t) =

t∫
a

y(s) ds+ c0 =
[
M̃(t)PN(D)

(
M̃(t)D̃PN(S) + PN(S)

)][c
c̃

]
+

+ f̃(t) + M̃(t)
[
D− − D̃S−PYD

] b∫
a

N(s)f(s) ds− S−PYD

b∫
a

N(s)f(s) ds,

где f̃(t) =

∫ t

a
f(s) ds, а M̃(t) и D̃ определены формулами (5).

Теорема 3. Пусть D ∈ GI(B2,B2) и S ∈ GI(B1,B2). Тогда оператор

(
L−f

)
(t) = f̃(t) + M̃(t)

[
D− − D̃S−PYD

] b∫
a

N(s)f(s) ds− S−PYD

b∫
a

N(s)f(s) ds (15)

является ограниченным обобщенно-обратным к оператору L.
Доказательство. Оператор L− является обобщенно-обратным к оператору L, если он

удовлетворяет условиям [15]

LL−L = L, L−LL− = L−. (16)

Сначала найдем суперпозицию LL−. Для сокращения записей обозначим

D = D− − D̃S−PYD
, N =

b∫
a

N(s)f(s) ds. (17)

Тогда

(
LL−f

)
(t) = f(t) +M(t)DN −M(t)

b∫
a

W (s)


s∫

a

f(τ)dτ +

s∫
a

M(τ)dτDN

 ds+

+M(t)

b∫
a

W (s) dsS−PYD
N −M(t)

b∫
a

V (s)
{
f(s) +M(s)DN

}
ds =

= f(t) +M(t)DN −M(t)

b∫
a

 b∫
s

W (τ)dτ

f(s) ds−
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−M(t)

b∫
a

 b∫
s

W (τ)dτ

M(s)DdsN +M(t)WS−PYD
N−

−M(t)

b∫
a

V (s)f(s) ds−M(t)

b∫
a

V (s)M(s)DN ds.

После преобразований получим

(
LL−f

)
(t) = f(t) +M(t)DN −M(t)

b∫
a

N(s)f(s) ds−

−M(t)ADN +M(t)WS−PYD
N =

= f(t)−M(t)N +M(t)DDN +M(t)WS−PYD
N. (18)

Упростив выражение

DD = D
[
D− − D̃S−PYD

]
= DD− −DD̃S−PYD

=

= DD− −D
(
IB1 +D−A

)
WS−PYD

=

= DD− −DWS−PYD
−DD−AWS−PYD

=

= DD− −DWS−PYD
−DD−

[
IB2 −D

]
WS−PYD

=

= DD− −DD−WS−PYD
= [IB2 − PYD

]
[
IB2 −WS−PYD

]
,

будем иметь

DD = IB2 − PYD
−WS−PYD

+ SS−PYD
, (19)

поскольку DD−D = D, DD− = IB2 − PYD
, а PYD

W = S.
Подставляя (19) в (18), получаем(
LL−f

)
(t) = f(t)−M(t)N

+M(t)
{
IB1 − PYD

−WS−PYD
+ SS−PYD

}
N +M(t)WS−PYD

N

= f(t)−M(t)PYS
PYD

N,

поскольку SS− = IB2 − PYS
.

Используя представление проектора PYL
(6) (теорема 2) и обозначение для N из (17),

имеем

(
LL−f

)
(t) = f(t)−M(t)PYS

PYD

b∫
a

N(s)f(s) ds =
([
IC([a,b],B1) − PYL

]
f
)

(t).

Далее проверим первое соотношение из (16):

LL−L = [IC([a,b],B1) − PYL
]L = L− PYL

L = L,

поскольку, как показано выше, PYL
L = 0.
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Теперь найдем суперпозицию L−L :

(
L−Lz

)
(t) =

t∫
a

ż(s)−M(s)

b∫
a

[W (τ)z(τ) + V (τ)ż(τ)] dτ

 ds+

+ M̃(t)D

b∫
a

N(s)

ż(s)−M(s)

b∫
a

[W (τ)z(τ) + V (τ)ż(τ)] dτ

 ds−

− S−PYD

b∫
a

N(s)

ż(s)−M(s)

b∫
a

[W (τ)z(τ) + V (τ)ż(τ)] dτ

 ds.

После преобразований получим

(
L−Lz

)
(t) =

t∫
a

ż(s) ds− M̃(t)

b∫
a

[W (s)z(s) + V (s)ż(s)] ds+

+ M̃(t)D

b∫
a

N(s)ż(s) ds− M̃(t)DA

b∫
a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds−

− S−PYD

b∫
a

N(s)ż(s) ds+ S−PYD
A

b∫
a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds. (20)

С учетом того, что N(s) определено равенством (4), а
∫ t

a
ż(s) ds = z(t)−z(a), вычислим

сумму второго, третьего и четвертого слагаемых из (20):

− M̃(t)
[
IB2 +DA

] b∫
a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds+

+ M̃(t)D

b∫
a

 b∫
s

W (τ)dτ + V (s)

ż(s) ds =

= −M̃(t)
[
IB1 +DA

] b∫
a

W (s)z(s) ds− M̃(t)
[
IB2 +DA

] b∫
a

V (s)ż(s) ds+

+ M̃(t)D

b∫
a

W (s)
[
z(s)− z(a)

]
ds+ M̃(t)D

b∫
a

V (s)ż(s) ds =

= M̃(t)
[
D − IB2 −DA

] b∫
a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds− M̃(t)DWz(a). (21)
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Далее в (20) упростим выражение

S−PYD
A


b∫

a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds

 ds− S−PYD

b∫
a

N(s)ż(s) ds =

= S−PYD
A

b∫
a

W (s)z(s) + S−PYD
A

b∫
a

V (s)ż(s) ds−

− S−PYD

b∫
a

W (s)
[
z(s)− z(a)

]
ds− S−PYD

b∫
a

V (s)ż(s) ds =

= S−PYD
[A− IB2 ]

b∫
a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
+ S−PYD

Wz(a) =

= S−Sz(a) =
(
IB1 − PN(S)

)
z(a), (22)

поскольку IB2 −A = D, PYD
D = 0, S−S = IB1 − PN(S).

Подставив (21) и (22) в (20), получим

(
L−Lz

)
(t) =

t∫
a

ż(s) ds+ M̃(t)
[
D − IB2 −DA

] b∫
a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds−

− M̃(t)DWz(a) +
(
IB1 − PN(S)

)
z(a). (23)

Упростим выражения D − IB2 −DA и DW. Имеем

D − IB2 −DA = −IB2 +DD =

= −IB2 −
[
D− − D̃S−PYD

]
D =

= −IB2 +D−D − D̃S−PYD
D = −PN(D), (24)

так как −IB2 +D−D = −PN(D), PYD
D = 0;

DW =
[
D− − D̃S−PYD

]
W = D−W − D̃S−S = D−W − D̃

[
IB1 − PN(S)

]
=

= D−W −
[
IB2 +D−A

]
W + D̃PYS

=

= D−W −
[
IB2 +D− −D−D

]
W + D̃PN(S) =

= −PN(D)W + D̃PN(S). (25)

Учитывая, что
∫ t

a
ż(s) ds = z(t)− z(a), подставляем (24) и (25) в (23) и получаем

(
L−Lz

)
(t) =

t∫
a

ż(s) ds− M̃(t)PN(D)

b∫
a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds+
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+ M̃(t)PN(D)Wz(a)− M̃(t)D̃PN(S)z(a) +
[
IB1 − PN(S)

]
z(a) =

= z(t)− M̃(t)PN(D)


b∫

a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds−Wz(a)

−
−
{
M̃(t)D̃PN(S) + PN(S)

}
z(a).

Используя представление проектора PN(L) (7) (теорема 2), имеем

(
L−Lz

)
(t) = z(t)− M̃(t)PN(D)


b∫

a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds−Wz(a)

−
−
{
M̃(t)D̃PN(S) + PN(S)

}
z(a) =

=
([
IC1([a,b],B1) − PN(L)

]
z
)
(t).

Теперь проверим второе соотношение из (16):

L−LL− =
[
IC1([a,b],B1) − PN(L)

]
L− = L− − PN(L)L

− = L−,

поскольку из общей теории обобщенного обращения операторов известно [15, c. 141], что
PN(L)L

− = 0.
Таким образом, оператор (15) является обобщенно-обратным к итегро-дифференциаль-

ному оператору (1).
Ограниченность оператора L− следует из ограниченности операторов, входящих в его

структуру.
Теорема 3 доказана.
3. Построение обобщенно-обратного оператора к интегро-дифференциальному в евкли-

довом пространстве. В случае, когда интегро-дифференциальное уравнение рассматрива-
ется в евклидовом пространстве, применяя методы построения псевдообратных операторов
и ортопроекторов в конечномерных пространствах [2, 4], предложенную методику иссле-
дования можно уточнить и конкретизировать.

Рассмотрим уравнение (1) в предположении, чтоM(t) — (n×m)-мерная матрица,W (t)
и V (t) — (m × n)-мерные матрицы, f(t) — (n × 1)-мерная матрица, элементы которых
принадлежат пространству L2[a, b]. Операторное уравнение (1) будем рассматривать в
классе функций z(t) таких, что z(t) ∈ Dn

2 [a, b], ż(t) ∈ Ln
2 [a, b].

В этом случае оператор D = Im − A, A =

∫ b

a
N(s)M(s) ds и ортопроекторы PN(D),

PN(D∗) будут (m × m)-мерными матрицами и к матрице D существует единственная
(m×m)-мерная псевдообратная матрица D+.

При этом оператор D̃ будет (m× n)-мерной матрицей

D̃ =
(
Im +D+A

)
W.

Оператор S = PYD
W будет (m × n)-мерной матрицей, а ортопроекторы PN(S) на

нуль-пространство N(S) и PN(S∗) на нуль-пространство N (S∗) сопряженного оператора
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S∗ будут, соответственно, (m × m)-мерными и (n × n)-мерными матрицами. При этом
к матрице S существует единственная (n × m)-мерная псевдообратная матрица S+, а
оператор D+ − D̃S+PN(D∗) будет (m×m)-мерной матрицей.

Тогда теорема 2 формулируется следующим образом.
Теорема 4. Пусть интегро-дифференциальный оператор L (1) действует из простран-

ства Dn
2 [a, b] в пространство Ln

2 [a, b]. Тогда оператор L обобщенно обратим.
Действительно, поскольку конечномерные операторы обобщенно обратимы, из теоре-

мы 1 получим, что в конечномерных пространствах интегро-дифференциальный оператор
L всегда обобщенно обратим, а проекторы

PN(L) : Dn
2 [a, b]→ N(L), PYL

: Ln
2 [a, b]→ YL

будут ограниченными и иметь вид

(PYL
f)(t) = M(t)PN(S∗)PN(D∗)

b∫
a

N(s)f(s)ds,

(PN(L)z)(t) = M̃(t)PN(D)


b∫

a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds−Wz(a)

+

+
{
M̃(t)D̃PN(S) + PN(S)

}
z(a).

В этом случае теорема 3 формулируется следующим образом.
Теорема 5. Пусть L : Dn

2 [a, b]→ Ln
2 [a, b]. Тогда оператор

(
L−f

)
(t) = f̃(t) + M̃(t)

[
D+ − D̃S+PN(D∗)

] b∫
a

N(s)f(s) ds−

− S+PN(D∗)

b∫
a

N(s)f(s) ds

является обобщенно-обратным к оператору L.
Пример 1. Построимобобщенно-обратныйоператор L− кинтегро-дифференциальному

оператору

(Lz)(t) := ż(t)−M(t)

2∫
0

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds = f(t), (26)

M(t) = diag

{[
t 2 t

1 t2 − 2t 1

]
,

[
t 2 t

1 t2 − 2t 1

]
, . . .

}
,

W (s) = diag



s− 3

2
0

0 1

0 1

,

s− 3

2
0

0 1

0 1

, . . .
 ,
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V (s) = diag



s2

2
− 1

2 0

0 −1

0 s− 2

,

s2

2
− 1

2
0

0 −1

0 s− 2

, . . .
 .

Задачу (26) будем рассматривать в предположении, что вектор-функция z(t) действует
из отрезка [0, 2] в банахово пространство c всех сходящихся числовых последователь-
ностей: z(t) ∈ C([0, 2], c) := {z(·) : [0, 2]→ c} , ż(t) ∈ C1([0, 2], c) := {ż(·) : [0, 2]→ c} ,
оператор-функции M(t), W (t) и V (t) действуют из банахова пространства C([0, 2], c) в
себя с нормами

|||M |||C([0,2],c) = sup
t∈[0,2]

‖M(t)‖c, |||W |||C([0,2],c) = sup
t∈[0,2]

‖W (t)‖c,

|||V |||C([0,2],c) = sup
t∈[0,2]

‖V (t)‖c.

Таким образом, оператор L действует из банахова пространства непрерывно дифферен-
цируемых на промежутке [0, 2] функций C1([0, 2], c) в банахово пространство непрерывных
функций C([0, 2], c).

Для этой задачи имеем

N(s) =

2∫
s

W (τ)dτ + V (s) =

= diag




3

2
(s− 1) 0

0 1− s

0 1− s

,


3

2
(s− 1) 0

0 1− s

0 1− s

, . . .
 ,

W =

2∫
0

W (s) ds = diag



−1 0

0 2

0 2

,

−1 0

0 2

0 2

, . . .
 .

Далее получаем

A =

2∫
0

N(s)M(s) ds = diag




1 0 1

0 0 0

0 0 0

,


1 0 1

0 0 0

0 0 0

, . . .
 ,

D = IB2 −A = diag




0 0 −1

0 1 0

0 0 1

,


0 0 −1

0 1 0

0 0 1

, . . .
 ,

PN(D) = diag




1 0 0

0 0 0

0 0 0

,


1 0 0

0 0 0

0 0 0

, . . .
 ,
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PYD
= diag




1 0 1

0 0 0

0 0 0

,


1 0 1

0 0 0

0 0 0

, . . .
 ,

D− = diag




0 0 0

0 1 0

0 0 1

,


0 0 0

0 1 0

0 0 1

, . . .
 ,

S = PYD
W = diag



−1 2

0 0

0 0

,

−1 2

0 0

0 0

, . . .
 ,

PN(S) = diag

{[
0 2

0 1

][
0 2

0 1

]
, . . .

}
,

PYS
= diag




0 0 0

0 1 0

0 0 1

,


0 0 0

0 1 0

0 0 1

, . . .
 .

Очевидно, что построенные проекторы и операторы ограничены в банаховом про-
странстве c.

Для построения обобщенно-обратного оператора L− вычислим операторы

S− = diag

{[
−1 0 0

0 0 0

]
,

[
−1 0 0

0 0 0

]
, . . .

}
,

S−PYD
= diag

{[
−1 0 −1

0 0 0

]
,

[
−1 0 −1

0 0 0

]
, . . .

}
,

D̃ =
[
IB2 +D−A

]
W = diag



−1 0

0 2

0 2

,

−1 0

0 2

0 2

, . . .
 ,

D− − D̃S−PYD
= diag



−1 0 −1

0 1 0

0 0 1

,

−1 0 −1

0 1 0

0 0 1

, . . .
 .

Тогда

M̃(t) =

t∫
0

M(s) ds = diag


 t

2

2
2t

t2

2

t
t3

3
− t2 0

,
 t

2

2
2t

t2

2

t
t3

3
− t2 0

, . . .
 , (27)
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M̃(t)
[
D− − D̃S−PYD

]
− S−PYD

=

= diag


1− t2

2
2t 1

−t t3

3
− t2 0

,
1− t2

2
2t 1

−t t3

3
− t2 0

, . . .
 . (28)

Подставив (27), (28) в формулу (15), получим обобщенно-обратный оператор к интегро-
дифференциальному оператору (26):

(
L−f

)
(t) =

t∫
0

f(s) ds+

+ diag


1− t2

2
2t 1

−t t3

3
− t2 0

,
1− t2

2
2t 1

−t t3

3
− t2 0

, . . .


2∫
0

N(s)f(s) ds.
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