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We consider Morse flows on compact surfaces with boundary. A complete topological invariant of these
flows (an equipped three-color graph) is constructed. The vertices of this graph correspond to standard
domains on the surface in the form of a curvilinear triangle or quadrangle. We find conditions under which
this three-color graph specifies a Morse flow. We calculate the number of topologically nonequivalent
Morse flows with at most five standard domains on surfaces with boundary.

Розглянуто потоки Морса на компактних поверхнях з межею. Побудовано повний топологiчний
iнварiант даних потокiв — оснащений трикольоровий граф. Вершинам цього графа вiдповiдають
стандартнi областi на поверхнi, що мають вигляд криволiнiйного трикутника або чотирикутника.
Знайдено умови, за яких такий граф задає потiк Морса. Обраховано кiлькiсть топологiчно не-
еквiвалентних потокiв Морса з не бiльше нiж п’ятьма стандартними областями на поверхнях з
межею.

1. Вступ. На кожному замкненому многовидi векторне поле завжди породжує потiк. У
випадку компактного многовиду з межею векторне поле буде породжувати потiк тодi i
тiльки тодi, коли воно дотикається до межi в кожнiй її точцi [1].

Векторне поле X на многовидi M називається структурно стiйким, якщо у множи-
нi всiх векторних полiв на многовидi M iснує окiл U такий, що довiльне поле Y ∈ U
топологiчно еквiвалентне полю X [2].

На замкнених поверхнях структурно стiйкi векторнi поля є полями Морса –Смейла.
Для многовидiв бiльшої розмiрностi крiм векторних полiв Морса –Смейла iснують iншi
структурно стiйкi векторнi поля. Для многовидiв з межею аналог полiв Морса –Смейла
описано в роботах [3, 4].

Iдея класифiкацiї двовимiрних потокiв належить О. Андронову та Л. Понтрягiну [5].
Топологiчна класифiкацiя векторних полiв Морса –Смейла на замкнених поверхнях роз-
роблена в роботах М. Пейксото [6], В. В. Шарка та А. А. Ошемкова [7], на тривимiрних
многовидах для полiв з певними обмеженнями—Я. Л. Уманського [8], О. О. Пришляка [9].
У роботi [10] наведено топологiчну класифiкацiю m-полiв на 2- та 3-вимiрних многовидах
з межею.

Структурну стiйкiсть полiвМорса –Смейла на замкнених многовидах довели Пейксото
[6, 11], Робiнсон, Персель.

Достатнi умови для структурної стiйкостi на замкнених многовидах отримали (за гiпо-
тезою Палiса –Смейла [12]) Роббiн [13], Робiнсон [3]. ПiзнiшеМане [14] закiнчив доведен-
ня необхiдної умови для C1 структурної стiйкостi.

Траєкторну еквiвалентнiсть оптимальних потокiв Морса на замкнених поверхнях до-
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слiджено в роботi [15].
У данiй статтi розглядаються потоки Морса на поверхнi з межею. Аналогiчно до по-

токiв на замкнених поверхнях, на поверхнях з межею потоки Морса утворюють всюди
щiльну множину [4]. Серед потокiв, у яких множина неблукаючих точок складається зi
скiнченного числа траєкторiй, структурно стiйкими є лише потоки Морса. Метою робо-
ти є застосування трикольорових графiв для вивчення топологiчних властивостей потокiв
Морса на компактних поверхнях з межею.

2. Трикольоровi графи. Будемо розглядати векторнi поля, якi дотичнi до межi компакт-
ного многовиду. Такi поля породжують потiк на ньому.

Означення 1. Векторне поле X на гладкому многовидi M з межею ∂M називається
полем Морса, якщо воно задовольняє такi умови:

1) множина Ω(X) неблукаючих точок X складається зi скiнченного числа особливих
точок i замкнених орбiт i всi вони гiперболiчнi;

2) стiйкi та нестiйкi многовиди двох елементiв з Ω(X) перетинаються трансверсально
на IntM, а якщо для двох таких елементiв iснує точка нетрасверсального перетину на межi,
то принаймнi один iз цих елементiв є особливою точкою [2].

Потiк, породжений векторним полем Морса, будемо називати потоком Морса [16].
Означення 2. Граф T будемо називати трикольоровим графом, якщо всi його вершини

мають степiнь не бiльше 3, а ребра розфарбованi у три кольори таким чином, що у кож-
нiй вершинi сходяться ребра рiзних кольорiв. Кольори позначатимемо буквами s, t, u. Два
трикольоровi графи називатимемо iзоморфними, якщо вони iзоморфнi зi збереженням роз-
фарбування (тобто при iзоморфiзмi ребра, позначенi буквами s, t, u, переходять у ребра,
позначенi тими ж буквами). Коротко будемо називати цi ребра s-ребрами, t-ребрами та
u-ребрами.

Опишемопроцедуру зiставлення кожномупотокуМорса деякого трикольорового графа.
Нехай v — потiк Морса на замкненiй поверхнi M, який має хоча б одну сiдлову

особливу точку. Розрiзавши M по всiх сепаратрисах потоку v, ми розiб’ємо поверхню на
канонiчнi областi, що мають вигляд криволiнiйних n-кутникiв, приклади яких зображенi
на рис. 1. Якщо поверхня не замкнена (компактна з межею), то для потоку Морса може
iснувати траєкторiя γ∂ , що з’єднує сiдла i лежить на межi поверхнi. Подвоївши поверхню,
отримаємо Ω-потiк на подвоєнiй поверхнi DM [17]. Це потiк, який має тi ж самi власти-
востi, що й потiк Морса, за виключенням того, що можуть iснувати траєкторiї, якi йдуть iз
сiдла в сiдло. Тодi областi, що мiстять у своїй межi траєкторiю γ∂ , будуть криволiнiйними
n-кутниками на DM, вершини яких — особливi точки поля v (одне джерело, один стiк, а
решта— сiдла), а сторони— сепаратриси поля v [17]. Такi n-кутники ми будемо називати
канонiчними n-кутниками (у статтi [17] вони названi комiрками).

При цьому на поверхнi сторони канонiчного n-кутника можуть склеюватися мiж со-
бою. У n-кутниках, якi мають вигляд як на рис. 1, внутрiшнi траєкторiї поля v проходять iз
джерела у стiк. Розрiзавши кожен iз них по однiй iз таких траєкторiй, отримаємо розбиття
даних n-кутникiв на m-кутники. Якщо n-кутник мiстить траєкторiю, що лежить у ∂M, то
будемо його розрiзати саме по цiй траєкторiї. Отриманi m-кутники будуть трикутниками
або чотирикутниками на поверхнi M. Це випливає з того, що коли iснує траєкторiя, яка
з’єднує сiдла, тодi ця траєкторiя лежить на межi ∂M, а отже, сусiднi до неї сепаратриси є
внутрiшнiми i, отже, одна з них починається у джерелi, а iнша закiнчується у стоцi. Разом з
траєкторiєю, що йде з джерела у стiк, така область утворює криволiнiйний чотирикутник.
Решта траєкторiй, як i для замкнених поверхонь, будуть трикутниками. За побудовою
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а) б)

Рис. 1. Канонiчнi областi, утворенi розрiзуванням поверхнi по всiх сепаратрисах на DM (канонiчнi n -
кутники).

а) б)

Рис. 2. Стандартнi областi на M.

сторони трикутника розфарбованi у три рiзних кольори s, t, u (рис. 2 а). Сепаратриси,
що з’єднують сiдла, будемо фарбувати у колiр c. Отже, чотирикутники будуть розфар-
бованi у кольори u, s, t, c. При цьому c-траєкторiя буде протилежною до t-траєкторiї,
а u-траєкторiя протилежною до s-траєкторiї (рис. 2 б). Сторони одного трикутника або
чотирикутника вже не можуть бути склеєними мiж собою у многовидi M. Це випливає
з того, що сторони кожного трикутника або чотирикутника утворенi траєкторiями рiзних
типiв:

1) траєкторiя, яка йде з джерела в сiдла (s-траєкторiя);
2) траєкторiя, яка йде iз сiдла у стiк (u-траєкторiя);
3) траєкторiя, яка йде з джерела у стiк (t-траєкторiя);
4) траєкторiя, що з’єднує сiдла (c-траєкторiя).
Вiдмiтимо, що t-траєкторiї, якщо вони не належать ∂M, визначенi неоднозначно.
Таким чином, отримано розбиття многовиду M на трикутники та чотирикутники, якi

ми будемо називати стандартними областями (рис. 2).
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а) б)

Рис. 3

Побудуємо трикольоровий граф T, що вiдповiдає даному розбиттю M. Кожнiй кано-
нiчнiй областi поставимо у вiдповiднiсть вершину даного графа. Вершини дiлитимуться
на два типи: чорнi вершини вiдповiдатимуть трикутникам, а бiлi вершини — чотири-
кутникам. Якщо двi канонiчнi областi мають спiльну сторону, утворену s-траєкторiєю,
t-траєкторiєю або u-траєкторiєю, то з’єднаємо вершини, що вiдповiдають цим областям,
ребром з вiдмiткою s (s-ребром), з вiдмiткою t (t-ребром) або з вiдмiткою u (u-ребром)
вiдповiдно.

Зауважимо, що не iснує областей, якi мiстять спiльну сторону, утворену c-траєкторiєю,
тому що дана траєкторiя може лежати лише на межi многовиду M.

Лема 1. При побудовi трикольорового графа, що вiдповiдає потоку Морса:
1) результат не залежить вiд вибору t-траєкторiй у кожному канонiчному n-кутнику;
2) топологiчно траєкторно еквiвалентним потокам вiдповiдають iзоморфнi трикольо-

ровi графи.
Доведення. 1) При розрiзуваннi канонiчного n-кутника по двох рiзних t-траєкторiях

побудуємо гомеоморфiзм, який переводить одну з отриманих при цьому областей в iншу,
наприклад, область BCDE в область BCDE1 (рис. 3). Якщо при розрiзуваннi отримаємо
p-кутник та q -кутник, то на траєкторiї t вiдмiтимо p− 2 точки, якi розбивають цю траєк-
торiю на рiвнi за довжиною дуги, а також q−2 точки, якi також розбивають траєкторiю на
рiвнi за довжиноючастини.Прицьому видiленi точки будуть вiдповiдати сiдлам p-кутникiв
та q -кутникiв. Наприклад, якщо отримаємо 2 трикутники, то на t-траєкторiї буде вiдмiчена
одна точка (її середина),що є спiльною видiленою точкоюдля обох трикутникiв. Проведемо
iз сiдлових точок на межi областi до вiдповiдних видiлених точок на траєкторiї t кривi, якi
перетинають кожну траєкторiю в однiй точцi. Побудуємо гомеоморфiзми α мiж кривими
CE в областi BCDE та вiдповiдними кривими CE1 в BCDE1. Довiльна траєкторiя, що
йде з джерела у стiк, розбивається побудованими кривими на декiлька дуг, на кiнцях яких
задано вiдображення α або тотожне. Наприклад, траєкторiя DMB розбивається точкою
M на двi дуги. Точки B i D вiдображаються тотожним вiдображенням, а точка M —
вiдображенням α в M1. На кожнiй дузi BM задамо гомеоморфiзм в BM1 пропорцiйно
довжинi дуги. У такий спосiб побудованi гомеоморфiзми в сукупностi задають шуканий
гомеоморфiзм трикутника.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2019, т. 22, № 2



254 О. О. ПРИШЛЯК, А. А. ПРУС

2) Нехай h — гомеоморфiзм мiж потоками v1 та v2. Даний гомеоморфiзм перево-
дить канонiчнi чотирикутники потоку v1 у канонiчнi чотирикутники потоку v2 (зокрема,
сепаратриси потоку v1 у сепаратриси потоку v2 ). Враховуючи твердження п. 1 леми 1,
h переводить трикутники одного потоку в трикутники iншого. Тобто канонiчнi областi
одного потоку переходять у канонiчнi областi iншого.

Лему 1 доведено.
Нагадаємо, що при побудовi трикольорового графа за потоком Морса кожному три-

кутнику ми ставимо у вiдповiднiсть чорну вершину, а кожному чотирикутнику — бiлу
вершину.

Означення 3. Трикольоровий граф, вершини якого розфарбованi в два кольори (бiлий
та чорний), будемо називати оснащеним. Два оснащенi трикольоровi графи називаються
iзоморфними, якщо iснує їхнiй iзоморфiзм як простих графiв, який зберiгає розфарбування
ребер i розфарбування вершин.

Теорема класифiкацiї. Два потоки Морса v1 i v2 на многовидах M1 та M2 будуть
топологiчно траєкторно еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi їм оснащенi
трикольоровi графи T (v1) та T (v2) будуть iзоморфними.

Доведення. В одну сторону теорему доведено (з урахуванням леми 1).
Нехай графи T (v1) та T (v2) iзоморфнi. Цей iзоморфiзм iндукує бiєкцiю мiж канонiч-

ними областями многовиду M1 та многовиду M2. За означенням графу T (v) ця бiєкцiя
узгоджена з перетинами стандартних областей: якщо двi стандартнi областi многовиду M1

мають спiльну сторону (вершину), то вiдповiднi їм стандартнi областi многовидуM2 також
мають спiльну сторону (вершину) такого ж типу. Нагадаємо, що за побудовою вершинами
кожної стандартної областi є джерело, стiк або сiдло, що й визначає тип кожної вершини та
кожної сторони. Таким чином, бiєкцiя мiж стандартними областями однозначно породжує
бiєкцiю мiж вершинами цих областей, тобто мiж особливими точками потокiв v1 та v2,
причому цi бiєкцiї узгодженi.

Гомеоморфiзм h : M1 →M2, який встановлює топологiчну траєкторну еквiвалентнiсть
потокiв v1 та v2, будується таким чином:

1) в особливих точках потоку v1 вiдображення h визначено вказаною бiєкцiєю;
2) вiдображення h продовжується на сепаратриси потоку v1 так, щоб кожна з них

гомеоморфно вiдображалась у вiдповiдну сепаратрису потоку v2 ;
3) для кожного канонiчного n-кутника (рис. 1) потоку v1 вiдображення h, задане на

його границi (i яке вiдображає його в границю деякого канонiчного n-кутника потоку v2 ),
продовжується на весь канонiчний n-кутник так, щоб це був гомеоморфiзм, який пере-
водить траєкторiї в траєкторiї. Iснування даного продовження доводиться стандартними
методами (див. статтi [18, 19]).

Теорему доведено.
Вершини оснащеного трикольорового графа будемо подiляти на два типи: внутрiшнi—

з них виходить i u-ребро, i s-ребро; граничнi — з них виходить або u-ребро, або s-ребро.
Наявнiсть t-ребра на тип не впливає.

Зауваження 1. Гранична вершина вiдповiдає трикутнику, s- або u-траєкторiя якого
лежить на межi.

Означення 4. Допустимим оснащеним трикольоровим графом називається граф, що має
такi властивостi:

1) кожне ребро графа позначене однiєю з трьох лiтер: s, t, u, а кожна вершина є бiлою
або чорною;
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а) б)

Рис. 4

2) з кожної вершини не може виходити два ребра одного типу;
3) для кожної чорної внутрiшньої вершини iснує su-цикл довжини 4, що її мiстить;
4) якщо двi чорнi вершини з’єднанi u- або s-ребром i одна з них є граничною, то граничною

буде й iнша;
5) кожна бiла вершина є внутрiшньою; при цьому якщо вона з’єднана з чорною вершиною

u-ребром (s-ребром), то дана чорна вершина буде граничною.
Теорема 1. Оснащений трикольоровий граф, побудований за потоком Морса, є допусти-

мим.
Доведення. Доведемо виконання властивостей 1 – 5 для трикольорового графа, побу-

дованого за потоком Морса.
Властивiсть 1 випливає з побудови графа.
Властивiсть 2 випливає з того, що у трикутникiв та чотирикутникiв усi сторони рiзних

кольорiв.
Властивiсть 3: з означення внутрiшньої чорної вершини випливає, що їй вiдповiдає

трикутник, s, u-ребра якого є внутрiшнiми. Отже, спiльна для них вершина є сiдловою
i внутрiшньою (тому що з граничної сiдлової вершини виходить лише одна сепаратриса).
Тодi ця вершина є вершиною ще трьох внутрiшнiх трикутникiв i в двоїстому графi вона
лежить всерединi su-циклу довжини 4.

Властивiсть 4: s-ребру або u-ребру, що з’єднує данi вершини, вiдповiдає сепаратриса
граничної сiдлової точки. Отже, сумiжнi до неї трикутники є граничними i обидвi вiдпо-
вiднi вершини є граничними (рис. 4 а).

Властивiсть 5 доводиться аналогiчно до властивостi 4 (рис. 4 б).
Теорема реалiзацiї. Для зв’язного трикольорового графа, що має властивостi 1 – 5, iснує

потiк Морса на зв’язнiй поверхнi з межею, трикольоровий граф якого є заданим графом.
Доведення. Кожнiй чорнiй вершинi зiставимо стандартну область—трикутник, а бiлiй

вершинi—чотирикутник (рис. 2). Склеїмо вiдповiднi сторони стандартних областей згiдно
з ребрами графа (кожне ребро графа вiдповiдає парi сторiн, що склеюються). Очевидно,
що отриманий простiр M є поверхнею з межею. У кожнiй чорнiй вершинi домалюємо, за
потребою, ребра (що будуть називатися хвостами) таких кольорiв, щоб iз неї виходило по
одному t-ребру, s-ребру та u-ребру. Iншим кiнцем домальованого ребра буде домальована
вершина. Аналогiчно домалюємо ребра в бiлих вершинах так, щоб з кожної виходили
чотири ребра рiзних кольорiв (s, t, u та c). Побудуємо подвоєний граф H, взявши двi копiї
отриманого графа, склеївши вiдповiднi домальованi вершини i замiнивши їх разом iз двома

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2019, т. 22, № 2



256 О. О. ПРИШЛЯК, А. А. ПРУС

а) б) в)

г) д) е)

Рис. 5

сумiжними ребрами одним ребром. Розглянувши подвоєння DM поверхнi M, можемо на
ньомупобудувати Ω-потiк для графа H (див. статтю [17]). Обмеженняпобудованого потоку
на M буде шуканим потоком.

Зауваження 2. Потiк Морса буде потоком на замкненiй поверхнi тодi i тiльки тодi,
коли його трикольоровий граф не мiстить бiлих вершин i з кожної вершини виходить три
ребра.

3. Побудова всiх можливих трикольорових графiв. Наведемо всi можливi варiанти допу-
стимих оснащених трикольорових графiв з 2, 3, 4 та 5 вершинами. Зауважимо, що оснаще-
ний трикольоровий граф, який складається лише з однiєї вершини, не буде допустимим,
тому що коли ця вершина бiла, тодi вона не буде внутрiшньою (порушується властивiсть 5),
коли ж вона чорна, тодi для неї не виконується властивiсть 2.

3.1. Двi вершини. Для тогощоб побудувати всi допустимi оснащенi трикольоровi графи
з двома вершинами, розглянемо такi варiанти:

1. Одна з вершин графа бiла, а iнша чорна. Такий варiант неможливий, оскiльки бiла
вершина завжди є внутрiшньою, отже, з неї виходить s- i u-ребро. Оскiльки у графа лише
двi вершини, то для чорної вершини iнцидентнi цi ж два ребра, отже, чорна вершина також
є внутрiшньою, а це суперечить властивостi 5.

2. Обидвi вершини є бiлими. Оскiльки обидвi бiлi вершини є внутрiшнiми, то, очевидно,
вони з’єднанi s- та u-робром. t-Ребром можемо з’єднувати будь-якi двi вершини з ура-
хуванням властивостi 2 про те, що з кожної вершини не може виходити два ребра одного
кольору. Отже, отримано два рiзнi варiанти (рис. 5 a, б).

3. Обидвi вершини є чорними. Якщо одна з вершин є внутрiшньою, то iнша також є
внутрiшньою. За властивiстю 3 для кожної чорної внутрiшньої вершини повинен iснувати
su-цикл довжини 4, що її мiстить, а це неможливо. Отже, обидвi чорнi вершини є гранич-
ними. За означенням граничної вершини з неї виходить або u-, або s-ребро (наявнiсть
t-ребра на тип не впливає). Тому отримуємо такi варiанти: 1) двi чорнi вершини з’єднанi
лише u-ребром (рис. 5 в); 2) u- i t-ребрами (рис. 5 г); 3) лише s-ребром (рис. 5 д); 4) s- та
t-ребрами (рис. 5 е).

3.2. Три вершини. Для того щоб побудувати всi можливi допустимi оснащенi трико-
льоровi графи з трьома вершинами, розглянемо такi варiанти:

1. Всi вершини чорного кольору. У такому випадку одна з вершин буде внутрiшньою, а за
властивiстю 3 для неї повинен iснувати su-цикл довжини 4, який її мiстить, що неможливо.
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а) б)

в) г)

Рис. 6

а) Перший тип три-
кольорового графа з
4 вершинами.

б) Другий тип три-
кольорового графа з
4 вершинами.

в) Граф, що задає
потiк на замкненiй
поверхнi.

Рис. 7

2. Всi вершини бiлi.Неможливо побудувати граф з трьома вершинами таким чином, щоб
кожна з них була внутрiшньою. Отже, маємо суперечнiсть з властивiстю 5.

3. Двi вершини бiлi, одна чорна. Данi двi бiлi вершини повиннi бути внутрiшнiми, тобто
з кожної з них виходять u- i s-ребро. У такому випадку в чорну вершину ввiйдуть або два
u-ребра, або два s-ребра, що неможливо за властивiстю 1.

4. Двi вершини чорнi, одна бiла. У такому випадку можливий варiант як на рис. 6 a.
Враховуючи те, що будь-якi двi вершини можуть бути з’єднанi t-ребром, утвориться ще
три варiанти (рис. 6 б, в, г). Отже, всього 4 рiзнi варiанти.

3.3. Чотири вершини. Для того щоб побудувати всi можливi допустимi оснащенi три-
кольоровi графи з 4 вершинами, скористаємося вже побудованими графами з двома вер-
шинами. Будемо з’єднувати два графи з двома вершинами t-ребрами всiма можливими
способами таким чином, щоб з кожної вершини не виходило два ребра однакового кольо-
ру. Зауважимо також, що граф, у якого всi вершини чорнi i кожнiй вершинi iнцидентнi
три ребра рiзних кольорiв, задає потiк на замкненiй поверхнi, що не входить у поле наших
дослiджень. Таким чином, отримаємо 7 рiзних графiв.

Залишилося ще 4 типи графiв, якi неможливо утворити за допомогою зазначених вище
графiв. Один iз графiв першого типу зображений на рис. 7 a.

Оскiльки t-ребра можуть бути iнцидентними будь-яким двом вершинам, то, розгля-
нувши всi можливi варiанти розстановки t-ребер, отримуємо ще 8 варiантiв.

Представник другого типу поданий на рис. 7 б. Для нього з урахуванням усiх варiантiв
розстановки t-ребра отримано всього 4 рiзнi графи.
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а) б)

Рис. 8

Рис. 9. Трикольоровий граф з 5 вершинами.

Рис. 10. Стандартний циклiчний порядок ребер у вершинах.

Зауважимо, що випадок, як на рис. 7 в, ми не розглядаємо, оскiльки такий граф задає
потiк на замкненiй поверхнi.

Представники третього та четвертого типiв поданi на рис. 8.
З урахуванням усiх можливих варiантiв розстановки t-ребра отримаємо всього 16 рiзних

графiв третього та четвертого типiв.
Отже, загальна кiлькiсть рiзних трикольорових графiв з 4 вершинами дорiвнює 36.
3.4. П’ять вершин. Аналогiчно з попереднiм випадком, граф з 5 вершинами можна

утворити за допомогою з’єднання t-ребрами вже побудованих графiв iз трьома та двома
вершинами. Отримаємо 27 графiв.

Один iз можливих графiв з 5 вершинами, який ми ще не розглянули, зображений на
рис. 9.

З’єднавши у ньому вершини t-ребрами всiма можливими способами, всього отримаємо
27 графiв.

Отже, отримано 54 допустимi оснащенi трикольоровi графи з 5 вершинами.
4. Топологiчний тип поверхнi трикольорового графа. Топологiчний тип компактних

поверхонь визначається орiєнтованiстю, кiлькiстю компонент межi та родом поверхнi. Для
визначення кiлькостi компонент межi ми введемо поняття граничного циклу графа таким
чином, що кожний такий цикл вiдповiдав компонентi межi. При заданiй орiєнтованостi
та кiлькостi компонент межi рiд поверхнi буде визначатися ейлеровою характеристикою
поверхнi.

4.1. Алгоритм пiдрахунку кiлькостi граничних циклiв. Приклеїмо до поверхнi комiр
та побудуємо двоїстий граф по вiдношенню до графа, ребрами якого є u,-, s-, t- та c-
траєкторiї, аналогiчно з побудовою трикольорового графа (проте у нового графа є додаткова
вершина, що вiдповiдає комiру, та додатковi ребра, що вiдповiдають траєкторiям на межi
початкової поверхнi). Видалимо з даного двоїстого графа окiл вершини з комiра. Ребра,
якi перетинають межу початкової поверхнi, будемо називати хвостами.

Домалюємо до даного графа хвости (пунктирнi ребра). У бiлих вершинах c-ребро буде
протилежне t-ребру, а s-ребро— u-ребру. Чорнi та бiлi вершини орiєнтуємо стандартним
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чином (рис. 10), тобто задамо стандартний циклiчний порядок ребер t, u, s кольорiв у
чорнiй вершинi та c, s, t, u кольорiв у бiлiй вершинi.

Граничний цикл— це цикл, який мiстить хвости та будується таким чином:
Навколо деякої вершини V1, що мiстить хвiст E1, задамо рух через хвiст проти годин-

никової стрiлки. Згiдно з циклiчним порядком, наступним ребром, iнцидентним вершинi
V1, буде ребро E2. Тобто граничний цикл буде мiстити хвiст E1 та ребро E2. Якщо ребро
E2 також є хвостом, то за циклiчним порядком перейдемо на наступне ребро E3, що су-
мiжне вершинi V1. Якщо ребро E2 не є хвостом, то ми проходимо по ньому в наступну,
iнцидентну йому, вершину V2. Якщо E3 також є хвостом, то наступним вибираємо те
ребро, яке отримується проходженням далi навколо V2, але проти циклiчного напрямку.
Якщо E3 не є хвостом, то ми рухаємося по ньому у наступну вершину V3, яку аналогiчно
будемо обходити за напрямком циклiчного порядку. Отже, кожного разу, коли ми рухає-
мося по ребру, яке не є хвостом, ми змiнюємо напрямок обходу наступної вершини за або
проти циклiчного порядку. Цикл замкнеться, коли ми повернемося у початкове ребро E1

iз тим самим напрямком руху. Якщо утворений цикл мiстить усi хвости, то поверхня має
один граничний цикл, а отже, одну компоненту межi. Якщо ж iснує хвiст, який не ввiйшов
у перший таким способом побудований граничний цикл, то аналогiчною процедурою ми
побудуємо граничний цикл, що мiстить даний хвiст.

Таким чином, будуватимемо граничнi цикли, доки не вичерпаємо всiх хвостiв.
Зауважимо, що за побудовою два граничнi цикли не можуть проходити через один i той

же хвiст, але можуть мiстити спiльнi внутрiшнi ребра. Причому кожне ребро проходиться
не бiльше двох разiв усiма циклами разом.

4.2. Визначення роду поверхнi. ПодвоївшиповерхнюзмежеюM, отримаємоповерхню
без межi DM.

Лема 2. Ейлерова характеристика поверхнi M має вигляд

χ(M) = χ(DM)/2.

Доведення. χ(DM) = χ(M) + χ(M)− χ(∂M). Оскiльки ∂M = S1, маємо χ(∂M) = 0.
Отже, χ(DM) = χ(M) + χ(M) = 2χ(M).

Зауваження 3. Для обчислення χ(DM) можна скористатися формулою з роботи [17].
Проте у нашому випадку її можна значно спростити.

За побудовою, якщо з графа видалити всi ребра одного кольору, то отримаємо граф,
кожна компонента якого гомеоморфна колу, iзольованiй вершинi або вiдрiзку. Введемо
для їхньої кiлькостi такi позначення:

v00 — число компонент, гомеоморфних колу, пiсля видалення u-ребер;
vI0 — число компонент, негомеоморфних колу, пiсля видалення u-ребер;
v01 — число компонент, гомеоморфних колу, пiсля видалення t-ребер;
vI1 — число компонент, негомеоморфних колу, пiсля видалення t-ребер;
v02 — число компонент, гомеоморфних колу, пiсля видалення s-ребер;
vI2 — число компонент, негомеоморфних колу, пiсля видалення s-ребер.

Позначимо через w число бiлих вершин.
Теорема 2. Ейлерова характеристика поверхнi M має вигляд

χ(M) = v00 − v01 + v02 +
(
vI0 − vI1 + vI2 − w

)
/2.
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Табл. 1

2 станд. обл. 3 станд. обл. 4 станд. обл. 5 станд. обл.

Диск (D2) 5 3 18 22

Лист Мьобiуса 1 5 15

Лист Мьобiуса
з дiркою

2 2

Кiльце (S1 × I) 1 10 10

Кiльце з дiркою 1 1

Пляшка Клейна
з дiркою

3

Тор з дiркою 1

Доведення. Кожна компонента, гомеоморфна колу, є циклом на графi, що є межею 2-
диску з однiєю внутрiшньоюособливоюточкою.Компоненти, гомеоморфнi вiдрiзку, будуть
вiдповiдати особливим точкам на межi (домалювавши хвости i подвоївши поверхню, вони
утворять цикли).Прицьому кожнiй такiй компонентi буде вiдповiдати одна особлива точка,
крiм випадку su компонент, що мiстять бiлi вершини. Бiла вершина вiдповiдає квадрату
з двома сiдловими точками на межi. Отже, її додавання у компоненту додає одну сiдлову
точку на межi.

Використання леми 2 та теореми Пуанкаре –Хопфа завершує доведення теореми 2.
5. Висновок. У данiй роботi було розглянуто потоки Морса на поверхнях з межею та

побудовано повний топологiчний iнварiант даних потокiв—допустимий оснащений трико-
льоровий граф. Зa його допомогою було обраховано кiлькiсть топологiчно нееквiвалентних
потокiв з 2, 3, 4 та 5 стандартними областями. Для кожного з них було визначено поверх-
ню, на якiй даний потiк задається. Розподiл кiлькостi потокiв на поверхнях зображений в
табл. 1.

Автори сподiваються, що отриманi результати можуть бути використанi для кодуван-
ня потокiв i складання алгоритму пiдрахунку числа топологiчно нееквiвалентних потокiв
Морса у випадку бiльше, нiж 5 стандартних областей.

Лiтература

1. Лосєва М. В., Пришляк О. О. Топологiя потокiв Морса –Смейла з особливостями на межi двовимiрного
диска // Пр. мiжнар. геометр. центру. – 2016. – 9, № 2. – C. 32 – 41.

2. Пришляк О. О., Прус А. А. Потоки Морса –Смейла на торi з дiркою // Пр. мiжнар. геометр. центру. –
2017. – 10, № 1. – C. 47 – 58.

3. Robinson C. Structural stability on manifolds with boundary // J. Differential Equations. – 1980. – 37, № 1. –
P. 1 – 11.

4. Percell P. B. Structural stability on manifolds with boundary // Topology. – 1973. – 12. – P. 123 – 144.
5. Aндронов A., Понтрягин Л. Грубые системы // Докл. АН УСРР. – 1937. – 14, № 5. – С. 247 – 250.
6. PeixotoM.M. Structural stability on two-dimensionalmanifolds. I, II // Topology. – 1962. – 1,№2. – P. 101 – 120;

1963. – 2, № 2. – P. 179 – 180.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2019, т. 22, № 2



ТРИКОЛЬОРОВИЙ ГРАФ ПОТОКУ МОРСА НА КОМПАКТНIЙ ПОВЕРХНI З МЕЖЕЮ 261

7. Ошемков А. А., Шарко В. В. О классификации потоков Морса на двумерных многообразиях // Мат. сб. –
1998. – 189, № 8. – С. 93 – 140.

8. Уманский Я. Л. Необходимые и достаточные условия топологической эквивалентности трехмерных
динамических систем Морса –Смейла с конечным числом особых траекторий // Мат. сб. – 1990. – 181,
№ 2. – С. 212 – 239.

9. Пришляк А. О. Топологическая эквивалентность векторных полей Морса –Смейла с beh 2 на трехмерных
многообразиях // Укр. мат. журн. – 2002. – 54, № 4. – С. 492 – 500.

10. Пришляк А. О. Топологическая классификация m -полей на двух- и трехмерных многообразиях с краем //
Укр. мат. журн. – 2003. – 55, № 6. – С. 799 – 805.

11. Peixoto M. M. On the classification of flows on 2-manifolds // Dynamical systems. – New York; London: Acad.
Press, 1973. – P. 389 – 419.

12. Palis J., Smale S. Structural stability theorems // Proc. Sympos. Pure Math. – 1970. – 14. – P. 223 – 231.
13. Robbin J. A structural stability theorem // Ann. of Math. (2). – 1971. – 94. – P. 447 – 493.
14. Mane R. The characterization of structural stability // Publ. Math. Inst. Hautes Études Sci. – 1988. – 66. –

P. 161 – 210.
15. Kibalko Z., Prishlyak A., Shchurko R. Trajectory equivalence of optimal Morse flows on closed surfaces // Proc.

Int. Geom. Cent. – 2018. – 11, № 1. – P. 12 – 26.
16. Пришляк О. О., Лосєва М. В. Оптимальнi потоки Морса –Смейла з особливостями на межi поверхнi //

Нелiн. коливання. – 2018. – 21, № 2. – С. 231 – 237.
17. Круглов В. Е., Малышев Д. С., Починка О. В. Многоцветный граф как полный топологический инвариант

для Ω -устойчивых потоков без периодических траекторий на поверхностях // Мат. сб. – 2018. – 209, № 1. –
С. 100 – 126. DOI: https://doi.org/10.4213/sm8797

18. Peixoto M. C., Peixoto M. M. Structural stability in the plane with enlarged boundary conditions // An. Acad.
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