
УДК 517.956.3

О НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА*

А. Т. Асанова
Ин-т математики и мат. моделирования
ул. Пушкина, 125, Алматы, 050010, Казахстан
e-mail: assanova@math.kz

Г. К. Василина
Ин-т математики и мат. моделирования
ул. Пушкина, 125, Алматы, 050010, Казахстан;
Алматин. ун-т энергетики и связи
ул. Байтурсынулы, 126, Алматы, 050013, Казахстан
e-mail: v_gulmira@mail.ru

А. Е. Иманчиев
Ин-т математики и мат. моделирования
ул. Пушкина, 125, Алматы, 050010, Казахстан;
Актюбин. регионал. гос. ун-т им. К. Жубанова
пр. А. Молдагуловой, 34-А, Актобе, 030000, Казахстан
e-mail: imanchiev_ae@mail.ru

The initial boundary-value problem for the integro-differential equation of third order is considered.
Replacing the required function and its time derivative by a combination of two new unknown functions,
we reduce this problem to an equivalent problem consisting of a family of multipoint problems for a
system of two Volterra first-order integro-differential equations and integral relations. Algorithms for
finding a solution of the equivalent problem are constructed. By using the parametrization method, we
derive conditions of the unique solvability of a family of multipoint problems for the system of Volterra
first-order integro-differential equations in terms of initial data. We establish conditions for the existence
of a unique classical solution of the initial boundary-value problem for the integro-differential equation of
third order in terms of the coefficients of the equation and boundary functions.

Розглядається початково-крайова задача для iнтегро-диференцiального рiвняння третього
порядку. За допомогою замiни шуканої функцiї та її похiдної за часом комбiнацiєю двох
нових невiдомих функцiй ця задача зводиться до еквiвалентної задачi, що складається з
сiм’ї багатоточкових задач для системи двох iнтегро-диференцiальних рiвнянь Вольтер-
ра першого порядку та iнтегральних спiввiдношень. Побудовано алгоритми знаходження
розв’язку еквiвалентної задачi. Одержано умови однозначної розв’язностi сiм’ї багатото-
чкових задач для системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь Вольтерра першого порядку в
термiнах вихiдних даних за допомогоюметоду параметризацiї. Встановлено умови iснуван-
ня єдиного класичного розв’язку початково-крайової задачi для iнтегро-диференцiального
рiвняння третього порядку в термiнах коефiцiєнтiв рiвняння та граничних функцiй.

1. Постановка задачи. На Ω = [0, T ]× [0, ω] рассматривается начально-краевая задача для
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интегро-дифференциального уравнения в частных производных третьего порядка
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∂2u

∂x∂t
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+

t∫
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{
Z1(t, s, x)

∂u(s, x)

∂x
+ Z2(t, s, x)u(s, x)

}
ds+ f(t, x), (1.1)

m∑
j=0

{
Pi,j(x)

∂u(tj , x)

∂x
+ Si,j(x)

∂u(t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=tj

+ Li,j(x)u(tj , x)

}
= ϕi(x), (1.2)

i = 1, 2, x ∈ [0, ω],

u(t, 0) = ψ(t), t ∈ [0, T ], (1.3)

где u(t, x) —искомая функция, функции As(t, x), s = 1, 5, f(t, x) непрерывны на Ω, функ-
ции Zl(t, τ, x) непрерывны на [0, T ]×Ω, l = 1, 2, функции Pi,j(x), Si,j(x), Li,j(x), i = 1, 2,
j = 0,m, ϕi(x), i = 1, 2, непрерывны на [0, ω], 0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tm = T, функция
ψ(t) дважды непрерывно дифференцируема на [0, T ].

Пусть C
(
Ω,Rk

)
— пространство вектор-функций v(t, x), непрерывных на Ω с нормой

‖v‖0 = max
(t,x)∈Ω

‖v(t, x)‖, ‖v(t, x)‖ = max
i=1,k

|vi(t, x)|;

C
(
[0, ω],Rk

)
— пространство вектор-функций ϕ(x), непрерывных на [0, ω] с нормой

‖ϕ‖0 = max
x∈[0,ω]

‖ϕ(x)‖;

C1
(
[0, T ],Rk

)
— пространство вектор-функций ψ(t), непрерывно дифференцируемых на

[0, T ] с нормой

‖ψ‖1 = max

(
max
t∈[0,T ]

‖ψ(t)‖, max
t∈[0,T ]

‖ψ̇(t)‖
)
, k = 1, 2, . . . , n.

Функция u(t, x) ∈ C(Ω,R), имеющая частные производные

∂u(t, x)

∂x
∈ C(Ω,R),

∂u(t, x)

∂t
∈ C(Ω,R),

∂2u(t, x)

∂t2
∈ C(Ω,R),

∂2u(t, x)

∂x∂t
∈ C(Ω,R),

∂3u(t, x)

∂x∂t2
∈ C(Ω,R),

называется решением задачи (1.1) – (1.3), если она удовлетворяет интегро-дифференциаль-
ному уравнениютретьего порядка (1.1) для всех (t, x) ∈ Ω и граничнымусловиям (1.2), (1.3).

∗ Работа выполнена прифинансовойподдержкеМинистерства образования инаукиРеспубликиКазахстан
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Интегро-дифференциальные уравнения в частных производных описывают многие фи-
зические процессы, которые носят эридитарный характер, т. е. такие явления, в которых
учитывается не только настоящее положение системы или ближайшее предыдущее, но так-
же все предыдущие положения. Примером может служить явление упругости, где дефор-
мация упругого бруса или кручение струны зависят не только от природыприменяемых сил,
но также от предыдущих деформаций, которым был подвергнут брус или струна. Другими
явлениями такого рода являются магнитный или электрический гистерезис, запаздыва-
ние, перенос лучистой энергии и диффузия нейтронов [1 – 7]. Интегро-дифференциальное
уравнение (1.1) можно трактовать также как нагруженное дифференциальное уравнение
третьего порядка [4, c. 28].

В предлагаемой работе рассматриваются вопросы существования единственного ре-
шения начально-краевой задачи для интегро-дифференциального уравнения третьего по-
рядка (1.1) – (1.3). С помощью новых неизвестных функций исследуемая задача сведена
к эквивалентной многоточечной задаче для системы интегро-дифференциальных уравне-
ний Вольтерра первого порядка и интегральным соотношениям. Предложены алгоритмы
нахождения решения эквивалентной задачи. Установлены условия существования един-
ственного решения задачи (1.1) – (1.3) в терминах разрешимости многоточечной задачи
для системы интегро-дифференциальных уравнений Вольтерра первого порядка. Получе-
ны условия однозначной разрешимости многоточечной задачи для системы интегро-диф-
ференциальных уравнений Вольтерра первого порядка в терминах исходных данных.

2. Переход к эквивалентной задаче. Искомую функцию u(t, x) и ее производную по
времени ∂u(t, x)

∂t
заменим следующим образом:

u(t, x) = u1(t, x) + u2(t, x),
∂u(t, x)

∂t
= α[u1(t, x)− u2(t, x)],

здесь α = max
(
max(t,x)∈Ω{|A1(t, x)|+ |A3(t, x)|}, 1

)
. Далее введем следующие обозначе-

ния:

A(t, x) =
1

2

α+A1(t, x) +
A3(t, x)

α
−α−A1(t, x) +

A3(t, x)

α

α−A1(t, x)− A3(t, x)

α
−α+A1(t, x)− A3(t, x)

α

, U(t, x) =

(
u1(t, x)

u2(t, x)

)
,

B(t, x) =
1

2

(
A2(t, x) −A2(t, x)

−A2(t, x) A2(t, x)

)
, V (t, x) =

∂U(t, x)

∂x
, W (t, x) =

∂U(t, x)

∂t
,

C(t, x) =
1

2

 A4(t, x) +
A5(t, x)

α
−A4(t, x) +

A5(t, x)

α

−A5(t, x)

α
−A4(t, x) −A5(t, x)

α
+A4(t, x)

, F (t, x) =


f(t, x)

2α

f(t, x)

2α

,

Kl(t, s, x) =
1

2α

(
Zl(t, s, x) Zl(t, s, x)

−Zl(t, s, x) −Zl(t, s, x)

)
, l = 1, 2, Φ(x) =

(
ϕ1(x)

ϕ2(x)

)
,

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2019, т. 22, № 3



294 А. Т. АСАНОВА, Г. К. ВАСИЛИНА, А. Е. ИМАНЧИЕВ

Mi(x) =

(
P1,i(x) P1,i(x)

P2,i(x) P2,i(x)

)
, Li(x) =

(
L1,i(x) + αS1,i(x) L1,i(x)− αS1,i(x)

L2,i(x) + αS2,i(x) L2,i(x)− αS2,i(x)

)
, i = 0,m,

Ψ(t) =
1

2


ψ(t) +

ψ̇(t)

α

ψ(t)− ψ̇(t)

α

.
После несложных преобразований задача (1.1) – (1.3) перейдет в следующую эквива-

лентную задачу:

∂V

∂t
= A(t, x)V +

t∫
0

K1(t, s, x)V (s, x)ds+B(t, x)W (t, x) + C(t, x)U(t, x)+

+

t∫
0

K2(t, s, x)U(s, x)ds+ F (t, x), (2.1)

m∑
i=0

Mi(x)V (ti, x) +
m∑
i=0

Li(x)U(ti, x) = Φ(x), x ∈ [0, ω], (2.2)

U(t, x) = Ψ(t) +

x∫
0

V (t, ξ)dξ, W (t, x) = Ψ̇(t) +

x∫
0

∂V (t, ξ)

∂t
dξ. (2.3)

В интегральных соотношениях (2.5) учтено условие (1.3).
Решением задачи (2.3) – (2.5) является тройка функций (V (t, x),W (t, x), U(t, x)), где

функция V (t, x) ∈ C
(
Ω,R2

)
, удовлетворяющая двумерной системе интегро-дифферен-

циальных уравнений первого порядка (2.3) и многоточечному условию (2.4), имеет частные
производные ∂V (t, x)

∂x
∈ C

(
Ω,R2

)
,
∂V (t, x)

∂t
∈ C

(
Ω,R2

)
,
∂2V (t, x)

∂x∂t
∈ C

(
Ω,R2

)
, а функ-

ции U(t, x) и W (t, x) связаны с функциями V (t, x) и ∂V (t, x)

∂t
интегральными соотноше-

ниями (2.5).
Если функция u∗(t, x) является решением задачи (1.1) – (1.3), то тройка функций

(V ∗(t, x),W ∗(t, x), U∗(t, x)) ,

где

u∗1(t, x) =
1

2
u∗(t, x) +

1

2α

∂u∗(t, x)

∂t
, u∗2(t, x) =

1

2
u∗(t, x)− 1

2α

∂u∗(t, x)

∂t
,

U∗(t, x) =

(
u∗1(t, x)

u∗2(t, x)

)
, V ∗(t, x) =

∂U∗(t, x)

∂x
, W ∗(t, x) =

∂U∗(t, x)

∂t
,

будет решением задачи (2.3) – (2.5). И наоборот, если тройка функций

(V ∗∗(t, x),W ∗∗(t, x), U∗∗(t, x)) ,
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где

U∗∗(t, x) =

(
u∗∗1 (t, x)

u∗∗2 (t, x)

)
, V ∗∗(t, x) =

∂U∗∗(t, x)

∂x
, W ∗∗(t, x) =

∂U∗∗(t, x)

∂t
,

является решением задачи (2.3) – (2.5), то функция u∗∗(t, x) с непрерывными частными
производными, определяемая равенствами

u∗∗(t, x) = u∗∗1 (t, x) + u∗∗2 (t, x),
∂u∗∗(t, x)

∂t
= α [u∗∗1 (t, x)− u∗∗2 (t, x)] ,

∂u∗∗(t, x)

∂x
=
∂u∗∗1 (t, x)

∂x
+
∂u∗∗2 (t, x)

∂x
,

∂2u∗∗(t, x)

∂x∂t
= α

[
∂u∗∗1 (t, x)

∂t
− ∂u∗∗2 (t, x)

∂t

]
,

∂2u∗∗(t, x)

∂t2
= α

[
∂2u∗∗1 (t, x)

∂t2
+
∂2u∗∗2 (t, x)

∂t2

]
,

∂3u∗∗(t, x)

∂x∂t2
= α

[
∂2u∗∗1 (t, x)

∂x∂t
− ∂2u∗∗2 (t, x)

∂x∂t

]
для всех (t, x) ∈ Ω, будет решением задачи (1.1) – (1.3).

Задача (2.3) – (2.5) при фиксированных U(t, x), W (t, x) является семейством многото-
чечных задач для системыинтегро-дифференциальных уравненийВольтерра относительно
функции V (t, x). Роль параметра семейства играет переменная x, непрерывно изменяю-
щаяся на [0, ω]. Интегральные соотношения (2.5) позволяют определить функции U(t, x)

и W (t, x) через V (t, x) и ∂V (t, x)

∂t
для всех (t, x) ∈ Ω.

Таким образом, имеем замкнутую систему уравнений для нахождения тройки функ-
ций (V (t, x),W (t, x), U(t, x)). Для нахождения решения задачи (2.3) – (2.5) используется
итерационный процесс, где тройка последовательных приближений(

V (k)(t, x),W (k)(t, x), U (k)(t, x)
)

определяется по следующему алгоритму A :
Шаг 0. 1) Полагая U(t, x) = Ψ(t), W (t, x) = Ψ̇(t) в правой части системы (2.3) и мно-

готочечном условии (2.4) и решая семейство многоточечных задач (2.3), (2.4), находим
начальное приближение V (0)(t, x) для всех (t, x) ∈ Ω. 2) Из интегральных соотноше-

ний (2.5) последовательно при V (t, x) = V (0)(t, x) и ∂V (t, x)

∂t
=

∂V (0)(t, x)

∂t
определяем

U (0)(t, x) и W (0)(t, x) для всех (t, x) ∈ Ω.
Шаг 1. 1) Полагая U(t, x) = U (0)(t, x), W (t, x) = W (0)(t, x) в правой части системы (2.3)

и многоточечном условии (2.4), снова решая семейство многоточечных задач (2.3), (2.4),
находим V (1)(t, x) для всех (t, x) ∈ Ω. 2) Из интегральных соотношений (2.5) при V (t, x) =

= V (1)(t, x) и ∂V (t, x)

∂t
=
∂V (1)(t, x)

∂t
последовательно определяем U (1)(t, x), W (1)(t, x) для

всех (t, x) ∈ Ω.
И так далее.
Шаг k. 1) Полагая U(t, x) = U (k−1)(t, x), W (t, x) = W (k−1)(t, x) в правой части си-

стемы (2.3) и многоточечном условии (2.4), снова решая семейство многоточечных за-
дач (2.3), (2.4), находим V (k)(t, x) для всех (t, x) ∈ Ω. 2)Из интегральных соотношений (2.5)
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при V (t, x) = V (k)(t, x) и ∂V (t, x)

∂t
=
∂V (k)(t, x)

∂t
последовательно определяем U (k)(t, x),

W (k)(t, x) для всех (t, x) ∈ Ω.

k = 1, 2, 3, . . . .

Предлагаемый алгоритм разбивает процесс нахождения решения задачи (2.3) – (2.5)
на две части: а) решение семейства многоточечных задач для системы интегро-диффе-
ренциальных уравнений Вольтерра относительно V (t, x); б) определение из интегральных
соотношений (2.5) функций U(t, x) и W (t, x).

Таким образом, основным условием реализуемости построенного алгоритма является
однозначная разрешимость семейства многоточечных задач для системы интегро-диффе-
ренциальных уравнений Вольтерра (2.3), (2.4) относительно функции V (t, x).

3. Семейство многоточечных задач для системы интегро-дифференциальных уравне-
ний Вольтерра. При исследовании краевых задач для интегро-дифференциальных урав-
нений возникают вопросы, связанные со свойствами интегро-дифференциальных урав-
нений. Если задача Коши для дифференциальных уравнений, вообще говоря, в любой
точке области гладкости коэффициентов однозначно разрешима, то для интегро-диффе-
ренциальных уравнений это далеко не так [8 – 12]. Точки, в которых нарушается един-
ственность решения задачи Коши, следуя Я. В. Быкову [12], называются особенными.
Особенные точки отражают специфику интегро-дифференциальных уравнений. Двухто-
чечные краевые задачи для системы интегро-дифференциальных уравнений Фредголь-
ма рассматривались в работах [13 – 17]. Установлены необходимые и достаточные усло-
вия однозначной, корректной разрешимости исследуемых задач методом параметриза-
ции [18]. Двухточечные краевые задачи с параметром для интегро-дифференциальных
уравнений Фредгольма высокого порядка исследовались в работах [19 – 22]. Теория и ме-
тоды решения обратных задач для интегро-дифференциальных уравнений Фредгольма
всесторонне изучены в монографии [23]. Многоточечные задачи для дифференциаль-
ных и интегро-дифференциальных уравнений, зависящих от параметра, возникают при
исследовании гибридных систем и представляют большой интерес ввиду многочислен-
ных приложений в задачах биологии, химии, экологии и др. [24 – 34]. Нелокальные и
начально-краевые задачи для дифференциальных и интегро-дифференциальных уравне-
ний в частных производных высоких порядков также приводят к семействам многоточе-
чных краевых задач для систем дифференциальных и интегро-дифференциальных урав-
нений [30 – 34].

В этом пункте исследуется семейство многоточечных задач для n-мерной системы
интегро-дифференциальных уравнений Вольтерра. Приведена схема метода параметриза-
ции. Рассматриваемая задача сводится к эквивалентной задаче, состоящей из семейства
задач Коши для системы интегро-дифференциальных уравнений Вольтерра, и функцио-
нальным уравнениям относительно параметров. Далее построены алгоритмы нахождения
приближенного решения эквивалентной задачи. Установлены условия сходимости предло-
женного алгоритма, одновременно обеспечивающие существование единственного реше-
ния эквивалентной задачи с параметрами. Получены достаточные условия однозначной
разрешимости семейства многоточечных краевых задач в терминах коэффициентов систе-
мы и граничных матриц. Приведено следствие из основного утверждения при отсутствии
разбиения области.

Рассмотрим семейство многоточечных задач для системы интегро-дифференциальных
уравнений
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∂V

∂t
= A(t, x)V +

t∫
0

K1(t, τ, x)V (τ, x)dτ + F (t, x), t ∈ [0, T ], x ∈ [0, ω], (3.1)

m∑
i=0

Mi(x)V (ti, x) = Φ(x), x ∈ [0, ω], (3.2)

где V (t, x) = col (V1(t, x), V2(t, x), . . . , Vn(t, x)) , (n×n)-мерные матрицы A(t, x), K1(t, s, x)
непрерывнына Ω, [0, T ]×Ω, соответственно, n-мерная вектор-функция F (t, x) непрерывна
на Ω, 0 = t0 < t1 < . . . < tm−1 < tm = T, n-мерная вектор-функция Φ(x) непрерывна
на [0, ω].

Решением семейства многоточечных задач (3.1), (3.2) называется функция V (t, x), не-
прерывная на Ω, имеющая непрерывную производную по t и удовлетворяющая системе
интегро-дифференциальных уравнений Вольтерра (3.1) при всех (t, x) ∈ Ω, а также мно-
готочечному краевому условию (3.2).

Схема метода параметризации. По шагу h > 0 разобьем область Ω на подобласти:

Ω =

N⋃
r=1

Ωr, Ωr = [(r − 1)h, rh)× [0, ω], r = 1, N, Nh = T.

Пусть Vr(t, x) — сужение функции V (t, x) на Ωr, т. е. Vr(t, x) = V (t, x), (t, x) ∈ Ωr,
r = 1, N. Тогда задача (3.1), (3.2) преобразуется в эквивалентное семейство многоточечных
задач для системы интегро-дифференциальных уравнений

∂Vr
∂t

= A(t, x)Vr +

r−1∑
i=1

ih∫
(i−1)h

K1(t, s, x)Vi(s, x)ds+

+

t∫
(r−1)h

K1(t, s, x)Vr(s, x)ds+ F (t, x), (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N, (3.3)

M0(x)V1(t0, x) +

m−1∑
i=1

Mi(x)Vri(ti, x) +Mm(x) lim
t→T−0

VN (t, x) = Φ(x), x ∈ [0, ω], (3.4)

lim
t→ph−0

Vp(t, x) = Vp+1(ph, x), p = 1, N − 1, x ∈ [0, ω]. (3.5)

Здесь ri — номер интервала, которому принадлежит точка ti : ti ∈ [(ri − 1)h, rih), 1 ≤
≤ ri ≤ N, i = 1,m− 1. Равенства (3.5) являются условиями непрерывности (склеивания)
решения на внутренних линиях разбиения t = ph, p = 1, N − 1. При отсутствии разбиения
отсутствует также условие (3.5).

Решением задачи (3.3) – (3.5) является система функций

V ([t], x) =
(
V1(t, x), V2(t, x), . . . , VN (t, x)

)′
,

где Vr(t, x) — сужение функции V (t, x) на Ωr : Vr : Ωr → Rn, непрерывно и ограничено
на Ωr, имеет непрерывную производную по t на Ωr и конечный левосторонний предел
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limt→rh−0 Vr(t, x), r = 1, N, удовлетворяющая системе (3.3), краевому условию (3.4) и
условию непрерывности (3.5).

Эквивалентность задач (3.1), (3.2) и (3.3) – (3.5) заключается в следующем.
Функция V (t, x), определяемая равенствами V (t, x) = Vr(t, x) при (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N,

V (T, x) = limt→Nh−0 VN (t, x) при x ∈ [0, ω], удовлетворяет системе интегро-дифферен-
циальных уравнений (3.1) при всех (t, x) ∈ Ω и многоточечному условию (3.2) при всех
x ∈ [0, ω]. Если V (t, x) — решение семейства краевых задач (3.1), (3.2), то система его
сужений {Vr(t, x)}, r = 1, N, является решением семейства задач (3.3) – (3.5). И, обратно,
если система функций V ([t], x) = (V1(t, x), V2(t, x), . . . , VN (t, x))′ — решение семейства
задач (3.3) – (3.5), то функция V (t, x), получаемая склеиванием систем функций {Vr(t, x)},
r = 1, N, будет решениемисходного семейства краевых задач (3.1), (3.2).Из непрерывности
коэффициента A(t, x), ядра интегрального слагаемого K(t, s, x), правой части F (t, x) и
функции V (t, x) вытекает непрерывность ∂V (t, x)

∂t
.

Пусть C
(
Ω, h,RnN

)
— пространство систем функций

V ([t], x) =
(
V1(t, x), V2(t, x), . . . , VN (t, x)

)′
,

где функция Vr : Ωr → Rn непрерывна и равномерно относительно x ∈ [0, ω] имеет конеч-
ный левосторонний предел limt→rh−0 Vr(t, x), r = 1, N, с нормой

‖V ‖1 = max
r=1,N

sup
(t,x)∈Ωr

‖Vr(t, x)‖;

C
(
[0, ω],RnN

)
— пространство функций λ(x) = (λ1(x), λ2(x), . . . , λN (x))′, где функция

λr : [0, ω]→ Rn непрерывна на [0, ω] с нормой ‖λ‖2 = maxr=1,N maxx∈[0,ω] ‖λr(x)‖.
Введем обозначения λr(x) = V ((r − 1)h, x), r = 1, N. В задаче (3.3) – (3.5) осуществим

замену функции Vr(t, x) : Vr(t, x) = vr(t, x) + λr(x) и перейдем к эквивалентной задаче

∂vr
∂t

= A(t, x)vr +A(t, x)λr(x) +

r−1∑
i=1

ih∫
(i−1)h

K1(t, s, x)[vi(s, x) + λi(x)]ds+

+

t∫
(r−1)h

K1(t, s, x)[vr(s, x) + λr(x)]ds+ F (t, x), (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N, (3.6)

vr((r − 1)h, x) = 0, r = 1, N, x ∈ [0, ω], (3.7)

M0(x)λ1(x) +
m−1∑
i=1

Mi(x)vri(ti, x) +
m−1∑
i=1

Mi(x)λri(x)+

+Mm(x) lim
t→T−0

vN (t, x) +Mm(x)λN (x) = Φ(x), x ∈ [0, ω], (3.8)

lim
t→ph−0

vp(t, x) + λp(x) = λp+1(x), p = 1, N − 1, x ∈ [0, ω]. (3.9)

В отличие от (3.3) – (3.5) в задаче (3.6) – (3.9) появились начальные условия vr((r−1)h, x) =
= 0.
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Решением задачи (3.6) – (3.9) является пара (v∗([t], x), λ∗(x)) , где

v∗([t], x) = (v∗1(t, x), v∗2(t, x), . . . , v∗N (t, x))′ ∈ C
(
Ω, h,RnN

)
,

λ∗(x) = (λ∗1(x), λ∗2(x), . . . , λ∗N (x))′ ∈ C
(
[0, ω],RnN

)
,

функции v∗r (t, x) непрерывно дифференцируемы по t на Ωr, и при λr(x) = λ∗r(x), r = 1, N,
удовлетворяет семейству интегро-дифференциальных уравнений с функциональными па-
раметрами (3.6), начальным условиям (3.7) при всех (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N, многоточечному
условию (3.8), условию непрерывности (3.9) при всех x ∈ [0, ω].

Задачи (3.1), (3.2) и (3.6) – (3.9) эквивалентны в следующем смысле. Если функция
V (t, x) является решением задачи (3.1), (3.2), то пара (v([t], x), λ(x)) с компонентами
vr(t, x) = V (t, x) − V ((r − 1)h, x), (t, x) ∈ Ωr, λr(x) = V ((r − 1)h, x), x ∈ [0, ω], r =
= 1, N, будет решением задачи (3.6) – (3.9). И, обратно, если пара (v∗([t], x), λ∗(x)) , где
v∗([t], x) = (v∗1(t, x), v∗2(t, x), . . . , v∗N (t, x))′ , λ∗(x) = (λ∗1(x), λ∗2(x), . . . , λ∗N (x))′ , — решение
задачи (3.6) – (3.9), то функция V ∗(t, x), определяемая равенствами

V ∗(t, x) = λ∗r(x) + v∗r (t, x), (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N,

V ∗(T, x) = λ∗N (x) + lim
t→T−0

v∗N (t, x), x ∈ [0, ω],

является решением задачи (3.1), (3.2). Из непрерывности и ограниченности функций
v∗r (t, x) на Ωr, r = 1, N, следует существование левосторонних пределов limt→rh−0 v

∗
r (t, x),

а значения v∗1(0, x), v∗rj (tj , x), j = 2,m− 1, limt→T−0 v
∗
N (t, x) удовлетворяют условию (3.8)

при всех x ∈ [0, ω].
При фиксированных значениях параметров λr(x) задача (3.6), (3.7) является семей-

ством задач Коши для системы обыкновенных интегро-дифференциальных уравнений
Вольтерра с начальными условиями на линиях t = (r − 1)h, r = 1, N. Соотношения (3.8),
(3.9) позволяют определить неизвестные параметры λr(x), r = 1, N.

Решения задач Коши — функции vr(t, x) — удовлетворяют семейству интегральных
уравнений Вольтерра

vr(t, x) =

t∫
(r−1)h

A(τ, x)vr(τ, x)dτ +

t∫
(r−1)h

A(τ, x)dτλr(x)+

+
r−1∑
i=1

t∫
(r−1)h

ih∫
(i−1)h

K1(τ, s, x)vi(s, x)ds dτ +
r−1∑
i=1

t∫
(r−1)h

ih∫
(i−1)h

K1(τ, s, x)dsdτλi(x)+

+

t∫
(r−1)h

τ∫
(r−1)h

K1(τ, s, x)vr(s, x)dsdτ +

t∫
(r−1)h

τ∫
(r−1)h

K1(τ, s, x)dsdτλr(x)+

+

t∫
(r−1)h

F (τ, x)dτ, (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N. (3.10)
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Так как
t∫

(r−1)h

 τ∫
(r−1)h

K1(τ, s, x)vr(s, x)ds

dτ =

t∫
(r−1)h

 t∫
s

K1(τ, s, x)dτ

vr(s, x)ds,

меняя местами переменные s, τ и учитывая обозначение

L(t, τ, x) = A(τ, x) +

t∫
τ

K1(s, τ, x)ds,

переписываем представление (3.10) следующим образом:

vr(t, x) =

t∫
(r−1)h

L(t, τ, x)vr(τ, x)dτ +

t∫
(r−1)h

L(t, τ, x)dτλr(x)+

+
r−1∑
i=1

t∫
(r−1)h

ih∫
(i−1)h

K1(τ, s, x)vi(s, x)dsdτ +
r−1∑
i=1

t∫
(r−1)h

ih∫
(i−1)h

K1(τ, s, x)dsdτλi(x)+

+

t∫
(r−1)h

F (τ, x)dτ, t ∈ [0, T ], x ∈ [0, ω]. (3.11)

Подставляя правую часть выражения из (3.11) при t = τ вместо vr(τ, x) и повторяя этот
процесс ν, ν ∈ N, раз, получаем

vr(t, x) = Dν,r(t, x)λr(x) +
r−1∑
i=1

D̃ν,r,i(t, x)λi(x) +Gν,r(t, x, vr)+

+

r−1∑
i=1

G̃ν,r,i(t, x, vi) + Fν,r(t, x), (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N, (3.12)

где

Dν,r(t, x) =

t∫
(r−1)h

L(t, τ, x)dτ +

t∫
(r−1)h

L(t, τ1, x)

τ1∫
(r−1)h

L(τ1, τ2, x)dτ2dτ1 + . . .

. . .+

t∫
(r−1)h

L(t, τ1, x)

τ1∫
(r−1)h

L(τ1, τ2, x) . . .

τν−1∫
(r−1)h

L(τν−1, τν , x)dτνdτν−1 . . . dτ2dτ1,

D̃ν,r,i(t, x) =

t∫
(r−1)h

ih∫
(i−1)h

K1(τ, s, x)dsdτ+
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+

t∫
(r−1)h

L(t, τ1, x)

τ1∫
(r−1)h

ih∫
(i−1)h

K1(τ2, s, x)dsdτ2dτ1 + . . .

. . .+

t∫
(r−1)h

L(t, τ1, x)

τ1∫
(r−1)h

L(τ1, τ2, x) . . .

. . .

τν−1∫
(r−1)h

ih∫
(i−1)h

K1(τν , s, x)dsdτνdτν−1 . . . dτ2dτ1,

Gν,r(t, x, vr) =

t∫
(r−1)h

L(t, τ1, x) . . .

τν−1∫
tr−1

L(τν−1, τν , x)vr(τν , x)dτν . . . dτ2dτ1,

G̃ν,r,i(t, x, vi) =

t∫
(r−1)h

ih∫
(i−1)h

K1(τ, s, x)vi(s, x)dsdτ+

+

t∫
(r−1)h

L(t, τ1, x)

τ1∫
(r−1)h

ih∫
(i−1)h

K1(τ2, s, x)vi(s, x)dsdτ2dτ1 + . . .

. . .+

t∫
(r−1)h

L(t, τ1, x)

τ1∫
(r−1)h

L(τ1, τ2, x) . . .

. . .

τν−1∫
(r−1)h

ih∫
(i−1)h

K1(τν , s, x)vi(s, x)dsdτνdτν−1 . . . dτ2dτ1,

Fν,r(t, x) =

t∫
(r−1)h

F (τ, x)dτ +

t∫
(r−1)h

L(t, τ1, x)

τ1∫
(r−1)h

F (τ2, x)dτ2dτ1 + . . .

. . .+

t∫
(r−1)h

L(t, τ1, x) . . .

τν−2∫
(r−1)h

L(τν−2, τν−1, x)

τν−1∫
(r−1)h

F (τν , x)dτνdτν−1 . . . dτ1.

Определив из (3.12) левосторонние пределы от функции vr(t, x) при t→ rh− 0, r = 1, N,
значение vri(t, x) при t = ti, i = 1,m− 1, предварительно умножив равенство (3.8) на
h > 0, и подставив в соотношения (3.8), (3.9), получим систему линейных функциональных
уравнений относительно λ(x) :

hM0(x)λ1(x) + h

m−1∑
i=1

Mi(x)λri(x) + h

m−1∑
i=1

Mi(x)

ri−1∑
j=1

D̃ν,ri,j(t, x)λj(x)+
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+ hMm(x)[I +Dν,N (T, x)]λN (x) + hMm(x)
m−1∑
i=1

D̃ν,N,i(T, x)λi(x) =

= hΦ(x)− h
m−1∑
i=1

Mi(x)Fν,ri(ti, x)− hMm(x)Fν,N (T, x)−

− h
m−1∑
i=1

Mi(x)

Gν,ri(ti, x, vri) +

ri−1∑
j=1

G̃ν,ri,j(ti, x, vri)

−
− hMm(x)

{
Gν,N (T, x, vN ) +

m−1∑
i=1

G̃ν,N,i(T, x, vi)

}
, (3.13)

[I +Dν,p(ph, x)]λp(x)− λp+1(x) +

p−1∑
i=1

D̃ν,p,i(ph, x)λi(x) =

= −Fν,p(ph, x)−

{
Gν,p(ph, x, vp) +

p−1∑
i=1

G̃ν,p,i(ph, x, vi)

}
, p = 1,m− 1, x ∈ [0, ω].

(3.14)

Обозначим через Qν(h, x) матрицу, составленную из коэффициентов параметра λr(x), r =
= 1, N, соответствующую левым частям (3.13) и (3.14). Уравнения (3.13), (3.14) перепишем
в векторно-матричной форме:

Qν(h, x)λ(x) = −Fν(h, x)−Gν(h, x, v), (3.15)

где

Fν(h, x) =

(
h

m−1∑
i=1

Mi(x)Fν,ri(ti, x) + hMm(x)Fν,N (T, x)−

− hΦ(x), Fν,1(h, x), . . . , Fν,m−1((m− 1)h, x)

)′
,

Gν(h, x, v) =

(
h

m−1∑
i=1

Mi(x)

Gν,ri(ti, x, vri) +

ri−1∑
j=1

G̃ν,ri,j(ti, x, vri)

+ hMm(x)×

×

{
Gν,N (T, x, vN ) +

m−1∑
i=1

G̃ν,N,i(T, x, vi)

}
, Gν,1(h, x, v1), Gν,2(2h, x, v2)+

+ G̃ν,2,1(2h, x, v1), . . . , Gν,m−1((m− 1)h, x, vm−1)+

+

m−2∑
i=1

G̃ν,m−1,i((m− 1)h, x, vi)

)′
.
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Соотношения (3.11) и (3.15) составляют замкнутую систему уравнений относительно
vr(t, x) и λr(x), r = 1, N.

Еслиизвестна ṽ([t], x) ∈ C
(
Ω, h,RnN

)
с компонентами ṽr(t, x), то из (3.15)можнонайти

λ(x) ∈ C
(
[0, ω],RnN

)
с компонентами λr(x), r = 1, N. И обратно, если известна λ(x) ∈

∈ C
(
[0, ω],RnN

)
, то из (3.11) можно найти v([t], x) ∈ C

(
Ω, h,RnN

)
. Поскольку неизвестны

как v([t], x), так и λ(x), применяется итерационный метод и решение задачи (3.6) – (3.9)(
пара (v∗([t], x), λ∗(x)) ∈ C

(
Ω, h,RnN

)
× C

(
[0, ω],RnN

)
с компонентами (v∗r (t, x), λ∗r(x)) ,

r = 1, N
)
находим как предел последовательности

(
v(k)([t], x), λ(k)(x)

)
∈ C

(
Ω, h,RnN

)
×

× C
(
[0, ω],RnN

)
с компонентами

(
v

(k)
r (t, x), λ

(k)
r (x)

)
, r = 1, N, k = 0, 1, 2, . . . .

Алгоритм и условия его сходимости. Поскольку неизвестными являются как функции
vr(t, x), так и параметры λr(x), для нахождения решения системы уравнений (3.11), (3.15)
применяется итерационный процесс на основе следующего алгоритма B :

Шаг 0. Предполагая, что при выбранных h > 0, ν ∈ N, матрица Qν(h, x) : RnN → RnN
обратима для всех x ∈ [0, ω], начальное приближение по функциональному параметру
λ(0)(x) =

(
λ

(0)
1 (x), λ

(0)
2 (x), . . . , λ

(0)
N (x)

)′
∈ C

(
[0, ω],RnN

)
определяем из системы линейных

уравнений Qν(h, x)λ(x) = −Fν(h, x).

На Ωr, решая семейство задач Коши (3.6), (3.7) при λr(x) = λ
(0)
r (x), находим

v(0)([t], x) =
(
v

(0)
1 (t, x), v

(0)
2 (t, x), . . . , v

(0)
N (t, x)

)′
∈ C

(
Ω, h,RnN

)
.

Шаг 1. Подставив вместо v([t], x) найденную функцию v(0)([t], x), из систем уравне-
ний (3.15) определяем λ(1)(x) =

(
λ

(1)
1 (x), λ

(1)
2 (x), . . . , λ

(1)
N (x)

)′
∈ C

(
[0, ω],RnN

)
.

На Ωr, решая семейство задачКоши (3.6), (3.7) при λr(x) = λ
(1)
r (x), находим v(1)([t], x) =

=
(
v

(1)
1 (t, x), v

(1)
2 (t, x), . . . , v

(1)
N (t, x)

)′
∈ C

(
Ω, h,RnN

)
. И т. д.

Шаг k. Подставив вместо v([t], x) найденную функцию v(k−1)([t], x), из систем уравне-
ний (3.15) определяем λ(k)(x) =

(
λ

(k)
1 (x), λ

(k)
2 (x), . . . , λ

(k)
N (x)

)′
∈ C

(
[0, ω],RnN

)
.

На Ωr, решая семейство задач Коши (3.6), (3.7) при λr(x) = λ
(k)
r (x), находим

v(k)([t], x) =
(
v

(k)
1 (t, x), v

(k)
2 (t, x), . . . , v

(k)
N (t, x)

)′
∈ C

(
Ω, h,RnN

)
, k = 1, 2, . . . .

Пусть

α(x) = max
(t,τ)∈[0,T ]×[0,T ]

‖L(t, τ, x)‖, β(x) = max
(t,s)∈[0,T ]×[0,T ]

‖K1(t, s, x)‖,

δ(x) = h2β(x)eα(x)h, σh(i, x) = eα(x)h −
i∑

j=0

[α(x)h]j

j!
,

δ1(r, x) =
δ(x) (δr(x) + r(1− δ(x))− 1)

(1− δ(x))2
.

Осуществимость и сходимость построенного алгоритма B, а также существование един-
ственного решения задачи (3.6) – (3.9) обеспечивают справедливость следующего утвер-
ждения.
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Теорема 3.1. Пусть при некотором ν, ν ∈ N, (nN × nN)-мерная матрица Qν(h, x)
обратима для всех x ∈ [0, ω] и выполняются условия:

1)
∥∥[Qν(h, x)]−1

∥∥ ≤ γν(h, x), где γν(h, x) — положительная непрерывная на [0, ω] функ-
ция;

2)

qν(h, x) = γν(h, x) max

(
h
m∑
i=1

‖Mi(x)‖, 1

){
σh(ν, x) + max

r=1,N
δ1(r, x)σh(ν − 1, x)+

+(m− 1)h2β(x)

ν−1∑
j=0

σh(j, x) + max
r=1,N

δ1(r, x)

ν−2∑
j=0

σh(j, x)

 ≤ χ < 1,

где χ — const.

Тогда семейство задач (3.6) – (3.9) имеет единственное решение.

Доказательство. В силу непрерывности A(t, x), K1(t, s, x), Mj(t, x), j = 0,m, матрица
Qν(h, x) непрерывна по x ∈ [0, ω]. Тогда в силу условий теоремы и неравенства

∥∥[Qν(h, x)]−1 − [Qν(h, x̄)]−1
∥∥ ≤ ∥∥[Qν(h, x)]−1

∥∥ · ‖Qν(h, x)−Qν(h, x̄)‖ ·
∥∥[Qν(h, x̄)]−1

∥∥ ,
где x, x̄ ∈ [0, ω], матрица [Qν(h, x)]−1 также непрерывна при всех x ∈ [0, ω]. Тогда суще-
ствует единственный λ(0)(x) с компонентами λ(0)

r (x) ∈ C ([0, ω],Rn) , r = 1, N, и

∥∥∥λ(0)(x)
∥∥∥

3
= max

r=1,N

∥∥∥λ(0)
r (x)

∥∥∥ ≤ γν(h, x)‖Fν(h, x)‖3 ≤

≤ γν(h, x) max

1 + h

m∑
j=1

‖Mj(x)‖
ν−1∑
j=0

[α(x)h]j

j!
,

ν−1∑
j=0

[α(x)h]j

j!

×
×max

(
max
t∈[0,T ]

‖F (t, x)‖, ‖Φ(x)‖
)
h. (3.16)

При принятых предположениях задача Коши (3.6), (3.7) при λr(x) = λ
(0)
r (x) для каждо-

го фиксированного x ∈ [0, ω] имеет единственное решение v(0)([t], x) с компонентами
ṽ

(0)
r (t, x), r = 1, N. Используя неравенство Гронуолла – Беллмана в интегральных уравне-
ниях (3.15), последовательно получаем

∥∥∥v(0)
1 (t, x)

∥∥∥ ≤ [eα(x)t − 1
] ∥∥∥λ(0)

1 (x)
∥∥∥+ eα(x)t sup

t∈[0,h)
‖F (t, x)‖h, (t, x) ∈ Ω1, (3.17)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2019, т. 22, № 3



О НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 305∥∥∥v(0)
r (t, x)

∥∥∥ ≤ [eα(x)(t−(r−1)h) − 1
] ∥∥∥λ(0)

r (x)
∥∥∥+

+ eα(x)(t−(r−1)h)

{
r−1∑
i=1

δi(x)

[∥∥∥λ(0)
1 (x)

∥∥∥+ sup
t∈[0,h)

‖F (t, x)‖h

]
+

+
r−2∑
i=1

δi(x)

[∥∥∥λ(0)
2 (x)

∥∥∥+ sup
t∈[h,2h)

‖F (t, x)‖h

]
+

+

r−j∑
i=1

δi(x)

[∥∥∥λ(0)
j (x)

∥∥∥+ sup
t∈[(j−1)h,jh)

‖F (t, x)‖h

]
+ . . .

. . .+ δ(x)

[∥∥∥λ(0)
r−1(x)

∥∥∥+ sup
t∈[(r−2)h,(r−1)h)

‖F (t, x)‖h

]}
+

+ eα(x)(t−(r−1)h) sup
t∈[(r−1)h,rh)

‖F (t, x)‖h, (t, x) ∈ Ωr, r = 2, N. (3.18)

Из неравенств (3.17), (3.18) для всех (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N, вытекает∥∥∥v(0)
r (t, x)

∥∥∥ ≤ [eα(x)(t−(r−1)h) − 1
] ∥∥∥λ(0)

r (x)
∥∥∥+

+ eα(x)(t−(r−1)h)δ1(r, x) max
j=1,r−1

∥∥∥λ(0)
j (x)

∥∥∥+

+ eα(x)(t−(r−1)h)

{
δ1(r, x) max

j=1,r−1
sup

t∈[(j−1)h,jh)
‖F (t, x)‖+ sup

t∈[(r−1)h,rh)
‖F (t, x)‖

}
h.

(3.19)

Учитывая, что λ(0)(x) ∈ C
(
[0, ω],RnN

)
, матрицы A(t, x), K1(t, s, x) и вектор f(t, x) непре-

рывны на Ω, из (3.21) следует принадлежность v(0)([t], x) пространству C
(
Ω, h,RnN

)
. Из

(3.16), (3.19) имеем

max
r=1,N

sup
t∈[(r−1)h,rh)

∥∥∥v(0)
r (t, x)

∥∥∥ ≤ k0(x, h, ν) max

(
max
t∈[0,T ]

‖F (t, x)‖, ‖Φ(x)‖
)
, (3.20)

где

k0(x, h, ν) = γν(h, x)hmax

1 + h

m∑
j=1

‖Mj(x)‖
ν−1∑
j=0

[α(x)h]j

j!
,

ν−1∑
j=0

[α(x)h]j

j!

×
×
(
eα(x)h − 1 + eα(x)h max

r=1,N
δ1(r, x)

)
+ eα(x)hh

(
1 + max

r=1,N
δ1(r, x)

)
.

По первому шагу алгоритма определяем λ(1)(x) ∈ C
(
[0, ω],RnN

)
и, используя (3.20), оце-

ниваем разность λ(1)(x)− λ(0)(x) :∥∥∥λ(1)(x)− λ(0)(x)
∣∣∣
3
≤ γν(h, x)

∥∥∥Gν (h, x, v(0)
)∥∥∥

3
≤ γν(h, x) max

h m∑
j=1

‖Mj(x)‖, 1

×
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×

{
[α(x)h]ν

ν!
+ (m− 1)h2β(x)

ν−1∑
i=0

[α(x)h]i

i!

}
×

× max
r=1,N

sup
t∈[(r−1)h,rh)

∥∥∥v(0)
r (t, x)

∥∥∥ ≤ γν(h, x) max

h m∑
j=1

‖Mj(x)‖, 1

×
×

{
[α(x)h]ν

ν!
+ (m− 1)h2β(x)

ν−1∑
i=0

[α(x)h]i

i!

}
k0(x, h, ν)×

×max

(
max
t∈[0,T ]

‖F (t, x)‖, ‖ϕ(x)‖
)
. (3.21)

Продолжая итерационный процесс, находим последовательности
{
λ

(k)
r (x)

}
,
{
v

(k)
r (t, x))

}
,

r = 1, N, k = 1, 2, . . . . Снова воспользовавшись неравенством Гронуолла – Беллмана, при
каждом r = 1, N оценим разность решений задач Коши с помощью разности параметров
для всех x ∈ [0, ω] :∥∥∥v(k)

r (t, x)− v(k−1)
r (t, x)

∥∥∥ ≤ [eα(x)(t−(r−1)h) − 1
] ∥∥∥λ(k)

r (x)− λ(k−1)
r (x)

∥∥∥+

+ eα(x)(t−(r−1)h)δ1(r, x) max
j=1,r−1

∥∥∥λ(k)
j (x)− λ(k−1)

r (x)
∥∥∥ , r = 1, N.

(3.22)

Из (3.15) следует∥∥∥λ(k+1)(x)− λ(k)(x)
∥∥∥

3
=
∥∥∥[Qν(h, x)]−1

[
Gν

(
h, x, v(k)

)
−Gν

(
h, x, v(k−1)

)]∥∥∥
3
≤

≤ γν(h, x) max

h m∑
j=1

‖Mj(x)‖, 1

{ max
r=1,N

rh∫
(r−1)h

α(x) . . .

. . .

τν−2∫
(r−1)h

α(x)

τν−1∫
(r−1)h

α(x)
∥∥∥v(k)

r (τν , x)− v(k−1)
r (τν , x)

∥∥∥ dτνdτν−1 . . . dτ1+

+
m−1∑
i=1

[ rh∫
(r−1)h

ih∫
(i−1)h

β(x)
∥∥∥v(k)

i (s, x)− v(k−1)
i (s, x)

∥∥∥ dsdτ+

+

rh∫
(r−1)h

α(x)

τ1∫
(r−1)h

ih∫
(i−1)h

β(x)
∥∥∥v(k)

i (s, x)− v(k−1)
i (s, x)

∥∥∥ dsdτ2dτ1 + . . .

. . .+

rh∫
(r−1)h

α(x)

τ1∫
(r−1)h

α(x) . . .

τν−1∫
(r−1)h

ih∫
(i−1)h

×
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× β(x)
∥∥∥v(k)

i (s, x)− v(k−1)
i (s, x)

∥∥∥ dsdτνdτν−1 . . . dτ1

]}
.

Подставляя в последнее выражение (3.22) и вычисляя повторные интегралы, получаем∥∥∥λ(k+1)(x)− λ(k)(x)
∥∥∥

3
≤ qν(h, x)

∥∥∥λ(k)(x)− λ(k−1)(x)
∥∥∥

3
≤

≤ χ
∥∥∥λ(k)(x)− λ(k−1)(x)

∥∥∥
3
, k = 1, 2, . . . . (3.23)

Из условия 2 теоремы 3.1 и неравенства

max
r=1,N

sup
t∈[(r−1)h,rh)

∥∥∥v(k)
r (t, x)− v(k−1)

r (t, x)
∣∣∣ ≤

≤
[
eα(x)h − 1 + eα(x)h max

r=1,N
δ1(r, x)

]
max
r=1,N

∥∥∥λ(k)
r (x)− λ(k−1)

r (x)
∥∥∥ (3.24)

вытекает сходимость последовательности
(
λ(k)(x), v(k)([t], x)

)
∈ C

(
[0, ω],RnN

)
×

×C
(
Ω, h,RnN

)
с компонентами

(
λ

(k)
r (x), v

(k)
r (t, x)

)
, r = 1, N, к решению задачи (3.6) –

(3.9)
(
λ∗(x), v∗([t], x)

)
при k →∞.

На основе (3.16), (3.20), (3.21), (3.23), (3.24) имеют место оценки

‖λ∗(x)‖3 ≤
∥∥∥λ∗(x)− λ(0)(x)

∥∥∥
3

+
∥∥∥λ(0)(x)

∣∣∣
3
≤

≤ 1

1− qν(h, x)

∥∥∥λ(1)(x)− λ(0)(x)
∥∥∥

3
+
∥∥∥λ(0)(x)

∥∥∥
3
≤

≤ k1(x, h, ν) max

(
max
t∈[0,T ]

‖F (t, x)‖, ‖Φ(x)‖
)
,

max
r=1,N

sup
t∈[(r−1)h,rh)

‖v∗(t, x)‖ ≤ max
r=1,N

sup
t∈[(r−1)h,rh)

∥∥∥v∗r (t, x)− v(0)
r (t, x)

∥∥∥+

+ max
r=1,N

sup
t∈[(r−1)h,rh)

∥∥∥v(0)
r (t, x)

∥∥∥ ≤
≤
(
eα(x)h − 1 + eα(x)h max

r=1,N
δ1(r, x)

)∥∥∥λ∗(x)− λ(0)(x)
∥∥∥

3
+

+ k0(x, h, ν) max

(
max
t∈[0,T ]

‖F (t, x)‖, ‖Φ(x)‖
)
≤

≤ k2(x, h, ν) max

(
max
t∈[0,T ]

‖F (t, x)‖, ‖Φ(x)‖
)
,

где

k1(x, h, ν) =
γν(h, x)

1− qν(h, x)
max

h m∑
j=1

‖Mj(x)‖, 1

×
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×

{
[α(x)h]ν

ν!
+ (m− 1)h2β(x)

ν−1∑
i=0

[α(x)h]i

i!

}
×

× k0(x, h, ν) + γν(h, x) max

1 + h
m∑
j=1

‖Mj(x)‖
ν−1∑
j=0

[α(x)h]j

j!
,
ν−1∑
j=0

[α(x)h]j

j!

h,

k2(x, h, ν) =

(
eα(x)h − 1 + eα(x)h max

r=1,N
δ1(r, x)

)
γν(h, x)

1− qν(h, x)
max

h m∑
j=1

‖Mj(x)‖, 1

×
×

{
[α(x)h]ν

ν!
+ (m− 1)h2β(x)

ν−1∑
i=0

[α(x)h]i

i!

}
k0(x, h, ν) + k0(x, h, ν).

Поскольку пара (λ∗(x), v∗([t], x)) является решением задачи (3.6) – (3.9), система функций
V ∗([t], x), с компонентами

V ∗r (t, x) = λ∗r(x) + v∗r (t, x), (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N,

lim
t→T−0

V ∗N (t, x) = λ∗N (x) + lim
t→T−0

v∗N (t, x), x ∈ [0, ω],

будет решением задачи (3.3) – (3.5).Покажемединственность.Пусть V ∗([t], x), V ∗∗([t], x) —
два решения задачи (3.3) – (3.5). Тогда соответствующие им пары (λ∗(x), v∗([t], x)) ,
(λ∗∗(x), v∗∗([t], x)) будут решениями краевой задачи с параметр-функциями (3.6) – (3.9)
и, аналогично (3.22), (3.23), получим

‖v∗r (t, x)− v∗∗r (t, x)‖ ≤
[
eα(x)(t−(r−1)h) − 1

]
‖λ∗r(x)− λ∗∗r (x)‖+

+ eα(x)(t−(r−1)h)δ1(r, x) max
j=1,r−1

∥∥λ∗j (x)− λ∗∗j (x)
∥∥ ,

‖λ∗(x)− λ∗∗(x)‖3 ≤ qν(h, x) ‖λ∗(x)− λ∗∗(x)|3 , где qν(h, x) ≤ χ < 1.

Отсюда следует, что λ∗r(x) = λ∗∗r (x), v∗r (t, x) = v∗∗r (t, x), r = 1, N, т. е. u∗r(t, x) = u∗∗r (t, x),
r = 1, N, при (t, x) ∈ Ω.

Теорема 3.1 доказана.
Так как пара (λ∗(x), v∗([t], x)) является решением задачи (3.6) – (3.9), то функция

V ∗(t, x), определяемая равенствами V ∗(t, x) = λ∗r(x) + v∗r (t, x), (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N,
V ∗(T, x) = λ∗N (x) + limt→T−0 v

∗
N (t, x), x ∈ [0, ω], будет решением задачи (3.1), (3.2). Из

эквивалентности задач (3.1), (3.2) и (3.6) – (3.9) вытекает следующая теорема.
Теорема 3.2. Пусть при некотором ν, ν ∈ N, (nN × nN)-мерная матрица Qν(h, x)

обратима для всех x ∈ [0, ω] и выполняются условия 1, 2 теоремы 3.1.
Тогда семейство многоточечных задач для системы интегро-дифференциальных уравне-

ний (3.1), (3.2) имеет единственное решение V ∗(t, x) ∈ (Ω,Rn) и справедлива оценка

max
t∈[0,T ]

‖V ∗(t, x)‖ ≤ [k1(x, h, ν) + k2(x, h, ν)] max

(
max
t∈[0,T ]

‖F (t, x)‖, ‖Φ(x)‖
)
.
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4. Основные утверждения. Разрешимость задачи (1.1) – (1.3). Рассмотрим задачу (2.3) –
(2.5). Тогда соответствующая система (3.1) будет двумерной, т. е. n = 2. Осуществимость
и сходимость предложенного в п. 2 алгоритма A, а также условия разрешимости зада-
чи (2.3) – (2.5) дает следующая теорема.

Теорема 4.1. Пусть при некотором ν, ν ∈ N, (2N × 2N)-мерная матрица Qν(h, x)
обратима для всех x ∈ [0, ω] и выполняются условия 1, 2 теоремы 3.1.

Тогда задача (2.3) – (2.5) имеет единственное решение.
Отметим, что при отсутствии разбиения N = 1 (2× 2)-мерная матрица Qν(T, x) имеет

вид

Qν(T, x) = M0(x) +
m∑
j=1

Mj(x) [I +Dν,1(tj , x)] .

Справедлива следующая теорема.
Теорема 4.2. Пусть при некотором ν, ν ∈ N, (2×2)-мерная матрица Qν(T, x) обратима

для всех x ∈ [0, ω] и выполняются условия:
1)
∥∥[Qν(T, x)]−1

∥∥ ≤ γν(T, x), где γν(T, x) —положительная непрерывная на [0, ω] функ-
ция;

2) qν(T, x) = γν(T, x)
∑m

i=1
‖Mi(x)‖maxi=1,m

[
eα(x)ti − 1−

∑ν

i=1

[α(x)ti]
i

i!

]
≤ χ < 1,

где χ — const.

Тогда задача (2.3) – (2.5) имеет единственное решение.
Для ν = 1 матрица Qν(T, x) приобретает вид

Q1(T, x) = M0(x) +
m∑
j=1

Mj(x)

I +

tj∫
0

A(τ, x)dτ +

tj∫
0

tj∫
τ

K1(s, τ, x)dsdτ

.
Имеет место следующая теорема.
Теорема 4.3. Пусть (2 × 2)-мерная матрица Q1(T, x) обратима для всех x ∈ [0, ω] и

выполняются условия:
1)
∥∥[Q1(T, x)]−1

∥∥ ≤ γ1(T, x), где γ1(T, x) —положительная непрерывная на [0, ω] функ-
ция;

2) q1(T, x) = γ1(T, x)
∑m

i=1
‖Mi(x)‖maxi=1,m

[
eα(x)ti − 1− α(x)ti

]
≤ χ < 1, где χ —

const.

Тогда задача (2.3) – (2.5) имеет единственное решение.
Из эквивалентности задач (1.1) – (1.3) и (2.3) – (2.5) вытекают следующие утверждения.
Теорема 4.4. Пусть:
1) функции As(t, x), s = 1, 5, f(t, x) непрерывны на Ω, функции Zl(t, τ, x) непрерывны

на [0, T ]× Ω, l = 1, 2;

2) функции Pi,j(x), Si,j(x), Li,j(x), i = 1, 2, j = 0,m, ϕi(x), i = 1, 2, непрерывны на
[0, ω], функция ψ(t) дважды непрерывно дифференцируема на [0, T ];

3) при некотором ν, ν ∈ N, (2N × 2N)-мерная матрица Qν(h, x) обратима для всех
x ∈ [0, ω] и выполняются условия 1, 2 теоремы 3.1.

Тогда начально-краевая задача для интегро-дифференциального уравнения в частных
производных третьего порядка (1.1) – (1.3) имеет единственное классическое решение.

Теорема 4.5. Пусть:
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1) функции As(t, x), s = 1, 5, f(t, x) непрерывны на Ω, функции Zl(t, τ, x) непрерывны
на [0, T ]× Ω, l = 1, 2;

2) функции Pi,j(x), Si,j(x), Li,j(x), i = 1, 2, j = 0,m, ϕi(x), i = 1, 2, непрерывны на
[0, ω], функция ψ(t) дважды непрерывно дифференцируема на [0, T ];

3) при некотором ν, ν ∈ N, (2×2)-мернаяматрица Qν(T, x) обратима для всех x ∈ [0, ω]
и выполняются условия 1, 2 теоремы 4.2.

Тогда начально-краевая задача для интегро-дифференциального уравнения в частных
производных третьего порядка (1.1) – (1.3) имеет единственное классическое решение.

Теорема 4.6. Пусть:
1) функции As(t, x), s = 1, 5, f(t, x) непрерывны на Ω, функции Zl(t, τ, x) непрерывны

на [0, T ]× Ω, l = 1, 2;
2) функции Pi,j(x), Si,j(x), Li,j(x), i = 1, 2, j = 0,m, ϕi(x), i = 1, 2, непрерывны на

[0, ω], функция ψ(t) дважды непрерывно дифференцируема на [0, T ];
3) (2 × 2)-мерная матрица Q1(T, x) обратима для всех x ∈ [0, ω] и выполняются усло-

вия 1, 2 теоремы 4.3.
Тогда начально-краевая задача для интегро-дифференциального уравнения в частных

производных третьего порядка (1.1) – (1.3) имеет единственное классическое решение.
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