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The present paper is the second part of a brief review of the development of the Kuramotomodel of coupled
phase oscillators. We consider several systems that are generalizations of the classical Kuramoto model
and given on symmetric oscillatory networks for different functions of interaction between elements. We
describe the collective dynamics and bifurcations of transitions between different modes of interacting
elements, namely: full and partial synchronizations, the global anti-phasemode, and a slow switchingmode
between clusters. We show the interconnection between symmetries of the network and the existence of
invariant manifolds of the system, cluster states and more complicated collective modes. We also describe
dynamics of the model with central element, the system with circulant and block structure of the network.
The coexistence of conservative and dissipative dynamics as well as the existence of chimera states and
modes of struggle for synchronization are demonstrated.

Дана стаття є другою частиною короткого огляду розвитку моделi Й. Курамото зв’язаних фазових
осциляторiв. Розглянуто декiлька систем, якi є узагальненнями класичної моделi Курамото та зада-
нi на симетричних осциляторних мережах при рiзних функцiях взаємодiї мiж елементами. Описано
колективну динамiку та бiфуркацiї переходiв мiж рiзними режимами взаємодiючих елементiв: пов-
ну та часткову синхронiзацiї, режим глобальної антифази, режим повiльного перемикання мiж
кластерами. Показано взаємозв’язок симетрiй мережi з iснуванням iнварiантних многовидiв систе-
ми, кластерних станiв та бiльш складних колективних режимiв. Також описано динамiку моделi з
центральним елементом, системи з циркулянтною та блочною структурою мережi. Продемонстро-
вано спiвiснування консервативної та дисипативної динамiк, а також iснування химерних станiв та
режимiв боротьби за синхронiзацiю.

1. Вступ. Дана стаття є продовженням роботи [1] про рiзнi колективнi режими у моде-
лях зв’язаних осциляторiв, заданих на симетричних мережах. У попереднiй частинi було
коротко окреслено iсторiю дослiдження колективної динамiки (рiзноманiтних типiв син-
хронних режимiв) у складних системах зв’язаних елементiв та мотивацiю виникнення
математичних моделей таких систем. Детально розглядалася одна з найпростiших та най-
популярнiших моделей зв’язаних елементiв, а саме: модель Курамото зв’язаних фазових
осциляторiв [2, 3]. Також розглядалися рiзнi узагальнення стандартної моделi Курамото
iдентичних глобально зв’язаних фазових осциляторiв. Системи такого типу мають макси-
мальну кiлькiсть симетрiй, якi є причиною iснування iнварiантних областей, iнварiантних
многовидiв, рiзноманiтних кластерних режимiв та гетероклiнiчних циклiв. У данiй частинi
роботи розглядаються моделi фазових осциляторiв, заданих на симетричних мережах, але
вже з неглобальною взаємодiєю мiж елементами. Будуть описанi деякi важливi властивостi
колективної динамiки систем з центральним елементом, систем з циркулянтним зв’язком
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та системнерозрiзнюваних елементiв. Втрата глобальної взаємодiї у такихмережахприрод-
ньо призводить до втрати певних симетрiй, вiдповiдних кластерних режимiв, а також до
руйнування канонiчних iнварiантних областей. Фазова замкненiсть траєкторiй глобально
зв’язаних систем також втрачається при розриваннi зв’язкiв мiж осциляторами. У кожному
з трьох згаданих вище випадкiв системи мають свої особливостi та притаманнi лише їм
топологiчнi структури та режими колективної взаємодiї. Метою даної частини роботи є,
значною мiрою, демонстрацiя цiкавих колективних явищ, що виникають у осциляторних
мережах iз рiзною архiтектурою зв’язкiв. Вiдмiтимо, що кожне з продемонстрованих тут
явищ для простих систем фазових осциляторiв є досить унiверсальним i має мiсце також
для досить складних фiзичних та нейронних мереж з подiбною структурою взаємодiї.

Узагальнена модель Курамото N зв’язаних фазових осциляторiв має такий вигляд:

dθi
dt

= ωi +
1

N

N∑
j=1

KijΓij(θi − θj), i = 1, . . . , N, (1)

де θi ∈ [0, 2π) = T1 — фазовi змiннi, ωi — власнi частоти осциляторiв, Kij — параметри
(сили) зв’язкiв мiж осциляторами, Γij(x) — гладкi 2π -перiодичнi функцiї зв’язку. Кожна
змiнна θi пробiгає одновимiрне коло i, отже, фазовим простором системи є тор TN . Правi
частини загальної системи (1) залежать вiд фазових рiзниць θi − θj , що свiдчить про
наявнiсть у системи симетрiї фазового зсуву вздовж кола T1, яка задається дiєю θi 7→ θi+ε.

Таким чином, разом з оригiнальною системою (1) зручно дослiджувати систему у фазових
рiзницях

ϕi = θ1 − θi+1, i = 1, . . . , N − 1, (2)

яка має такий вигляд:

dϕi
dt

= ∆i +
1

N

N∑
j=1

(K1,jΓ1,j(ϕj−1)−Ki+1,jΓi+1,j(ϕj−1 − ϕi−1)) , i = 1, . . . , N − 1,

де ∆i = ω1 − ωi+1, i = 1, . . . , N − 1, та ϕ0 = 0. Для зручностi дослiджень, для редукцiї
системи (1) окрiм фазових рiзниць (2) можна користуватися будь-яким набором з N − 1

лiнiйно незалежних фазових рiзниць ϕij = ϕi − ϕj , оскiльки динамiки рiзних зведених
систем є топологiчно еквiвалентними мiж собою.

Як зазначалось у ч. 1 роботи, математичне задання мереж динамiчно взаємодiючих мiж
собою елементiв (осциляторiв, нейронiв тощо) завжди має три основнi складовi: 1) опис
динамiки iндивiдуального (не зв’язаного з iншими) вузла за допомогою рiвнянь або систем
рiвнянь; 2) опис архiтектури взаємодiї мiж окремими елементами мережi, що найчастiше
можливо за допомогою графу зв’язкiв; 3) опис впливу одного елемента на iнший у кожнiй
ланцi зв’язки, що вiдбувається за допомогою додаткових виразiв у правих частинах си-
стеми iндивiдуального елемента або за допомогою додаткових рiвнянь чи систем рiвнянь.
У данiй роботi здебiльшого будуть розглянутi системи рiвноправних мiж собою елементiв,
для яких перерахованi вище складовi 1 – 3 є симетричними. А саме: розглядаємо iдентичнi
осцилятори з однаковими власними частотами
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ωi = ω, i = 1, . . . , N (3)

(всi вузли системи однаковi), заданi на симетричних мережах (матриця зв’язкiв K =

= (Kij)
N
i,j=1 має певнi симетрiї) та з однаковоюфункцiєю взаємодiї Γij(x) = g(x) (однаковий

зовнiшнiй вплив на кожен елемент). Винятком iз даної ситуацiї є система з центральним
елементом, де параметри центрального осцилятора вiдрiзняються вiд параметрiв iнших
рiвноправних мiж собою осциляторiв. Очевидно, що система у фазових рiзницях для мо-
делi iдентичних осциляторiв має ∆i = 0, i = 1, . . . , N.

У ч. 1 даної роботи було наведено означення рiзних типiв колективної динамiки для
системи зв’язаних фазових осциляторiв. Нагадаємо деякi з них. Будемо говорити, що:

– два осцилятори θi та θj є фазово синхронiзованими, якщо |θi(t) − θj(t)| → 0 при
t→∞;

– θi та θj знаходяться в протифазi, якщо |θi(t)− θj(t)| → π при t→∞;

– θi та θj є фазово замкненими, якщо |θi(t)− θj(t)| ≤ const < 2π для довiльних t;
– θi та θj є фазово незамкненими, якщо попередня умова не виконується;
– θi та θj є десинхронiзованими, якщо вони не є фазово замкненими (рiзниця може

перевищувати 2π для великих значень t);
– система має режим повної синхронiзацiї, якщо всi N осциляторiв синхронiзованi мiж

собою;
– система має m-кластер або часткову синхронiзацiю, якщо m осциляторiв синхронi-

зованi, 1 < m < N ;

– система є десинхронiзованою, якщомає принаймнi два десинхронiзованi осцилятори;
– система (1) має режим повiльного перемикання, якщо вiдповiдна система у фазових

рiзницях має гетероклiнiчний цикл.
Iншi потрiбнi означення будуть даватися безпосередньо перед використанням.
У данiй роботi будуть розглянутi осциляторнi моделi, заданi на мережах з досить про-

стими симетрiями, якi легко описати. У наступному пунктi буде описано осциляторну
модель, задану на зiркоподiбнiй мережi з центральним керуючим елементом, та бiологiчну
мотивацiю її виникнення. У п. 3 буде розглянуто осциляторну модель, задану на цирку-
лянтнiй мережi, яка за умови кососиметричностi матрицi взаємодiї має часово-оборотну
симетрiю, що, в свою чергу, приводить до спiвiснування консервативної та дисипативної
динамiк у системi. У п. 4 розглядається бiльш явище, нiж тип моделi. А саме: обговорю-
ються поняття химерних станiв у системах взаємодiючих елементiв. Усi розглядуванi тут
моделi та явища є досить вiдомими та дослiджуються у великiй кiлькостi наукових робiт.
Наведений у статтi огляд не може претендувати на повноту, а лише дає попередню уяву
про колективну динамiку в осциляторних моделях рiзного типу; також наведено лiтературу
(вибiрково), де такi моделi вивчаються досить детально.

2. Модель з центральним елементом. У даному пунктi ми розглядаємо систему типу
Курамото, задану на осциляторнiй мережi з центральним блоком (елементом), радiально
зв’язаним з периферичними елементами. Мережi з центральним елементом з’являються
як частини бiльш складних мереж в таких рiзноманiтних областях, як системи зв’язку,
соцiальнi мережi та нейронна структура мозку ссавцiв. В останньому випадку вонишироко
розповсюдженi завдяки конвергентнiй органiзацiї сполук в iєрархiї структур мозку [4, 5].
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Такi мережi можуть вiдiгравати важливу роль у моделюваннi мультисенсорної iнтеграцiї
[6, 7] та уваги [8, 9].

2.1. Нейронна модель пам’ятi та уваги. Увага є здатнiстю ссавцiв видiляти з великого
обсягу iнформацiї, що надходить одночасно, деяку частину (зазвичай найбiльш цiкаву або
важливу), яка повинна бути пiддана бiльш детальнiй обробцi. Система уваги є iєрархiчною,
тобто в нiй є певна пiдсистема, що називається центральним виконуючим елементом, яка
органiзовує включення того чи iншого об’єкта у фокус уваги [8, 10 – 12]. Експерименталь-
нi данi [13] показують, що взаємодiя центрального елемента системи уваги з нейронними
ансамблями, що являють собою зоровi об’єкти, здiйснюються шляхом синхронiзацiї на
частотах у гамма-дiапазонi. В роботах [14 – 17] запропоновано та проаналiзовано модель
уваги, що базується на фазовому автопiдлаштуваннi частоти в системi фазових осцилято-
рiв. Згiдно з цiєю моделлю у фокус уваги включається той об’єкт, який кодується в корi
коливальною активнiстю, що є синхронiзованою з активнiстю центрального елемента. Цю
модель було використано для реалiзацiї послiдовного вибору об’єктiв у фокус уваги [9] та
одночасного вiдслiдковування руху декiлькох цiльових об’єктiв [18, 19]. Вивчення систем
з центральним елементом може бути корисним для розумiння ролi синхронiзацiї в ког-
нитивних функцiях. Моделi фазових осциляторiв забезпечують зручний та математично
придатний iнструмент для таких дослiджень.

У мережах з центральним блоком глобальна взаємодiя елементiв реалiзується через
центральний осцилятор (ЦО), який має прямi та зворотнi зв’язки з усiма iншими осцилято-
рами, якi називаються периферичними осциляторами (ПО). Крiм з’єднань iз ЦО, ПОможуть
мати локальнi зв’язки зi своїми сусiдами, якi є, як правило, набагато слабшими, нiж з ЦО
[9, 19 – 21]. Будемо вважати, що ЦО має iндекс 0, а периферичнi — iндекси i = 1, . . . , N.

Ми розглядаємо модель, динамiку якої задано системою звичайних диференцiальних рiв-
нянь:

dθ0

dt
= ω0 +

N∑
i=1

f(θi − θ0), (4)

dθi
dt

= ω + g(θ0 − θi), i = 1, . . . , N, (5)

де (θ0, θ1, . . . , θN ) ∈ TN+1 — фазовi змiннi на (N + 1)-вимiрному торi, θi ∈ [0, 2π), ω —
власна частота (iдентичних) ПО, f(x) та g(x) — функцiї впливу ПО на ЦО та навпаки,
вiдповiдно. Вважаємо, що функцiї f(x), g(x) є непарними, 2π -перiодичними та гладкими.
З таких припущень, зокрема, випливає

f(0) = f(π) = g(0) = g(π) = 0. (6)

Система (4), (5) є частковим випадком бiльш загальної системи (1) з матрицею зв’язкiв
K = (Kij)

N
i,j=0 , де Ki0 = K0j = 1, i, j = 1, . . . , N, та Kij = 0 в iнших випадках, а

також функцiями зв’язкiв Γ0j(x) = f(x)/N, j 6= 0, Γi0(x) = g(x)/N, i 6= 0. Вiднiмаючи
рiвняння (4) вiд (5), отримуємо систему у фазових рiзницях

dϕi
dt

= −
N∑
j=1

f(ϕj)− g(ϕi), i = 1, . . . , N, (7)
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де ϕi = θi − θ0, i = 1, . . . , N. Позначимо

f ′(0) = a1, f ′(π) = a2, g′(0) = b1, f ′(π) = b2. (8)

Система (7) має симетрiю перестановок SN , що є спiльною властивiстю з оригiнальною
системою (у змiнних θi ) глобально зв’язаних iдентичних осциляторiв. Головною вiдмiн-
нiстю є те, що дана редукована система вже не має симетрiї фазового зсуву. Незважаючи
на те що система (7) має iнварiантнi кластернi режими ϕi = ϕj , i 6= j (що вiдповiдають
кластерам θi = θj оригiнальної системи (4), (5)), данi кластери вже не видiляють замкнену
iнварiантну область C у TN (опис iнварiантних областей у ч. 1 даної роботи [1]), оскiльки
ϕi = 0 не є iнварiантними множинами системи в даному випадку. На вiдмiну вiд системи
з глобальним зв’язком, система з зiркоподiбним зв’язком має фазово незамкненi режими,
що вiдповiдають негомотопiчним нулю траєкторiям.

2.2. Антифазнi стани в модeлi з центральним елементом. Точки Φ = (ϕ1, . . . , ϕN ) з
координатами ϕi ∈ {0, π}, i = 1, . . . , N, є положеннями рiвноваги системи (7), (8) (проте
система може мати й iншi положення рiвноваги). Позначимо через Φk точки, що мають
k координат, рiвних 0, та (N − k) координат, рiвних π. Дана точка вiдповiдає режиму,
при якому k ПО виграли боротьбу за синхронiзацiю з ЦО, а N − k iнших ПО її програли
(знаходяться у протифазi доЦО). З точки зорумоделювання уваги стiйкi режими Φk можуть
бути добре iнтерпретованi, оскiльки описують ситуацiї, коли k об’єктiв (властивостей)
попали в фокус уваги, а iншi — нi. У цих позначеннях точка ΦN = Φsync — режим повної
синхронiзацiї, Φ0 — режим антифази всiх ПО з ЦО, Φ1 — режим “переможець отримає
все” (лише один ПО виграв змагання за синхронiзацiю з ЦО).

Згiдно з симетрiєю, всi точки Φk мають однаковi властивостi. Стiйкiсть та бiфуркацiйнi
властивостi цих точок можна описати, використовуючи позначення (8). Вiдповiдно до [20]
точка Φk є асимптотично стiйкою, якщо для вiдповiдних значень k виконуються умови

k = 0: b2 > 0, a2 > −b2/N,

k = 1: b2 > 0, L1 > 0, L2 > 0,

2 ≤ k ≤ N − 2: b1 > 0, b2 > 0, L1 > 0, L2 > 0, (9)

k = N − 1: b1 > 0, L1 > 0, L2 > 0,

k = N : b1 > 0, a1 < −b1/N,

де

L1 =kb2a1 + (N − k)b1a2 + b1b2, L2 = ka1 + (N − k)a2 + (b1 + b2).

Для того щоб стiйка точка Φk була вузлом, крiм нерiвностей (9) потрiбно вимагати також
виконання спiввiдношення (

ka1

2

)2

+

(
(N − k)a2

2

)2

≥ 0.

В iншому випадку цi точки будуть стiйкими фокусами.
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Поверхнi L1 = 0 та L2 = 0 є бiфуркацiйними поверхнями у просторi параметрiв
(a1, a2, b1, b2). Кожна з цих поверхонь вiдповiдає або бiфуркацiї Андронова –Хопфа, або
вилковiй бiфуркацiї точки Φk залежно вiд спiввiдношення параметрiв та розмiрностi фа-
зового простору. Зауважимо, що в багатьох випадках згаданi вище локальнi бiфуркацiї є
частинами глобальних гетероклiнiчних бiфуркацiй та ведуть до складних гетероклiчних
циклiв. У просторах розмiрностi N ≥ 3 залежно вiд вигляду функцiй f(x), g(x) цi бi-
фуркацiї приводять також до аналогiв бiфуркацiй сiдло-фокусу Шильнiкова та бiфуркацiй
типу Шильнiкова –Хопфа. Бiльш детально такi бiфуркацiї для конкретних функцiй f(x),

g(x) розглянуто в роботах [20, 22].
2.3. Модель з двогармонiчним зв’язком. Бiльшдетально опишемо випадок, колифунк-

цiї зв’язкiв є двогармонiчними, а саме:

f(x) = a(sinx+ r sin(2x)), g(x) = b(sinx+ p sin(2x)),

де a, b, r, p — параметри. В даному випадку система у фазових змiнних (7) має вигляд

dϕi
dt

= −
N∑
j=1

a(sinϕj + r sin(2ϕj))− b(sinϕi + p sin(2ϕi)), i = 1, . . . , N. (10)

Використовуючи симетрiї мережi зв’язкiв та непарностi функцiй f, g, можна знайти iнварi-
антнi многовиди системи (10), а також бiльш детально описати її бiфуркацiйнi властивостi.
Дана система має два типи iнварiантних кластерних многовидiв:

– m-вимiрнi многовиди

Mm = {(ϕ1, . . . , ϕN ) : ϕk1 = ϕk2 = · · · = ϕn−m+1} , m = 1, . . . , N,

що вiдповiдають (n −m + 1)-кластерам периферичних осциляторiв з урахуванням їхньої
SN симетрiї,

– m-вимiрнi многовиди

Qm =
{

(ϕ1, . . . , ϕN ) : ϕki + ϕkj = 0, ϕkl ∈ {0, π}
}
,

i = 1, . . . ,m, j 6= i, l = 2m+ 1, m = 1, . . . , [N/2],

(де [x] — цiла частина числа x), що виникають вiдповiдно до симетрiї непарностi правих
частин системи.

Система (10) має такi бiфуркацiї точок Φk (серед iнших в основному глобальних бi-
фуркацiй):

– бiфуркацiї Андронова –Хопфа в точцi Φk, що задається в параметричному просторi
поверхнею

AH(Φk) = {(a, b, r, p) : 4bp+ 2Nar + (2k −N)a = 0} , k = 1, . . . N − 1;

– вилковi бiфуркацiї, що залежно вiд параметра k задаються виразами

PF (Φk) =
{

(a, b, r, p) : a(N(4pr + 2r − 2p− 1)+

+ 4k(p− r)) + b(4p2 − 1) = 0
}
, k = 1, . . . N − 1,
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PF (ΦN ) = {(a, b, r, p) : b(2p+ 1) +Na(2r + 1) = 0} ,

PF (Φ0) = {(a, b, r, p) : b(2p− 1) +Na(2r − 1) = 0}

та приводять до появи (зникнення) двох нових точок усерединi iнварiантного многови-
дуMm;

– вилковi бiфуркацiї, що вiдбуваються на бiфуркацiйних поверхнях:

PF∗(Φk) = {(a, b, r, p) : p = −1/2} , k = 1, . . . , N,

PF ∗(Φk) = {(a, b, r, p) : p = 1/2} , k = 0, . . . , N − 1,

у транскритичних до iнварiантних многовидiв напрямках та приводять до появи k − 1 для
PF∗(Φk) та N − k − 1 для PF ∗(Φk) пар нових положень рiвноваги з кожної особливої
точки Φk;

– вироджена бiфуркацiя “перемикання”, що вiдбувається на гiперплощинi

SW (Φk) = {(a, b, r, p) : b = 0} , k = 0, . . . , N,

яка змiнює напрямок впливу центрального осцилятора на периферичнi.
Велика кiлькiсть описаних вище колективних властивостей зберiгається i для бiльш

загальної системи з зiрко-подiбною структурою зв’язкiв, але з рiзними функцiями впли-
ву f1, . . . , fN периферичних осциляторiв на центральний. Вiдповiдна система у фазових
рiзницях має такий вигляд:

dϕi
dt

= −
N∑
j=1

fj(ϕj)− g(ϕi), i = 1, . . . , N. (11)

Дана система втрачає частину симетрiй залежно вiд спiввiдношень функцiй fi мiж со-
бою. Дана система також має (крiм iнших) тi ж положення рiвноваги Φk при виконаннi
умов (6). Крiм того, система (11) має iнварiантнi многовидиMm, Qm для довiльних функ-
цiй f1, . . . , fN , g. Важливою є iєрархiчна структура системи (11) вiдносно своїх iнварiант-
них многовидiвMm, що наявна на вiдмiну вiд бiльшостi осциляторних систем, заданих на
мережах з iншою архiтектурою. Це означає, що будь-яка m-вимiрна система (11) має ту ж
динамiку, що й динамiка на деякому iнварiантному многовидi Mm загальної N -вимiрної
системи (11) (m < N ) з новими непарними функцiями f̃i, що є лiнiйними комбiнацiями
старих функцiй fi. Дана властивiсть дозволяє автоматично описувати динамiку системи на
її iнварiантних многовидах, використовуючи вже отриманi результати для цiєї ж системи
менших розмiрностей. Детальнi дослiдження маловимiрних систем такого типу з наведен-
ням великої кiлькостi фазових портретiв, бiфуркацiйних та схематичних дiаграм наведено
в роботах [20, 22].

У роботах [20, 23] дослiджуються колективна динамiка систем iз центральним елемен-
том у випадках, коли периферичнi елементи взаємодiють мiж собою, тобто коли систе-
ма (4), (5) має бiльш загальний вигляд:
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dθ0

dt
= ω0 +

N∑
i=1

f(θi − θ0),

dθi
dt

= ω + g(θ0 − θi) +
∑
k∈Ni

h(θk − θi), i = 1, . . . , N,

де h(x) —функцiя локальної взаємодiї мiж ПО, Ni —множина iндексiв взаємодiї ПО мiж
собою. Очевидно, що системи зi слабкими периферичними зв’язками бiльш точно моде-
люють реальнi нейроннi процеси. Особливу увагу в згаданих роботах придiлено питанню
впливу архiтектури периферичних зв’язкiв та сили взаємодiї мiж рiзними ПО на загальну
колективну динамiку системи. Зокрема, показано, що стiйкий режим повної синхронiзацiї
(ΦN для системи у фазових рiзницях) залишається стiйким i при досить слабких зв’язках
мiж периферичними елементами незалежно вiд конфiгурацiї зв’язкiв, i стiйкiсть такого
режиму тим важче порушити, чим бiльшу кiлькiсть ПО залучено в мережу. Натомiсть,
стiйкiсть антифазних режимiв може бути легко зруйнована при появi незначних зв’язкiв
мiж периферичними елементами.

2.4. Консервативний хаос. Осциляторна зiркоподiбна система з трьома та бiльше пе-
риферичними осциляторами може демонструвати досить складну хаотичну поведiнку.
Можна вказати зв’язок мiж векторним полем (4), (5) та добре вiдомим ABC-потоком
(Arnold –Beltrami –Childress flow), який вперше дослiджувався в роботi В. Арнольда [24].
Розглянемо систему

dϕ1

dt
= A sinϕ3 + C cos(ϕ2 − δ),

dϕ2

dt
= B sinϕ1 +A cos(ϕ3 − δ), (12)

dϕ3

dt
= C sinϕ2 +B cos(ϕ1 − δ).

Система (12) є ABC потоком iз параметрами A, B, C при δ = 0 та спiвпадає з системою у
фазових рiзницях (7) для моделi з трьомаПО i функцiями зв’язкiв f(x) = g(x) = − sinx при
A = B = C = 1, δ = π/2. Хаотична поведiнка ABC-потоку вивчалась i описана в лiтературi
з рiзних точок зору [25 – 28]. Система має так званий консервативний хаос, коли хаотична
траєкторiя заповнює майже весь фазовий тор T3 за винятком одно- та двовимiрних iнварi-
антних многовидiв цiєї системи. Подiбну поведiнку мають фазовi потоки системи (4), (5)
трьох ПО при певному розподiлi параметрiв. Таким чином задана система має три iнварi-
антнi площиниM2 вигляду ϕi = ϕj , що роздiляють фазовий простiр T3 на двi iнварiантнi
областi, заповненi хаотичними фазово незамкненими траєкторiями [22]. Фазовий простiр
також пронизаний одновимiрними iнварiантними множинами M1 : ϕ1 = ϕ2 = ϕ3 та Q1

вигляду ϕi + ϕj = 0, ϕk ∈ {0, π}, i, j, k = 1, 2, 3. Аналiзуючи умови стiйкостi положень
рiвноваги (9), можна знайти таку вiдкриту область у просторi параметрiв, що всi точки
Φk ∈ T3 системи є сiдловими. В роботi [22] описано ситуацiю, коли система має як поло-
ження рiвноваги лише сiдловi точки Φ0, Φ3 та сiдло-вузловi точки Φ1, Φ2 (котрих по три,
враховуючи симетрiю), i всi цi точки з’єднанi мiж собою в гетероклiнiчний цикл за допо-
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могою одновимiрних iнварiантних многовидiв W u(Φk), W
s(Φk), частина з яких спiвпадає

зi згаданими вище многовидами M1, Q1, а iншi (фокуснi) належать многовидам типу
M2. Весь фазовий простiр у цьому випадку пронизаний сiткою гетероклiнiчних циклiв.
Цi гетероклiнiчнi цикли є основою iснування хаотичних траєкторiй подiбно до ситуацiї,
описаної в роботi Л. Шильнiкова про хаос в околi петлi сiдло-фокуса [29]. Бiфуркацiї ко-
розмiрностi два, описанi, зокрема, в роботах [30, 31], приводять до появи гетероклiнiчних
циклiв, вузлами яких є сiдловi точки та сiдловi цикли. Цi бiфуркацiї є причиною дефор-
мацiї та стискання хаосу, який може займати вже не весь тороїдальний фазовий простiр.
Вiдмiтимо, що рух фазової точки вздовж гетероклiнiчної траєкторiї з рiзними вузлами
Φk вiдповiдає моделюванню перемикання уваги з одного об’єкта на iнший у нейроннiй
системi.

Згiдно зi згаданою вище iєрархiєю структури вiдносно власних iнварiантних много-
видiв система у фазових рiзницях розмiрностi N ≥ 4 має хаотичну структуру всерединi
iнварiантних многовидiвMm, m = 3, . . . , N − 1, якщо вона має таку структуру при N = 3.

Отже, для системи фазових осциляторiв iз центральним елементом можна пiдiбрати функ-
цiї зв’язку таким чином, що вона буде мати консервативний хаос, подiбний до ABC-потоку,
або хаотичний атрактор для довiльних розмiрностей N ≥ 3.

2.5. Iншi моделi з центральним елементом. Виходячи з бiологiчної мотивацiї бiльш
точного опису нейронних процесiв пам’ятi та уваги, в роботах [32, 33] запропоновано та
дослiджено осциляторну систему з центральним елементом та адаптацiєю, що є природ-
нiм узагальненням системи (4), (5). Тобто дослiджувалася система зв’язаних осциляторiв
iз центральним елементом та силами зв’язкiв Kij = Kij(t), якi вже є не константами,
а невiдомими функцiями, що описуються додатковими диференцiальними рiвняннями.
В данiй моделi частота центрального осцилятора ω0 = ω0(t) також задається додатко-
вим диференцiальним рiвнянням, мета якого адаптувати частоту ЦО з частотою ПО, що
з ним синхронiзуються i який виявляється в даному випадку єдиним. Дана модель добре
описує обчислювальний принцип “переможець отримує все”, який часто використову-
ється в штучних нейронних мережах, а також при дослiдженнi нейронних процесiв мозку
[34 – 38].

Виходячи з фiзичної та бiологiчної мотивацiї, розглядаються рiзноманiтнi системи з
центральним елементом та з кiлькома хабами. Зокрема дослiджувалися колективнi режими
в зiркоподiбних мережах iз дискретним часом [39], зiркоподiбних системах Стюарта –
Ландау [40], рекурентних нейронних мережах [41, 42], рiзних осциляторних i нейронних
мережах iз кiлькома хабами [7, 43 – 47].

3. Консервативно-дисипативна динамiка в осциляторних моделях. У даному пунктi роз-
глянемо осциляторнi мережi, що мають циклiчну симетрiю. Такi мережi дослiджуються з
метою опису рiзноманiтних природних явищ та демонстрацiї цiкавих математичних ефек-
тiв. Ми опишемо випадок, коли взаємодiя мiж кожною парою осциляторiв є протилежно
направленою, але має однакову силу. Така мережа має реверсивну симетрiю, що, у свою
чергу, є причиною спiвiснування двох протилежних динамiк: консервативної та дисипа-
тивної в одному фазовому просторi.

3.1. Осциляторна модель з циркулянтним зв’язком. Розглянемо трансляцiйно-iнварi-
антне коло зв’язаних фазових осциляторiв iз перiодичними крайовими умовами
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dθ

dt
= ωi +

N∑
j=1

Kj−ig(θi − θj), i = 1, . . . , N, (13)

де θi ∈ [0, 2π) —фазовi змiннi, ωi —власнi частоти, g(x) —гладка 2π -перiодична функцiя
зв’язку, Kj , j = 1, . . . , N, — параметри сили взаємодiї мiж осциляторами, а всi iндекси
визначаються за модулем N. Коефiцiєнт KN = K0 визначає самовплив осцилятора на себе.
Система (13) є частковим випадком системи (1), яку задано за допомогою циркулянтної
матрицi зв’язкiв

K = circ(K0,K1, . . . ,KN−1) =



K0 K1 . . . KN−2 KN−1

KN−1 K0 K1
. . . KN−2

... KN−1 K0
. . . ...

K2
. . . . . . . . . K1

K1 K2 . . . KN−1 K0


, (14)

(iншими словами Kij = Ki−j ) та однiєї функцiї взаємодiї мiж елементами Γij(x) = g(x)/N.

Вiдповiдна до (13) система у фазових змiнних (2) має вигляд

dϕi
dt

= ∆i +
N−1∑
j=1

Kj(g(ϕj)− g(ϕi+j − ϕi)), i = 1, . . . N − 1, (15)

де всi iндекси визначаються за модулем N. Основнi результати будемо формулювати саме
для редукованої системи (13) у фазовому просторi TN−1.

Бiльш детально опишемо деякi властивостi системи (13) у випадку iдентичних осци-
ляторiв, тобто при виконаннi рiвностi (3). Циркулянтна структура зв’язкiв у мережi та
iдентичнiсть осциляторiв iндукують еквiварiантнiсть системи вiдносно циклiчної групи
ZN , що задається дiєю

γ : (θ1, θ2, . . . , θN ) 7−→ (θN , θ1, . . . , θN−1).

Циклiчна симетрiя системи (13), (3) приводить до iснування iнварiантних рiвномiрно роз-
подiлених станiв (або хвиль обертання)

Θ
(k)
splay(t) =

(
θ(t, k), θ(t, k)− 2πk

N
, . . . , θ(t, k)− (N − 1)2πk

N

)
, k = 0, . . . , N − 1,

де

θ(t, k) =

ω +

N∑
j=1

Kj−ig

(
2jkπ

N

)t,
для довiльних функцiй зв’язку g(x). Для вiдповiдної (13), (3) системи у фазових рiзни-
цях (15), (3) стани рiвномiрного розподiлу частот Θ

(k)
splay(t) вiдповiдають положенням рiв-

новаги
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Φ
(k)
splay =

(
2kπ

N
,
4kπ

N
, . . . ,

2(N − 1)kπ

N

)
.

Частковим випадком стану рiвномiрного розподiлу частот iз хвильовим номером k = 0 є
стан повної синхронiзацiї всiх осциляторiв системи

Θsync(t) = Θ
(0)
splay(t) = (θ(t), . . . , θ(t)),

що для системи у фазових змiнних є початком координат Φsync = Φ
(0)
splay = (0, . . . , 0).

Вiдмiтимо, що крiм Φ
(k)
splay система (15), (3) може мати iншi положення рiвноваги залежно

вiд функцiї зв’язку g(x).

Дослiдження положень рiвноваги Φ
(k)
splay, k = 0, . . . , N − 1, показує, що типовою бi-

фуркацiєю для цих точок є бiфуркацiя Андронова –Хопфа (вироджена або невироджена).
При цьому, у випадку кососиметричностi матрицi сил взаємодiї мiж елементами, синхрон-
ний стан Φsync є нейтральним у той час, як iншi Φ

(k)
splay є атракторами або репелерами

[48]. Останнє вказує на можливiсть спiвiснування консервативної динамiки в околi Φsync з
дисипативною у системi при виконаннi певних додаткових умов для функцiї взаємодiї.

3.2. Реверсивнiсть осциляторної системи та спiвiснування консервативної та дисипа-
тивної динамiк. Осциляторна система, задана на циркулянтнiй мережi, є джерелом бага-
тьох нетривiальних колективних динамiк. Усi, описанi в [1], синхроннi режими можливi
для даної системи, оскiльки мережа глобально зв’язаних iдентичних елементiв є частковим
випадком циркулянтної мережi. Також (як буде показано нижче) кiльцева мережа iденти-
чних елементiв є джерелом химерних станiв у системi при наявностi iнших додаткових
умов. У цьому пунктi ми опишемо лише певнi властивостi такої системи у випадку, коли
зв’язки в одному та iншому напрямках мiж кожними двома елементами є рiвними за мо-
дулем, але протилежного знака. Наведемо деякi результати для систем у фазових рiзницях
(15), зауважуючи те, що оригiнальна система (13) має тi ж самi вiдповiднi властивостi.

Система у фазових рiзницях (15) iдентичних фазових осциляторiв з циркулянтною та
кососиметричною матрицею взаємодiї K (з Kj = −K−j ) має часово-оборотну симетрiю
R : TN−1 −→ TN−1, де

R(ϕ1, . . . , ϕN−1) = (ϕN−1, . . . , ϕ1), t 7−→ −t.

Нагадаємо, що iнволюцiя R є часово-оборотною симетрiєю системи dΦ/dt = G(Φ), якщо

G(RΦ) = −R(GΦ)

та R2 = id, де id означає iдентичне перетворення [49], тобто R вiдображає будь-який
розв’язок Φ(t) у iнший розв’язок RΦ(−t) цiєї ж системи зi зворотним напрямком фазово-
го потоку. Системи з часово-оборотною симетрiєю є досить широким класом динамiчних
систем з притаманною лише їм геометрiєю фазового простору. Властивостi реверсивних
систем досить iнтенсивно дослiджуються кiлька останнiх десятилiть [50 – 57]. Класичнi
результати стосуються iснування сiмей перiодичних розв’язкiв, елiптичних особливих то-
чок та iнварiантних торiв. Детальну бiблiографiю робiт вiдносно вказаної тематики можна
знайти в оглядовiй роботi [58].
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Однiєю з найбiльш цiкавих особливостей часово-оборотних систем є спiвiснування
консервативної (гамiльтоноподiбної) та дисипативної динамiк у одному фазовому про-
сторi. Спiвiснування консервативної та дисипативної динамiк описано для конкретних
фiзичних систем, зокрема, для тривимiрної лазерної системи [59], масивiв надпровiднико-
вих з’єднань Джозефсона [60, 61], системи анiзотропно зв’язаних сфер (Stokeslet model)
[62]. У роботах [63, 64] iснування консервативно-дисипативної динамiки показано для
ланцюгiв та кiлець осциляторних систем, а також вказано можливу фiзичну iнтерпретацiю
цього явища.

Система, що має часово-реверсивну симетрiю, може бути цiлком консервативною, без
наявностi атракторiв i репелерiв, фазовий простiр якої заповнений сiм’ями нейтральних пе-
рiодичних, квазiперiодичних чи навiть хаотичних траєкторiй i гетероклiнiчних циклiв. Ди-
намiка такої системи нагадує динамiку гамiльтонової системи, хоча консервативна часово-
оборотна система не зобов’язана бути парновимiрною. З iншого боку, часово-оборотна
система може бути й дисипативною з притягувальними та вiдштовхувальними елемен-
тами фазового простору. Двi описанi динамiки можуть мати мiсце й для однiєї i тiєї ж
реверсивної системи, але для рiзних значень її параметрiв. Найбiльш цiкавим є третiй
тип реверсивних систем, фазовий простiр яких роздiлений на двi областi, перша з яких
є консервативною i заповнена нейтральними траєкторiями, а друга — дисипативною та
мiстить репелери й атрактори, а також траєкторiї, що притягуються до перших i вiд-
штовхуються вiд других. Межею мiж консервативною та дисипативною областями є, як
правило, гетероклiнiчний цикл або багатовимiрна iнварiантна множина гетероклiнiчних
циклiв (коли розмiрнiсть системи бiльша 2). Як правило, часово-реверсивна система з па-
раметром може бути консервативно-дисипативною для бiльшостi значень цього параметра
i лише консервативною або лише дисипативною для граничних значень цього параметра.
Детально згаданi властивостi для систем зв’язаних осциляторiв (13) та (15) описано в [48].

Фiксованим простором iнволюцiї R системи (15) є простiр

FixR = {Φ ∈ TN−1 : RΦ = Φ} =

{
Φ ∈ TN−1 : ϕi = ϕN−i, 1 ≤ i ≤

[
N − 1

2

]}
.

Його розмiрнiсть залежить вiд парностi фазового простору системи dim(FixR) = [N/2].

Наведемо кiлька властивостей розв’язкiв системи залежно вiд їх перетинiв з фiксованим
пiдпростором R.

Якщо деяка орбiта перетинає FixR у двох точках, то вона є перiодичною та складається
з двох частин, що вiдображаються з однiєї в iншу за допомогою iнволюцiї R.

Кожна неперiодична траєкторiя може перетинати FixR не бiльше одного разу;
атрактори та репелери оборотної системи не належать FixR;

якщо оборотна система має атрактор A, то вона має й репелер RA;

якщо траєкторiя починається у джерелi та перетинає FixR, то вона прямує до симет-
ричного стоку, та ця траєкторiя є гетероклiнiчною.

З суперпозицiї симетрiй ZN та R випливає iснування iнших N−1 реверсивних симетрiй
Ri, i = 2, . . . , N. Таким чином, iснують N − 1 гiперплощин FixRi = γiFixR1, R1 := R,
що є iнварiантними вiдносно трансформацiй Ri. Всi Ri перетинаються в точцi Φsync, якщо
N є парним, та вони перетинаються вздовж одновимiрної лiнiї V0 = (ϕ, 0, ϕ, 0, . . . , ϕ, 0, ϕ),
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ϕ ∈ T1, якщо N є непарним. Описанi вище перетини i є центрами консервативних областей
системи (15).

У роботi [48], використовуючи теоретичнi результати [62, 65], показано,що система (15)
з циркулянтною кососиметричною матрицею взаємодiї K та функцiєю зв’язкiв g(x) такою,
що g′(0) 6= 0, має такi динамiчнi режими:

A) Сiм’ї перiодичних розв’язкiв в околi точки Φsync. Iснує однопараметрична сiм’я пе-
рiодичних розв’язкiв Φσ(t) в околi Φsync, коли N є непарним, та двопараметрична сiм’я
Φ(σ1,σ2)(t) перiодичних розв’язкiв, коли N є парним, з перiодом, близьким до 2π/Ωm, де

Ωm = 2g′(0)

[(N−1)/2]∑
j=1

Kj sin

(
2mjπ

N

)
.

Б) Щiльна множина iнварiантних торiв в околi Φsync. У будь-якому околi Φsync iснують
аналiтичнi [(N − 1)/2]-вимiрнi квазiперiодичнi тори з несумiрними частотами, близькими
до Ω1, . . . ,Ω[(N−1)/2].

В) Дисипативна динамiка. Положення рiвноваги Φ
(k)
splay, k 6= 0, є стоком, якщо викону-

ється умова

[(N−1)/2]∑
j=1

Kj

(
g′
(

2πk

N
j

)
− g′

(
−2πk

N
j

))(
1− cos

(
2mjπ

N

))
< 0, m = 1, . . . , N − 1.

У цьому випадку Φ
(−k)
splay є джерелом.

Пункти A) та Б) описують консервативну динамiку в околi стану повної синхронiзацiї
у той час, як п. В) описує можливiсть дисипативної динамiки в околi рiвномiрно розподi-
лених станiв. Система (15) має спiвiснування режимiв A) та Б) з режимом В) майже для
довiльних функцiй зв’язку g(x), оскiльки майже завжди можна пiдiбрати циркулянтну ко-
сосиметричну матрицю зв’язкiв, для якої виконуються всi необхiднi додатковi нерiвностi.

Позначимо через D0 консервативну область в околi синхронної особливої точки Φ0.

Питання структури межi ∂D0 згаданої областi є досить складним у загальному випадку,
оскiльки залежить вiд параметрiв матрицi K та функцiї g(x). Проте, можна сказати, що
∂D0 є (N − 2)-вимiрною гiперповерхнею у фазовому просторi TN−1 системи (15), яка
цiлком складається з гетероклiнiчних циклiв.

У двовимiрному випадку область D0 обмежена Z3 -симетричним гетероклiнiчним цик-
лом та заповнена нейтральними перiодичними траєкторiями, що концентрично охоплюють
точку Φsync. У тривимiрному випадку область D0 обмежена тетраедроподiбною поверх-
нею, яка складається з гетероклiнiчних циклiв та цiлком заповнена двопараметричною
сiм’єю перiодичних орбiт, що охоплюють однопараметричну сiм’ю положень рiвноваги
з координатами (ϕ, 0, ϕ), ϕ ∈ T. Згiдно з викладеним у п. A) сiм’ї перiодичних орбiт є
двовимiрними для непарних N та тривимiрними для парних. Отже, для системи у фазових
рiзницях, фазовий простiр якої є (N − 1)-вимiрним, консервативна область цiлком запов-
нена перiодичними орбiтами лише у дво- та тривимiрному випадках TN−1. Для старших
розмiрностей N ≥ 5 область D0 вже є заповненою квазiперiодичними або хаотичними
розв’язками, в якi “вплетено” дво- чи тривимiрну поверхню перiодичних орбiт.
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Система (15) може мати декiлька консервативних областей. Зокрема для парних роз-
мiрностей особлива точка Φ

N/2
splay також завжди є центром консервативної областi. Так,

для N = 4 фазовий простiр має двi консервативнi областi навколо точок Φsync та Φ
(2)
splay,

а також дисипативну область, яка мiстить гетероклiнiчнi траєкторiї, що зв’язують при-
тягувальну (вiдштовхувальну) особливу точку Φ

(1)
splay та вiдштовхувальну (притягувальну)

особливу точку Φ
(3)
splay (як це показано в роботi [48]). У загальному випадку кiлькiсть

консервативних областей збiльшується зi збiльшенням кiлькостi гармонiк функцiї зв’язку
g(x). Як правило, дисипативна область залишається однозв’язною незалежно вiд кiлькостi
консервативних “острiвцiв” у системi.

Система (15) з циркулянтною кососиметричною матрицею зв’язкiв K та з непарною
функцiєю взаємодiї мiж елементами g(x) є консервативною (бездивергентною). Крiм того,
така система має перший iнтеграл

E1(ϕ1, . . . , ϕN−1) =

N−1∑
i=0

h(ϕi − ϕi+1),

де h′(ϕ) = g(ϕ), ϕN = ϕ0 = 0. У випадку парних N, непарної g(x) та розрiдженої
кососиметричної матрицi (14) з Kj = 0 для парних j, система (15) має також iнший
перший iнтеграл

E2(ϕ1, . . . , ϕN−1) =
N−1∑
i=1

(−1)i−1ϕi.

Система (15) з циркулянтною кососиметричноюматрицею K та непарноюфункцiєю g(x)

є градiєнтною, а отже, дисипативною в усьому просторi TN−1. Вказанi два випадки для
функцiї g(x) є граничними. Для консервативно-дисипативної динамiки необхiдно, щоб
функцiя g(x) була нi парною, нi непарною. Вiдмiтимо, що система (15) з симетричною
матрицею K (як, зокрема у випадку глобального зв’язку, описаного в [1]) є градiєнтною
при непарних g(x) та бездивергентною при парних g(x). Тобто ситуацiя для симетричних та
кососиметричних матриць є протилежною. Варто зауважити, що система з симетричним
зв’язком не має консервативно-дисипативної динамiки при жодних функцiях взаємодiї.

3.3. Кiльцевi осциляторнi мережi з протилежним зворотнiм зв’язком. Частковим ви-
падком системи (13) є система, задана на кiльцевiй мережi, де кожен осцилятор дiє з
однаковими силами на l сусiдiв, що знаходяться за годинниковою стрiлкою по колу вiд
нього, та протилежними — на тi, що знаходяться проти годинникової стрiлки. Вибравши
данi сили Kj = −Kj = 1, j = 1, . . . , l, l < N/2, систему iдентичних осциляторiв можна
записати у виглядi

dθi
dt

= ω +

l∑
j=1

g(θi − θi+j)−
N−1∑
j=N−l

g(θi − θi+j), j = 1, . . . N. (16)

Тодi вiдповiдна редукована система записується у виглядi

dϕi
dt

=

l∑
j=1

(
g(ϕj)− g(ϕi+j − ϕi)

)
−

N−l∑
j=N−1

(
g(ϕj)− g(ϕi+j − ϕi)

)
. (17)
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Систематрьох зв’язаних осциляторiв вигляду (16) з одногармонiчноюфункцiєю зв’язку
(Курамото –Сакагучi [66]):

g(x) = − sin(x− α), (18)

де α — параметр фазового зсуву, є найпростiшим прикладом системи зi спiвiснуванням
консервативної та дисипативної динамiк. У цьому випадку система у фазових рiзницях є
двовимiрною:

dϕ1

dt
= − sin(ϕ1 − α)− b sin(ϕ2 − α)− b sin(ϕ1 + α)− sin(ϕ1 − ϕ2 + α),

dϕ2

dt
= − sin(ϕ1 − α)− b sin(ϕ2 − α)− sin(ϕ2 + α)− b sin(ϕ2 − ϕ1 + α).

(19)

Дана система має циклiчну симетрiю Z3, що генерується дiєю γZ3 : (ϕ1, ϕ2) 7→ (−ϕ2,

ϕ1 − ϕ2), часово-оборотну симетрiю R, задану дiєю γR : (ϕ1, ϕ2, t) 7→ (ϕ2, ϕ1,−t), та обо-
ротну симетрiю зсуву по параметру, задану дiєю γα : (ϕ1, ϕ2, α, t) 7→ (ϕ1, ϕ2, α + π,−t).
Суперпозицiя Z3 та R приводить до iснування трьох iнволюцiй Ri, i = 1, 2, 3, з вiдповiд-
ними фiксованими просторами FixR1 : ϕ1 = ϕ2, FixR2 : ϕ2 = 0, FixR3 : ϕ1 = 0.

Система (19) є консервативною при α = 0, α = π i має перший iнтеграл E(ϕ1, ϕ2) =

= cosϕ1 + cosϕ2 + cos(ϕ1 − ϕ2). При α = ±π/2 система є градiєнтною (отже, диси-
пативною). Коли параметр α не є рiвним вказаним вище значенням, тодi система має
спiвiснування консервативної динамiки у деякiй областi фазового простору з дисипатив-
ною динамiкою у рештi цього простору. Консервативна область D0 формується навколо
синхронного положення рiвноваги Φsync = (0, 0). Ця область обмежена Z3 -симетричним
гетероклiнiчним циклом (криволiнiйним трикутником), який складається з трьох сiдел:
S1 (ϕ̃, ϕ̃) ∈ FixR1, S2 (−ϕ̃, 0) ∈ FixR2, S3 (0,−ϕ̃) ∈ FixR3, де ϕ̃ = π -2α, та їхнiх одно-
вимiрних iнварiантних многовидiв W u(Si) = W s(Si+1), i = 1, 2, 3. Область D0 заповнена
однопараметричною сiм’єю концентричних навколо точки Φsync траєкторiй. Дисипатив-
на область T2 \ D0 динамiчної системи формується навколо двох положень рiвноваги
Φ

(1)
splay = (2π/3, 4π/3), Φ

(2)
splay = (4π/3, 2π/3), одна з яких є притягувальною, а iнша —

вiдштовхувальною при α 6= ±π/2. Вся дисипативна область заповнена гетероклiнiчними
траєкторiями, що зв’язують точки Φ

(1)
splay та Φ

(2)
splay.

Консервативна область D0, що займає весь фазовий простiр T2 при α = 0, починає
зменшуватися при збiльшеннi |α| i стягується у точку Φsync (тобто зникає) при |α| = π/2.

Натомiсть, дисипативна область, якої не було при α = 0, народжується навколо Φ
(1)
splay,

Φ
(2)
splay при |α| 6= 0, збiльшується при збiльшеннi |α| i захоплює увесь фазовий простiр, коли
|α| досягає π/2. При подальшому збiльшеннi |α| вiд π/2 до π всi процеси вiдбуваються си-
метрично у зворотному напрямку. Прослiдкувати стиснення консервативної областi легко,
вiдслiдковуючи рух трьох сiдлових точок Si гетероклiнiчного циклу по фiксованих лiнiях
реверсивної симетрiї FixRi зi змiною параметра α. Вiдмiтимо також, що значення α = 0

та α = π є бiфуркацiйними для особливих точок Φ
(1)
splay, Φ

(2)
splay, де вiдбувається виро-

джена бiфуркацiя Андронова –Хопфа. У момент бiфуркацiї точки Φ
(1)
splay, Φ

(2)
splay охопленi

нейтральними сiм’ями концентричних перiодичних орбiт. Значення α = ±π/2 є бiфурка-
цiйними для точки Φsync, де вiдбувається потрiйна вироджена транскритична бiфуркацiя
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вздовж кожної лiнiї FixRi, i = 1, 2, 3. У момент бiфуркацiї точка Φsync перетворюється з
центра (для α 6= ±π/2) у вироджене сiдло шести сiдловими комiрками.

Система чотирьох зв’язаних осциляторiв вигляду (16) з функцiєю зв’язку (18) також
демонструє консервативно-дисипативну динамiку, що має як спiльнi, так i принципово
вiдмiннi риси з системою меншої розмiрностi. Вiдповiдна тривимiрна система у фазових
змiнних (17) для N = 4, l = 1 має двi консервативнi областi D0 навколо синхронного стану
Φsync = (0, 0, 0) та D2 навколо стану подвiйної антифази Φ

(2)
splay(π, 0, π) (два осцилятори

знаходяться в антифазi до двох iнших). Iншi двi фiксованi точки Φ
(1)
splay = (π/2, π, 3π/2)

та Φ
(3)
splay = (3π/2, π, π/2) є атрактором та репелором для α 6= 0 i α 6= π. Дисипативна

область T3\(D0 ∪ D2) формується з гетероклiнiчних траєкторiй, що з’єднують Φ
(1)
splay та

Φ
(3)
splay.

Консервативнi областi D0 та D2 мають однакову структуру внаслiдок симетрiї Z2, вiд-
рiзняючись лише протилежними напрямками векторного поля всерединi областей. Кожна
з цих областей обмежена тетраедроподiбною поверхнею (∂D0 та ∂D2 вiдповiдно), чоти-
ри ребра якої складає Z4 -симетричний гетероклiнiчний цикл, а два iншi ребра повнiстю
складаються з сiдлових точок, що є виродженими сiдлами (нейтрально стiйкими вздовж
ребер). Гранi кожної з тетраедроподiбних поверхонь ∂D0, ∂D2 заповненi однопараметрич-
ною сiм’єю гетероклiнiчних траєкторiй (дугами, що з’єднують двi сiдловi точки одного зi
згаданих вище двох ребер). Кожнi двi гетероклiнiчнi траєкторiї формують гетероклiнiчний
цикл. Отже, описана межа областi ∂D0 (або ∂D2 ) складається з двох двовимiрних множин
двосiдлових гетероклiнiчних циклiв (двi пари склеєних граней), що з’єднанi чотирисiдло-
вим гетероклiнiчним циклом у тетраедроподiбну поверхню. Внутрiшня частина ∂D0 (або
∂D2 ) заповнена двопараметричною сiм’єю нейтральних граничних циклiв, що мiстяться
концентрично навколо нейтральних особливих точок прямої V0 =

⋂4
i=1 FixRi = (ϕ1, 0, ϕ1)

(вiдмiтимо, що FixR1 = FixR3, FixR2 = FixR4 ). Кожна перiодична траєкторiя перети-
нає FixR1 у двох точках (ϕ1, ϕ2, ϕ1) та (ϕ1 − ϕ2,−ϕ1, ϕ1 − ϕ2), а площину FixR2 — у
точках (−ϕ1, 0, ϕ2 − ϕ1) та (ϕ2 − ϕ1, 0,−ϕ1), де ϕ1, ϕ2 — початковi значення траєкторiї
на FixR1.

Як i у випадку меншої розмiрностi при α = 0 (та α = π, симетрично), система (17)
є повнiстю консервативною i, отже, D0

⋃
D2 = T3. При збiльшуваннi параметра |α| вiд

нуля кожна з консервативних областей стискається, звiльняючи простiр для дисипативної
областi. I при досягненнi |α| значення π/2 обидвi консервативнi областi стягнуться до
особливих точок Φ

(1)
splay та Φ

(3)
splay (якi в цей момент є виродженими сiдлами), надаючи

можливiсть дисипативнiй областi максимально розширитись i заповнити весь фазовий
простiр.

П’ять осциляторiв можуть бути зв’язанi у кiльцеву осциляторну мережу вигляду (16)
двома способами: локально (кожен осцилятор з’єднаний лише з двома найближчими су-
сiдами, l = 1) та глобально (кожен взаємодiє з усiма двома типами зв’язкiв, l = 2). У обох
випадках l = 1 та l = 2 система у фазових рiзницях (17) має консервативно-дисипативну
динамiку. Консервативна область D0 ∈ T4 сконцентрована навколо нейтральної синхрон-
ної точки Φsync. Вона обмежена Z5 -симетричною гiперповерхнею (багатогранником) ∂D0,

що цiлком складається з гетероклiнiчних циклiв. Межу ∂D0 можна описати за допомо-
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гою повного направленого графа, що базується на п’яти вершинах (сiдлових особливих
точках) Si та має десять ребер. Тривимiрнi гранi ∂D0 цiлком заповненi гетероклiнiчними
траєкторiями, що з’єднують двi рiзнi сiдловi вершини Si. В результатi утворюються дво- та
тривимiрнi множини гетероклiнiчних циклiв, сформованi гетероклiнiчними траєкторiями
з однiєї або кiлькох граней. Область D0 заповнена щiльною двопараметричною множиною
концентричних (навколо Φsync ) квазiперiодичних торiв, в яку вплiтається 5 однопараме-
тричних (однакових вiдносно симетрiї Z5 ) множин перiодичних орбiт. Наявнiсть квазiпе-
рiодичних траєкторiй суттєво вiдрiзняє випадки N ≥ 5 вiд випадкiв N = 3 та N = 4.

Дисипативна область T4 \ D0 формується навколо положень рiвноваги Φ
(i)
splay, i = 1, . . . , 4,

два з яких є атракторами, а два iнших—репелерами, та цiлком заповнена гетероклiнiчними
траєкторiями, що зв’язують пари точок Φ

(i)
splay.

Системи довiльної кiлькостi N осциляторiв вигляду (16) та (17) також мають спiв-
iснування консервативної та дисипативної динамiк для g(x) = − sin(x − α) незалежно
вiд кiлькостi зв’язкiв мiж сусiдами l. Є принципова вiдмiннiсть структури консерватив-
ної областi D0 ∈ TN−1 для (17) та її межi ∂D0 для парних та непарних N. Межа ∂D0

є ZN -симетричною та (N − 2)-вимiрною гiперповерхнею у TN−1 або гiпербагатогран-
ником, що може бути описаний повним графом, який базується на сiдлових точках Si,

i = 1, . . . , N, як вершинах. Всi N(N − 1)/2 одновимiрнi ребра ∂D0 є iнварiантними
многовидами сiдел Si та формують гетероклiнiчнi цикли у випадку непарних N. Ли-
ше N(N − 3)/2 ребра ∂D0 є гетероклiнiчними траєкторiями у випадку парної кiлькостi
осциляторiв, iншi N ребер цiлком складаються з однопараметричних множин виродже-
них сiдел. У випадку непарних N всi внутрiшнi для D0 перiодичнi та квазiперiодичнi
орбiти концентруються навколо точки Φsync, у той час як для парних N такi ж орбiти
є сконцентрованими навколо однопараметричної множини особливих центральних точок
V0 = (ϕ, 0, ϕ, 0, . . . , ϕ, 0, ϕ), де ϕ є параметром розташування особливої точки на прямiй.
Сiм’я перiодичних орбiт всерединi D0 є однопараметричною для непарних N та двопа-
раметричною для парних. У випадку парних N крiм консервативної областi D0 завжди
є й iнша симетрична область DN/2 навколо положення рiвноваги Φ

(N/2)
splay . Змiна парамет-

ра |α| вiд 0 до π/2 проводить трансформацiю вiд повнiстю консервативної системи до
консервативно-дисипативної i, врештi, до повнiстю дисипативної (як i в описаних випад-
ках малої розмiрностi). Подiбна ситуацiя з негомотопiчними областями спостерiгається,
зокрема, для iншого типу реверсивних систем у роботах [60, 61, 63]. Додатковий чисельний
аналiз показує наявнiсть хаотичних траєкторiй у консервативнiй областi (принаймнi для
N ≥ 6), якi перемiшуються з перiодичними та квазiперiодичними орбiтами. Вiдмiтимо,
що хаотичнi траєкторiї у цьому випадку нейтрального типу, тобто подiбнi до класичних
ABC-потокiв [26, 67].

3.4. Системи неiдентичних елементiв. Виявляється,що система (13) можемати консер-
вативно-дисипативну динамiку й у разi часткового порушення симетрiй. Така особлива
динамiка зберiгається при певних спiввiдношеннях мiж частотами осциляторiв ωi та си-
метрiях функцiї g(x).

Система (13) (а також (15)) з циркулянтною кососиметричною матрицею зв’язкiв K та
непарною функцiєю взаємодiї g(x) є бездивергентною для довiльних власних частот ωi та
довiльних розмiрностей N. Тобто весь фазовий простiр TN−1 системи (15) заповнений
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нейтральними (по вiдношенню одна до одної) траєкторiями (якi можуть бути, в тому числi,
й хаотичними). При цьому, на вiдмiну вiд випадку iдентичних частот ωi = ω, перiодичнi,
квазiперiодичнi орбiти чи гетероклiнiчнi цикли можуть бути як гомотопiчними нулю,
так i нi.

Система може бути консервативно-дисипативною, коли збурення власних частот по-
рушує циклiчну симетрiю ZN , але залишає принаймнi одну часово-оборотну симетрiю R
(з N наявних Ri для iдентичних осциляторiв). Така симетрiя R зберiгається, якщо власнi
частоти ωi є попарно-рiвновiддаленими вiд якогось середнього значення. Позначимо че-
рез Φ

(k)
∆ особливу точку, що утворилася зi стану розподiлених фаз Φ

(k)
splay, k = 0, . . . , N − 1,

при збуреннi вектора частот ∆ = (∆1, . . . ,∆N−1), ∆i = ω1 − ωi, i = 1, . . . , N − 1. У да-
них позначеннях Φ

(0)
∆ утворюється шляхом збурень Φsync = Φ

(0)
splay. Точка Φ

(k)
∆ залишиться

атрактором (репелером) при малих збуреннях ∆ вiд положення (0, . . . , 0) у випадку, коли
точка Φ

(k)
splay є атрактором (репелером). Таким чином, (15) з циркулянтною кососиметрич-

ною K може мати консервативно-дисипативну динамiку, якщо для частотних рiзниць
виконується спiввiдношення

∆N−i = −∆i, i = 1, . . . , [N/2], (20)

та принаймнi одна з точок Φ
(k)
∆ , k 6= 0, є стоком або джерелом. Вiдмiтимо, що при вико-

наннi умови (20) та збуреннi ∆ i точка Φ
(0)
∆ рухається вздовж FixR, рухаючи за собою

всю консервативну частину. Бiфуркацiї параметрiв ∆ можуть привести до зникнення як
консервативної, так i дисипативної областей.

Система (15) може мати багато консервативних “острiвцiв”, якщо функцiя зв’язкiв
g(x) має вищi гармонiки у розкладi в ряд Фур’є. У випадку рiвновiддалених власних
частот консервативнi областi можуть бути топологiчно нетривiальними, без центральних
особливих точок всерединi. Крiм того, межi консервативних областей можуть мати дуже
складну структуру, а декiлька таких областей з рiзною топологiєю можуть знаходитися
всерединi одна одної [48].

У кiнцi даного пункту зазначимо, що значну кiлькiсть теоретичних результатiв отрима-
но також для циркулянтних мереж, вузли яких можуть задаватися складними баговимiрни-
ми системами або системами з запiзненням. Симетрiя обертання таких мереж є джерелом
багатої динамiчної поведiнки, включаючи обертальнi хвилi [68 – 74], гетероклiнiчнi цик-
ли [75 – 80], симетричний хаос [68, 81 – 83], химернi стани [84, 85], компактони [64]. Як
застосування в науцi про нейрони, бiфуркацiйнi механiзми в кiльцях зв’язаних нейронiв
типу Ходжкiна –Хакслi з гальмуючими та збуджуючими синапсами вивчалися в роботах
[86 – 89], де були виявленi складнi динамiчнi сценарiї та мультистабiльнiсть. У роботах
[48, 90, 91] показано зв’язок динамiки нескiнченновимiрних осциляторних систем, зада-
них на циркулянтних мережах з розв’язками комплексного рiвняння Гiнзбурга –Ландау та
нелiнiйного рiвняння Шрьодiнгера.

4. Химери в моделях зв’язаних осциляторiв. 4.1. Поняття химерного стану. Даний
пункт присвячено бiльш опису деякого досить нового цiкавого колективного явища, нiж
певної осциляторної моделi. У роботi [84] Й. Курамото та Д. Баттогтох уперше показали,
що множина iдентичних осциляторiв, заданих на кiльцевiй мережi, може пiд дiєю дина-
мiчної системи роздiлитися на двi групи таким чином, що всi осцилятори однiєї групи є
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когерентними та фазово замкненими, у той час, як осцилятори iншої групи є некогерентни-
ми та десинхронiзованими. Така колективна поведiнка здається неймовiрною, враховуючи
те, що всi елементи мережi є рiвноправними. Д. Абрамс та С. Строгатц назвали згодом таку
колективну поведiнку химерним станом (або просто химерою) [85], пiдкреслюючи назвою
поєднання непоєднуваних елементiв. Iснування химерних станiв стало предметом iнтен-
сивного теоретичного та експериментального дослiдження. Вiдмiтимо, що за останнi два
десятилiття вийшло близько семисот робiт, присвячених данiй тематицi. Чисельнi дослi-
дження показали, що химернi стани можуть виникати в системах на мережах дуже рiзної
архiтектури та для дуже рiзноманiтних об’єктiв, кожен з яких має складну iндивiдуальну
динамiку. Було показано, що химернi стани виникають у механiцi [92, 93], хiмiї [94], бiо-
логiї [95], науцi про нейрони [96, 97], електронiцi [98, 99], оптицi [100], електрохiмiї [101],
соцiологiї [102] та при дослiдженнi поведiнки фiнансового ринку [103]. Важливим для
теоретичного дослiдження химерних станiв, на нашу думку, стала запропонована Е. Оттом
та Т. Антонсеном теорiя [104] (анзац Отта –Антонсена). Цiкавим є й той факт, що пер-
шi експериментальнi дослiдження, якi пiдтвердили iснування химерних станiв [94, 105],
з’явилися приблизно через десятирiччя пiсля першої теоретичної роботи [84]. Останнiм
часом дослiдження химерних станiв вiдбувається дуже iнтенсивно, впроваджуються новi
поняття динамiчних режимiв, пов’язаних з химерами, дослiджуються химери на рiзнома-
нiтних мережах взаємодiї елементiв та з рiзними iндивiдуальними вузлами, химернi стани
описуються все бiльш широкими класами динамiчних систем [102, 106 – 112].

4.2. Означення слабкої химери. Першi результати про когерентно-некогерентнi режи-
ми наведено в роботi [84] для комплекснозначної осциляторної системи, заданої рiвнянням
типу Гiнзбурга –Ландау з перiодичними крайовими умовами. Тi ж химернi режими має й
фазова частина рiвняння Гiнзбурга –Ландау, що задається рiвнянням

∂θ(y, t)

∂t
= ω +

π∫
−π

G(y − y) sin(θ(y, t)− θ(y, t) + α)dy, (21)

де y ∈ T1 — просторова змiнна, θ(y, t) —фаза осцилятора у позицiї y, ω — частота, α —
параметр фазового зсуву, G(y−y) є парною функцiєю (ядром), що забезпечує нелокальний
зв’язок мiж осциляторами на колi залежно вiд вiдстанi мiж ними |y−y|. У перших роботах
[84, 85] ядро мало вiдповiдно вигляд G(y) = κ exp(−κ|y|)/2 та G(y) = (1 + κ cos y)/(2π), де
κ — параметр. Теоретичнi дослiдження щодо химерних станiв пiдтверджуються чисель-
ними експериментами для великої кiлькостi зв’язаних осциляторiв i параметра фазового
зсуву α, близького до π/2.

Вiд рiвняння (21) можна перейти до скiнченновимiрної системи Курамото –Сакагучi з
функцiєю g(x) = − sin(x− α) вигляду

dθi
dt

= ω +

N∑
j=1

Kijg(θi − θj), i = 1, . . . , N, (22)

з циркулянтною симетричною матрицею K = (Kij)
N
i,j=1, елементи якої розподiленi по-

дiбно до G(y), де |y| — дискретний аналог вiдстанi елемента матрицi до дiагонального
елемента. Необхiдною вимогою того, що колективний режим може вважатися химерою, є
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рiвноправнiсть усiх елементiв мережi. Очевидно, що кiльцева структура мережi не є най-
бiльш загальною у цьому випадку i, крiм того, дослiдження показують наявнiсть химер не
лише для кiльцевих мереж. У найбiльш загальному випадку є сенс розглядати нерозрiзню-
ванi осцилятори, тобто такi, що є iдентичними та взаємозв’язаними у розумiннi, що кожен
iз них має однакову кiлькiсть та силу зв’язкiв [113].

У перших теоретичних роботах щодо химер, як правило, розглядалися масиви не-
скiнченної або великої кiлькостi зв’язаних осциляторiв. Для повного розумiння структури
таких динамiчних режимiв важливо було б дослiдити, яка мiнiмальна кiлькiсть елементiв
забезпечує iснування химер та наскiльки складним при цьому повинен бути кожен елемент
мережi. У бiльшостi робiт щодо химер, однак, автори не намагалися зробити строге ана-
лiтичне визначення стану химери, яке можна легко застосувати до маловимiрних систем.
Неявним визначенням химерних станiв є приклади режимiв, наведенi у перших класичних
роботах з цiєї тематики [84, 85, 114]. Перше строге означення дещо звуженого поняття
химери було дано у роботi [115].

Будемо казати, що осцилятори i та j на траєкторiї системи (22) є частотно синхронiзо-
ваними, якщо

Ωij = lim
t→∞

1

t
(θi(t)− θj(t)) = 0,

де ми вибираємо неперервне зображення для θi(t), θj(t). Множина A є слабким химерним
станом [115] для для системи нерозрiзнюваних фазових осциляторiв, якщо вона є такою
зв’язною ланцюгово-рекурентною [116] iнварiантною вiдносно потоку множиною, що на
кожнiй траєкторiї з множини A iснують такi iндекси i, j та k , що Ωij 6= 0, а Ωik = 0.

Наведене означенняненакладає обмеженьна динамiчнуповедiнку та стiйкiсть розв’язкiв,
що вiдповiдають слабким химерам. Воно також не претендує на опис химерних станiв у
широкому розумiннi з урахуванням транзитивностi та хаотичностi вiдповiдних розв’язкiв, а
також при N →∞. Проте, воно є значним кроком для розумiння поведiнки когерентно не-
когерентних режимiв маловимiрних систем та допомiжним iнструментом для дослiдження
цих режимiв у загальному випадку.

4.3. Мiнiмальнi химери в осциляторних системах. З означення випливає, що траєкто-
рiя слабкого химерного стану має бути фазово незамкненою. Останнє говорить про те,
що мiнiмальною необхiдною розмiрнiстю системи (22) має бути чотири, оскiльки три-
вимiрна така система є глобально зв’язаною i має лише фазово замкненi траєкторiї. На
систему чотирьох фазових осциляторiв iз тiєї ж причини вiдразу ж накладається iнша умо-
ва: повинно бути принаймнi два типи рiзних зв’язкiв Kij . Бiльш нетривiальною умовою
iснування химер, що випливає з додаткових дослiджень, є те, що функцiя взаємодiї мусить
мати принаймнi двi гармонiки у розкладi в ряд Фур’є

g(x) = − sin(x− α) + r sin(2x) (23)

з параметрами α та r.
У роботi [115] побудовано осциляторну мережу саме чотирьох фазових осциляторiв

θ1, . . . , θ4, яка задовольняє всi зазначенi вище умови. Така система має сильнi зв’язки мiж
двома парами осциляторiв Ki,i+2 = Ki+2,i = 1 та слабкi всi iншi зв’язки Ki,i+1 = Ki+1,i = ε,

iндекс визначається за модулем 4. Очевидно, що тодi осциляторна мережа складається з
нерозрiзнюваних елементiв. Система (22) у цьому випадку має вигляд
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dθ1

dt
= ω + (g(θ1 − θ3) + g(0)) + ε (g(θ1 − θ2) + g(θ1 − θ4) ,

dθ2

dt
= ω + (g(θ2 − θ4) + g(0)) + ε (g(θ2 − θ3) + g(θ2 − θ1) ,

dθ3

dt
= ω + (g(θ3 − θ1) + g(0)) + ε (g(θ3 − θ4) + g(θ3 − θ2) ,

dθ4

dt
= ω + (g(θ4 − θ2) + g(0)) + ε (g(θ4 − θ1) + g(θ4 − θ2) .

(24)

Було доведено, що iснує вiдкрита множина параметрiв (r, α) така, що чотириосцилятор-
на система (22), (23) має стiйкий слабкий химерний стан для достатньо малих |ε| . Iдея
конструювання мiнiмальної системи з химерною динамiкою полягає в наступному. При
ε = 0 мережа (24) складається з двох окремих осциляторних блокiв (модулiв) (θ1, θ3) та
(θ2, θ4), що задаються iдентичними двовимiрними системами. Двовимiрна система має бi-
стабiльнiсть синфазного режиму з протифазним при r < −| cosα|/2. Тому при вiдповiдних
початкових даних система (24) має два кластери (когерентнi режими) θ1 = θ3 та θ2 = θ4+π,

якi можуть вiльно обертатися по фазовому колу один вiдносно iншого (тому що блоки не
зв’язанi мiж собою при ε = 0), тобто бути некогерентними. Оскiльки система є грубою
при ε = 0, то когерентно-некогерентний режим зберiгається й при таких збуреннях ε, що
|ε| < ε0(r, α). Вiдмiтимо, для iснування слабких химер параметр ε повинен бути меншим
за 1, тому що в протилежному випадку система є глобальною з iдентичною взаємодiєю мiж
елементами.

Iдея конструювання блочних систем з химерами є досить плiдною i дозволяє аналiтично
довести iснування складних стiйких химер для систем бiльшої розмiрностi. Розглянемо
мережу з N = mk осциляторiв, що складається з m блокiв по k осциляторiв у кожному, i
задається системою

dθij
dt

= ω +

k∑
q=1

Kij,iqg(θij − θiq) + εKij,pq

m∑
p=1,p 6=i

Kij,iqg(θij − θpq)

,
де i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , k, а сили зв’язкiв Kij,pq вибранi так, щоб осцилятори у мере-
жi були нерозрiзнюваними. Використовуючи результати про мультистабiльнiсть у системi
окремого незв’язаного k -вимiрного блока, можна показати iснування, наприклад, гетеро-
клiнiчних химер [115, 117] або хаотичних [110].

У роботах [115, 118] детально дослiджено iснування, стiйкiсть та бiфуркацiї слабких
химер для системишести зв’язаних осциляторiв (22) для трьох можливих (не блочних) кон-
фiгурацiй мережi нерозрiзнюваних елементiв такої системи. Зручним методом дослiджен-
ня таких маловимiрних систем є знаходження можливих симетрiй системи та вiдповiдних
їм iнварiантних кластерних многовидiв. Наприклад, для системи шести нерозрiзнюва-
них осциляторiв iнварiантними є пiдпростори (θ1, . . . , θ6) = (θ1, θ2, θ1, θ1 + π, θ2, θ1 + π)

та (θ1, . . . , θ6) = (θ1, θ1 + π, θ2, θ1, θ1 + π, θ2 + π), але не лише вони. Слабким химерам
у маловимiрних системах можуть вiдповiдати кiлька осциляторних кластерiв (принайм-
нi два), що вiльно один вiдносно одного рухаються по фазовому колу. Тому дослiджен-
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ня химерних станiв зводиться до дослiдження розв’язкiв систем на многовидах меншої
розмiрностi. Введення фазових рiзниць редукує розмiрнiсть вихiдної системи на один, а
також може редукувати i розмiрнiсть потрiбного многовиду. Iснуванню мiнiмальної химе-
ри вiдповiдає негомотопiчна нулю траєкторiя на двовимiрному тороїдальному многовидi
системи у фазових рiзницях [115]. Iснування iнварiантного кластерного многовиду вiдпо-
вiдає когерентностi осциляторiв у серединi кластера, а негомотопiчнiсть нулю траєкторiї
на iнварiантному торi у цьому випадку гарантує фазову незамкненiсть осциляторiв iз рi-
зних кластерiв i, отже, некогерентнiсть колективного режиму. Редукцiя до двовимiрної
системи дозволяє легше зрозумiти структуру траєкторiй та бiфуркацiйнi механiзми появи
мiнiмальних химер, дослiджуючи цi питання спочатку всерединi iнварiантного многовиду,
а потiм у трансверсальних до нього напрямках. Слабка химера може бути гетероклiнiчною,
якщо такою є вiдповiдна траєкторiя на iнварiантному многовидi. В роботi [118] показано,
що система шести нерозрiзнюваних осциляторiв може бути iнтегровною i при цьому ма-
ти неперервну множину нейтральних химерних розв’язкiв. Вiдмiтимо, що система п’яти
локально зв’язаних на колi осциляторiв Курамото –Сакагучi також може мати слабкий хи-
мерний стан вигляду (θ1, . . . , θ5) = (θ1, θ2, θ3, θ2, θ1) для близьких до π/2 значень параметра
фазового зсуву.

Як було згадано ранiше, система глобально зв’язаних iдентичних фазових осцилято-
рiв, кожен iз яких (разом зi зв’язком) задається одним рiвнянням вигляду (1), не може
мати химерних станiв. У випадку, коли осцилятори представленi бiльш складними рiв-
няннями (одна з умов порушується), химери можуть iснувати i на глобальних мережах
iдентичних зв’язкiв. Зокрема, в роботi [119] показано iснування химер у моделi Курамо-
то –Сакагучi з глобальним зв’язком та запiзненням. У [120] описано химери у глобально
зв’язних комплекснозначних осциляторах Стюарта –Ландау. У [121] продемонстровано
iснування химер у мережi чотирьох глобально зв’язаних лазерiв.

У роботi [122] показано iснування слабких химер у розширенiй моделi Курамото –
Сакагучi з iнерцiєю

m
d2θi
dt2

+ ε
dθi
dt

= ω − K

N

N∑
j=1

sin(θi − θj − α), i = 1, . . . , N,

де m, ε — додатковi параметри, для N = 3. Останнiй випадок порушує два пункти
вимог, описаних вище, система є глобально зв’язаною, i мiнiмальна кiлькiсть осциляторiв
дорiвнює трьом, але при цьому кожен осцилятор описується рiвнянням другого порядку
(або двовимiрною системою). Робота [122] показує, що мiнiмальна кiлькiсть елементiв
(довiльної природи) для iснування химер у динамiчнiй системi — три.

Дослiдження химерних режимiв проводяться у рiзних напрямках: побудова все бiльш
складних мереж iдентичних елементiв, де iснують химери; перевiрка iснування химер у
вiдомих мережах, але з iншими вузловими елементами; порiвняння вiдповiдних результа-
тiв для скiнченно та нескiнченновимiрних систем; експериментальнi дослiдження та по-
рiвняння їх iз теоретичними результатами та комп’ютерною симуляцiєю; опис химерних
режимiв, що мають додатковi властивостi (хаотичнi, фрактальнi, гетероклiнiчнi, транзи-
тивнi тощо), дослiдження стiйкостi та бiфуркацiй химерних режимiв. Зокрема, в роботi
[123] дано класифiкацiю химерних станiв за рiзними ознаками. Велика кiлькiсть останнiх
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робiт по данiй тематицi засвiдчує, що химери є однiєю з найпопулярнiших тем дослiджень
колективних режимiв складних систем i мають дуже широкi перспективи для подальшого
розвитку.

5. Дискусiя. У данiй роботi розглядалися системи зв’язаних iдентичних фазових осци-
ляторiв типу Курамото (1), заданих на мережах iз рiзними типами симетрiй. Показано,
яким чином рiзнi типи архiтектури мереж та способiв взаємодiї мiж елементами впли-
вають на iснування рiзних типiв колективної поведiнки у системах. Зокрема, показано,
що симетрiї взаємодiї мiж елементами завжди спонукають виникнення тих чи iнших кла-
стерних режимiв. Зi свого боку кластернi режими вiдповiдають iнварiантним многовидам
системи, коли кластери не руйнуються пiд дiєю векторного поля системи (що вiдбувається
не для будь-яких мереж). Значну увагу придiлено опису бiфуркацiй переходiв мiж рiзними
режимами колективної динамiки.

У першiй частинi даної роботи (див. [1]) описано декiлька глобально зв’язаних осци-
ляторних систем. Показано, що симетрiя перестановок SN усiх осциляторiв вiдiграє вирi-
шальну роль у формуваннi динамiки системи. Наслiдками симетрiї перестановок є iсну-
вання всiх кластерних iнварiантних многовидiв iз довiльною кiлькiстю осциляторiв, що зi
свого боку приводить до виникнення канонiчних iнварiантних областей, якi обмежують
фазово замкненi траєкторiї. Пiдгрупи групи симетрiй SN також спричиняють iснуван-
ня колективних режимiв рiзного типу, таких, зокрема, як режим рiвномiрного розподiлу
елементiв, режим глобальної протифази та рiзноманiтнi режими повiльного перемикан-
ня (iснування яких залежить також вiд параметрiв функцiї взаємодiї). Бiльшiсть указаних
режимiв є нестiйкими до порушення iдентичностi власних частот осциляторiв ωi. Про-
те, симетричнi мережi є найзручнiшою вiдправною точкою для теоретичних дослiджень
i подальших дослiджень несиметричних мереж при збуреннi параметрiв та застосуваннi
теорiї бiфуркацiй.

У данiй частинi роботи розглядалися системи з неглобальною взаємодiєю мiж еле-
ментами, але при наявностi певних симетрiй. Продемонстровано, що вiдсутнiсть певних
зв’язкiв мiж елементами кардинально змiнює їхню колективну поведiнку. Зокрема, вiдсут-
нiсть глобальної взаємодiї у кожнiй з розглядуваних у данiй частинi систем призводить
до вiдсутностi симетрiї перестановок, меншої кiлькостi можливих кластерних режимiв,
вiдсутностi замкнених iнварiантних областей, появи фазово незамкнених орбiт. Вiдмова
вiд глобального зв’язку у мережi призводить до вiдсутностi певних колективних режи-
мiв, але приводить до появи ще бiльшої кiлькостi нових режимiв з дуже нетривiальними
особливостями. В роботi показано, що осциляторна система з центральним елементом має
мультистабiльнiсть протифазних режимiв “боротьби за синхронiзацiю”, а система нерозрiз-
нюваних елементiв може мати химернi стани або консервативно-дисипативну динамiку.
Також показано, що парнiсть чи непарнiсть функцiї взаємодiї може зробити осциляторну
систему градiєнтною чи консервативною. При цьому системи з глобальним та циркулянтно
кососиметричним зв’язком мають протилежнi властивостi в цьому вiдношеннi.

Вiдмiтимо, що рiзноманiтнi моделi фазових осциляторiв типу Курамото є найбiльш
простими динамiчними системами з одновимiрними вузлами та без додаткових рiвнянь,
що задають взаємодiю мiж елементами. Незважаючи на це, такi системи мають дуже ши-
рокий спектр колективної динамiки, що вiдповiдає бiльшостi важливих режимiв у бiльш
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складних системах. При цьому системи типу Курамото є одними з найзручнiших для ана-
лiтичного дослiдження режимiв колективної поведiнки. Здебiльшого знайденi та добре
описанi режими для простих осциляторних моделей виявляються згодом у тiй чи iншiй
(можливо видозмiненiй) формi у складних фiзичних, хiмiчних чи нейронних системах.
Сказане вище найкраще демонструє явище химерних станiв, iснування яких виявлено у
рiзноманiтних, i часто досить складних, природних системах. Дослiдження простiших мо-
делей взаємодiючих елементiв часто показує напрямок та дає iнструменти для дослiдження
бiльш складних та загальних систем iз подiбними особливостями побудови мереж. Метою
даного огляду, крiм опису деяких теоретичних результатiв вiдносно складних симетри-
чних динамiчних систем, було також продемонструвати потенцiал та широкi можливостi
дослiдження й опису природних явищ колективної взаємодiї, якi мають у собi рiзноманiтнi
осциляторнi моделi типу Курамото.
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102. González-Avella J. C., Cosenza M. G., San Miguel M. Localized coherence in two interacting populations of
social agents // Phys. A. – 2014. – 399. – P. 24 – 30.

103. Zhao S., Xie Q., Lu Q., Jiang X., Chen W. Coherence and incoherence collective behavior in financial market //
EPL (Europhys. Lett). – 2015. – 112(2). – 28002.

104. Ott E., Antonsen T. M. Long time evolution of phase oscillator systems // Chaos. – 2009. – 19(2). – 023117.
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